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DELLA VITA E DELLE OPERB DI L. CREMONA. *) 


Dn grando matomatioo, un uomo suporiore per moiito o per animo, Ltiioi Cremona 
6 morlo in Roma il 10 giugno 1003, di malaUia eardiaca, olio da piii di ini anno no iuai- 
diava la aaluto o la vita. 

A lui e ad altri ominenti mateinatioi, Battaoltni, BEi,TBAMr, Betti, BBiosoiir, Caso- 
RATi, ora ) 3 ur troppo tutti soomparsi, dovo Tltalia il riavcglio o i notovoli progrcasi dogli 
atudt matomalioi, oho si vorifioarono nolla soconda motAdol socolo scorso fra lo agitazioni 
e le lotto del risorgiinenlo nazionalo; ma spoila in ispocial modo al Cremona il morito dolla 
nuova vita a cui furono ricliiamati in Italia gli studl di Gcomotria pura, o dol rapido sviluppo 
oho quGsti vi obboro nolla via aporta da Ponoemt, M&bius, Steiner, Ciiaslbs, PlUoicer, 
Staudt,.., I geomotri ilaliani oho soguirono quosta via, anolio so non assistorono alio lo- 
zioni di Cremona, anclio quando la sua produziono soiontifica si arro 3 t 6 , Ini ehiainarono 
Maestro, porcliis sontivano di appartonoro alia sua Souola, di dorivnro dai suoi alti inso- 
giiamonti o dallo sno oporo iimnortali. E gli soionziati straniori pure lo riconobboro od am- 
mirarono como Maostro, od insiomo oomo nno doi prtnoipali fattori dol mirabilo inoro- 
inonio doi motodi goomotrioi nogli ultiini einqiiant’anni **). 

Luigi Cremona naoqiio il 7 decombre 3830 a Pavia, prime di quattro figli (Pultimo 
doi quali, Tranquielo, fu rinomato pittoro) oho Gaudenzio, impiogato oomunalo, 
discondonle da una distinta famiglia di Novara vonuta in strottozzo finanziario, obbo, in 


♦) Quosto artioolo, giA pubblioato in ingloao noi Froaeedintfa of the Jjondon mathojmiieal So- 
oiciy (Series 2, vol. I (1004)) e poi in italiano nel Qiorndle di Mafemaliolto (Vol. XLII (1004)), A 
riprodotto qui eon variazioni od aggiunlo. 

f*) B. Sturm, nell’infcroduziono al portant© il fcitolo Ltriai Cremona (itro/iw <Jor 

Malhomalik und Vliysllc, ITI Eeihe, VIII Band (1604)), aciivo: <i loh babo das Ersolioinon dor 
Melirzabl dor CKEMONABobon Sobrifton mit orlobt imd orinnoro mioli dor Wirkung, die sio bat- 
ten, nnd wio viol iob solbat aus ibnon golorni, babe; Jofczb, wo fob eie von uoiiom und ira Zu- 
sammeubango Bludiort babe, kam es mir deutllohor als bisbor zum Bovusstsein, in wie um* 
angi’oiolior Woiao mein Denkon CaiiiMONAsobes Denkon -goweson isl und ioh mioli seinou 
Sohiilor nennon kann a. 
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secondo inatiTiiiomo, da. Teresa Andreoee Pcrduto il padre a J2 aiiiii, ogli poto luttavia 
scgLiii’D gli slitdi iiella citta aatale, grazio alle cure della iiiadvo, alPassistGiiza di uti fra- 
tollo di allra madre, I’avv. Giuseppe o agli oitinii risidlati da lui couseguiti. Naoquo a 
quest^opoea, spocialnientc per il seggiorno chc egli faceva nolle vacanzo a Groppollo j)rosso 
In sorolla fpure d'altra niarlrc) Gtovanna Magenta, qiieiralTcttuosa intimity colla fa- 
miglia Cairolj, in parlicolarc cou Benedetto, la quale ebbe forso iu qualche circosianza 
iniflueiiza non lieve, 

Nol 1848 iutoiTLippe gli st.udi per parteciparo eoine volontario alia guorra doirindi- 
pendeiiza. Neirabbaiulonaro lo scuole c la madre egli scriveva di faiio « senza rimf)rso, 
perclie avrebbe creduto di maiicare ai dettaiiii della piti saiita dello religioiii, e di cominoi- 
tore nil alto di viltfi c inettiliuliiie ricusando di dare il saiigiie per la patria » *)» Milito 
per 18 mesi o fu ai priiicipali combattimenti deiroroioa difosa di Voiiozia, distinguendosi 


M, NOjiTiiEU comiueiii il pure col tilolo hxaai (Jkemona {Malhemal'ischo Annnlon, 

LIX Band (19(11)), cual: « Auf IjUigi Cremona, dc8»ou llinscheideii wir im Sommor des vorigon 
Jaliros zu beldagen Iiatton, goht iiiolil nur die in kraf tiger BUUc stoliendo geomebrisohe Solutle 
Italiejis zuriick, vielinehi’ erkcnneii die Geometer allot’ Lander, uiohfc zum wenigflien di(5 
dentsoheii, ilni ala oinon ihror goistigeii Leliror an. Es gibt koin zusammenfasseiides rein -geo mo- 
ti'ischcs AVerk, dae oinen weitoren und tioferon Einfiiiss auf die Auabildung iind Ilandliabung 
dor gcoHieirisohen Mothodeii uusgoubt Jiatte, ala Cremonas Sohriften ubor die ebeueu Kurveri 
and die Fhtclien — nur vorgloichbar doin Kinfiuss der SALMONsohea Kompondion auf die alge- 
bra isch-geometriR olio Katwickoliing ». 

Ed r, TjINdemann nolle Farole promuiciate a name della Amidemia delle Sfeien^o di Monaco 
(Bavtflid) (Oiioranze al Prof, Luigi Cremona, Eonia, 1909, Tipografia Nazionalo) afferma 
« als Foi’soher, nU Matlioniatikor gehorl Cremona alien Nationen an, die im vorgaiigencn 
Jahrliundovt niiigenrbeitet liabon an den Forttfcbritton der Civiliaation, mitgewirkt liaben zu 

der glauzendeii EnUvioklwiig dor maiheiiiabischon Wissensohafton die Werko Cremona’s 

iibor algobraisehe Curven und iibor graphiacbe Statik durftou nirgends bossor bokannt und 
inehr Btudiert aeiii als in Deutschland 

Deb bon o c.ssoro altros) ricordate le recension i fafcte da 0. Darboux tlei due voluini gia pub- 
blicati {Btdlelhi fleti Brienves MatMmatiqnes, 2.”*^ sdrie, tome XXXIX (1915), pag. 113 e 137) 
nolle quail T opera scion tide a di Cremona A messa in plena luce. In partioolare nolla recension e 
rolativa al 2.^' volunio si legge : (' Kn relisaat les Alemoires qui le coniposent, nous nous sommos 
ropoid.ds aux temps de noire jeiniesse oi'i CirASLEa, Cayley, Clebscii, Cremona ot bien d’au« 
ires poiirsuivaieiit d^in commuii accord cos etudes g6ometriqnes quo Ton ndglige si complA- 
teinent aujoitrd'hui et que Ton a bien tort de negliger. La part do Cremona a et6 grande, et 
Ton rotrouvera iei grand nombre d’eoriis oil il a diionce et doniontrd, par les mdthodes les plus 
simples, lea propositions les plus dignes d’inldrdt «. 

*) Veronese, Ooimnemorazione del eocio Luigi Cremona (Reudiconti della R» Accad. doj 
Liucei, sorio 5.% vol. XII (1903)) 
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por (liftoiplina o (toni;!fe:io, si dii ossoro iintposlo a « iiiikIcIIo ill virtfi inili(.an <! civili>> 

Al rilonu) in [nitria, iiol I8'19, oblu! il ffrandn doloro di ikmi Li'ovarvi pin In dilol hi madro 
tiinriii da ((ualolio iiuiso, o fn tnilto rpiaai in fin di vita da uu f^ravissimo life, di caii avftva 
porta, to il ffornio dalla »ucrra. Korlo noil’avvorsita « lonacio iiol lavoro, ef,di lormino iiolln 
stosHo ann(» (H4l)lo .souolo olaasiclio o poHfliu oiiU'6noIla fjiiivorsitil di Pavia, nvu obho a 
tiiaosti'i HouDONJ 0 Uuiosoirr od ovo coiiHCfi'ui, con lodn, iiol 185:5, la laitrca di iiiftog'iiorc 
fivilo (id arcdiitotto 

A Pavia I'ooo conosiionza di Bhi/i'kami o Casouati, voiutfi alPUiiivorsitA alciini aimi 
dopo di Ini, o riinnHo fiiio ai 1856, prinia (ionio privato ripoiitorc di Araiomntica, pni, fatto il 
no(i(!HHa,rio atitio (ii prova noi (Tinnasio, coinn profossoro suppioiito iiol (liiinasio stosso: od 
a I’avia fooo lo dno prime pubblicazioni 1 1, '*) *"•'*) ispirato rispcttivaimnilo a lavori doi siici 
duo Maestri, b'li poacia nominato prol'os.'ion! ordiiiario iiel (riniiasio di (^rcmiona o vi rimuso 
|)or pii'i di duo aniii. Qui, eontinuando coii iiislaiuiabilu alam'itA no^li .sludi jvoomnti’ioi 
ft'ia avviati, piiliblici'l iiitoriio ad ossi lo priino rica'rtdu! o pose in basi d(d siio avvoniro t) 

Nol 185!) pass(^ ad inso»'uaro iiol lic-oo 8, Alessandro ((i;(f>'i Uocc.aria) di Milano o nol 
1860 fii (iliiamato alia oattodra di (looniolria siijuiriero nolla IfiiivorsilA, di Bologna, ovo 
(il)bo inoltie l’iiisej,ninm(Mito dolla (ioonnvtria doscrittiva, od anc.lio por alinini niosi (/iioilo 
di (loomotria anaiitica, o por nn anno (IBOl-Ob) ipiello di Muccaiiica nizioiialo, Trasl'ori- 
tosi a Milano nol 1860, vi insogiu'* la iSlalioa, grafica nol Pelitoonieo o la (.loomotria supis- 
rioro nolla Hcuola Norinalo, olio Biuosniii avova auuc.s.so al I’olitocnicu stosso coH’in- 
toudimonto di I'ormaro profossori pur gli islituli to(;ai(!i. 

■*') Vkiionhsb, I. (v 

**) lioniA, hiiiffi (Jmiioiia et non ncume miilhknoliijun (Hibliotlioca Matlininnticoi, III t'olgo, 
Hnu(t V (11)(M)). 

l5(,ii{/.()l,Aai, Mlti aUa e dallo opere di hitigi Omnona (Roiidioooti dnl it, rutitnln lomliardu, 
Horio II, vol. X.XXIX {100(5)). 

♦♦*) I munori fm imm»t(wi quiulr(>Kono i mituori irdvdiue doi Javoii piilihlnnili in rpnisto Oporo. 
Il t(im« r IliiiH(!(» col n. 31 o il toriio If col n. 78. 

■|) (Oiumon V pn)8(i in inoslie nol 18(51 la aigiioru Ki.i.sa ['’jiukaui (wcUa da nnal’iuoiglia di pii. 
triotli (t!lV. n<dl(i Nnova Anlologin, IhvUtiidi Heienze, hollora ed Arti, Hcconda Roiio, vol. XTjJI 
(1883), pag. 7(17, nna Ixdla loltora iiulirizzatalo da Atazzini nol jmi’ la niorto di nn suo iiinatu 
fratollo, olio orn fltato a Voiiozin coinpagno d’armi di (Ikemoha). jXo oblio tro ftgji, la signora 
Ki,i5Na C." Peuo}!!',i, I’Ing. Vittorio c la signora iTADA flozzoUHO. La nioi-to dolla inoglio, ol- 
tiina signora o ottima madro, avvonuta nol 1882, fu cugiono digrandoaffliziono alCiuasroNA, il 
qiinlo (>bbo II serivoro agli amici, ohc aloi dovova i niiglum consigli oil iiicoraggiamonli, a loi, 
oho gli avovH x>i’ooni'ato quiote o sovonitA fl'niiimo preiidendo sopra di sti fcutto qiiante lo euro 
dolla oiisa o dolla educaziono doi flgli, ogli dovova i snoi atudi o la sua camera. Noi 1887 8po36 
in Bocondo uozzo la oolta o diatinta signora Anna AIanbb-Mullbr, In quale gli fu gentilo o affet- 
tiiosa ooinpagna fluo agli uiliini istanU, 
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Nel 1B73 acoolse riiiviio (H recarai a Roma oome DirotLoro della Smiola degli Iiige- 
^nori^ olie ogli ricoalitui od ordinft eon singolare porfo7ioiio;continuando neiriusognamonto 
di StaUfja grafica c ugIIg lo/doni di Goomotria suporiore, Qaeslo feco, per alcuni aiinij nel 
(!ovso normale cho, a somiglianza di quollo di Milano, aveva aggiiinto a dotta Souola; indi, 
ceysalo quo8to Gorso, come insognanto di MateinaticliG siipcriori iiella Pacoll^ di Scienzo 
doir[Jiiivorsiti\, caltedra die egli, nol pensiero di rimottersi alle sue amato ricerche, 
assn use iiol 1877, abbaiulonando la caltedra di Statica, e clio lenno, insiome alia Diro- 
zione della Scuola, fino al iermine di sua vita 

Dillicilo e racoogliero in brcvi linee la grande opera scioutifioa del Cremona. 1 priini 
passi die ogli inoaso nella Geomotria inodorna non provemioro gi^l da qualche inipulso ri- 
eoviUo in lozioni univorsitario, che queirinsegnamento, accolto con onorc o successo in 
h'ranoia o in Gormunia, non aveva allora alcuna vitalita nello University, italiane, ove pur 
rifulgovano per altri rami alcnni nomi insigni: ma provonnero dalPazione genorosa di un 
illustro analista, il Biuosom, il quale, seguendo il rapido moto delle Matomaiicho nolle 
loro varie manifestazioni, vi indirizzy alcuni dei suoi eletti discepoli, porgondo loro 
eonsigli, libri, aiiiti. Ci6 e oonformato dallo stesso Cremona, die, nella sua elevata 
Prolnsionc al Corso di Geomotria suporioro nolla University; di Bologna [25], rondo al 
nuioscni pubblica Icstimonianza di gratitudino 

f principali lavori che rivolarouo la polcnza goomoirica di Cremona o lo indioarono 
per uua delle cattedre di Goometria suporioro istituito in Italia nel L860 (un’allra, a Na- 
poli, essendo stata pure degnamonte affidala al Battaglini) sono quelli sulla oubica 
gobba [9, 10], della qiialo varie propriety^ metriche o proiollivo, ed il sistema nullo ro- 
lativo ad ossa sono dodotii medianio la rapproseiitazione paramolrica, che soUanio piix 
tardi Cremona soppo ossoro dovnta a Mbnius; ed i lavori sulle quadriolio inscriito in 


*) Per inaggiori p«artioolari, anelio riBpotio ai lavori Cremoniani di eiii si parla in approsao, 
vod ansi 1 0 oomm om or azioniprocodontomon to citato, Vodasi altrcsl il vDiseorso commomorativo)) 
ili Enriques (Rondiconio delle Session! dolla B. Acoademia delle Scienze di Bologna, lOOB-lOOd ). 

**) Ci6 ^ pure oonformato dalle affettuoso dioliiarazioni fatte dal Cremona in un a sua lei - 
tora sevitla in oceaaione delle festo commomorativo del 25. o anniversario (1878) della fondaziono 
del Politoonico di Milano, Tvi, fra aBre cose, si legge: « Non osagero affermando olie 11 Brio- 
sum mi oomunic6 il sacro fuoco on d* **) ogli stosao ardeva o ini disohiiise per prime gli infinxG 

orizzonti dell’ all a matematioa Gli anni che passai con Briosohi, come soolaro e poi come 

oollega iieirinsognaTnento, sono gran parte della mia vita; noi primi imparai ad amare la soieiiza, 
neglt altri poi a trasfonderla m un grande oerchio di u ditori. La memoria degli uni e degli altri 
5 nn vincolo di affotto, di ammirazione e di gratitudine ohe mi unisce a Bnioscin. « Cfr* audio 
Tepigrafe dedieatoria dellNt Introduziono » o la lettera scriita da Casorati e Cremona alia 
flglia del Briosohi per le sue nozzo (Qneste Opere, i. I, pag, 315 e i. Ill, pag, 496.) 
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iiua sviluppabilo di 4.'' oIjisho r siillo conieko iiiscriUn in iina HvilH|)|)abilo di 3."' clasan 
[11, 12], conloiieiiLi molti toorciiii molrici, particolai'jnonte siilla specie di dotte quadri- 
clie 0 coiiielic. 

Cosi in quest! ooino nei iavori succossivi guile quadi-iche omofooali, guile coniclio o qiia- 
drieho congiunte [19, 20], il metodo di dimostramnc d fondato sulla Goomotria analitiea, 
oho Cremona applica eon sagaco ingognositfl, giovandosi abilmeiito dei perfezionainonli 
die allora vi erano slati introdotti, in particolare faecndo proficuo uso dcllc coordinate 
tangonziali. E aono pure otfconute d’ordinario colPappIicazioiio dell’Analisi algobrica alia 
Goometria le vario soluzioni di eaercizi, uscite durante lo slesso poriodo (1867-60) nei 
Nouvelles Jnnales do MatMmaiiqiws: nelle qitali soluzioni e’e iiioltro da rilevare die tfd- 
volta le quostioni proposte sono genoralizzate o collogatc alle nasceiiti Icorie goometriclie. 
Gidpuddirsi spccialniento del lavoi'o [17], notovole non solo perclie vi gone osposte lo 
prime cose del metodo di Grassmann o su esse sono innostale lo sohizioiii dei duo 
probloini ivi considerati, ina anelio pcrohh vi c afformata la grande iraportanza di quel 
metodo, rioonosciiita nclla stossa Germania soltanto alcuni anni dopo. 

Cremona avova gi&, mostrato in quoi suoi primi Iavori la forza, i’eleganza el’aceura- 
tezza della sua monte, ma iiofi avova ancora trovala la sua via, ii6 abbraeciato per iiilcro 
il campo doll’indagino geomotrica del suo tempo, Noi Iavori stossi lo suo ricerchc sono in 
gran parte ispiralo alle opore di Ciiasles, dollo quali dimostrano o completano o acoro- 
scono vari risultati. Nol 1 860, salendo alia cattodra di Bologna, chiedova consiglio a 
OuASLES G gli scrivova: « La mia dobolozza provione soprntutlo dalla inia odueazlono 
osclusivamonte algobrica, o so i mioi ocelli si sono aperti al solo dolla goomotria pura, io 
dovo tuttala mia ricouosccnza a Voi: 5 il vostro Aperpu, 5 il vostro tratlato di Goomotria 
suporiore cho io bonodirb somproln *). La prcvaleiito influenza della Souola francos o o spo- 
cie di quoU’insigno geomotra sulla prima produzioue scicntifiea tiol Cremona, se gii non 
risultasso dallo suo stosso dichiarazioni, sarebbe evidoiito per molteplici scgni. Caratlo- 
ristica, ad os., 6 la rocensione dei Beitrilffe zur Oeonielrie der Lags di Stauut [8], nclla 
quale, pur lodando Topera egrogia, si iamonta con Irasi ineisivo il divorzio dollo propriety 
deserittivo dalle metricho o si ricorda cho Ciiasles avova rimprovorata la medcsinia 
esolusivitili, sobbeno non lanto osagorata, alia celcbro Souola di Mongol **). 

Por6, grazio ad insuporablli onorgia e eoslanza di lavoro**'*), bon presto Cremona s’im- 


♦) Veronese, 1. c. 

**) Anolie da alfcri fu fatta allora qiiell’ossorvazioiio suirOpwa di S'i'Atiivr, dolla qualo roI- 
tanto piti tardi si rioonobbo U grande valore. 

Nella Commoinorazione, pik volte oitata, di Veronese si leggos 



X 


DKLLA VITA E DELLE OPEHT!! Dl L, CREMONA, 


padroni conipIota.iiioiUe audio doi metocU o delle ricorclio dolla Scuoia todoyoa o (luniino 
luUo il niovimoiilo dio poriava alia formadoiio cli ima iiuova dottriiui gooraotrica, A1 cou- 
tatU) doi hivori doi graiidi goomotri straiiicri si deionuiiio rapiclainoiile qnolla ovoluziono 
d(d Huo spirilo vorso i luetodi gonmetrioi piiri, ai quali ora disposlo per natiira II dio 
si bcni'go via nollo Consuhrazioni di sloria della Oeomelria [23J, pubblicate noiroccaHioiio 
dolla traduziono del irattato di Amiot fatta dal Novi c conionenti ini notevolo quadja^ 
storico di ricorcho gcomolridio aiiticlie c nioderno (iiel quaio sono pure ricordaU i goomotri 
napolctani e il molodo delle oquipollenze di Bella vms colle sue intoressanti applioazioni), 
0 pill aiicnra si scorge nolla Prohmone sii ricordaia, iu cui lo principal! conquiste faltn 
dalla (foomotria nolla proiottivila delle forme di specie o nello forme die no 

sono genorato, vongouo esposLc in helTordine o animate da iin vivissimo amorc! per la 
scienza, die fa dire al Ohemona: me Imalo sc esso mi darA potenza d^nfondoro in 

voi, 0 giovaiii, quolla seto di sUidi sonza la quale nulla si fa di belle e di grandel » 

Dal U^BJ si dolineo diiaramonto uii nuovo indirizzo nol melodo di dimoxstraziono o 
nclhi composizionc doi laveri di Cuemona. Il quale acoolse o segui i procedinienii geome- 
trici sjiogli di qualuiique algoritino o gia difhisi per opera dMiisigui maestri, Poncelic']', 
(!ii'\sli-:s, Steineii, Stauht; ma vi diode uiia impronta propria, cho si ospUcA e si perfe- 
ziono sompi’o di piu iiegli anni siiccossivi, carattorizzala da una singolaro agilita e seinjili- 
cila di dimoslrazioiii, da una forma limpida od dotta o da iin sontimento artislico s((uisilo. 

Della qimrtica di specie [3S] ospose in una bdla e organicatraltaziono le propriota 
siMiporlo da Cayikv, vSalmon, Steinek, od nitre sue, come una oostruzione linoare dolla 
curva, goueralizzaia poi ad una classc di curve in altro lavoro dolla. superlide goblia 
di grade fcce conosoorc le propriota foudamentali [37] o pin tardi (nol 1862) illustro 
il case ossorvato priina da Giiasles o sognalatogli da Cayley dollo sviluppabili 


iiVoY niolti jLiini a Bologna ai aizo alia inezzanotte, dope un brevissimo sonno, por atteii- 
doro asHidnamcMitc a riooroho <li soionza fine al sorgoro doi mattino, dopo di cho ristoravasi dor- 
im^iido ancoi'ii qiinlcho ]woo; od aveiulogli il lavoro aovorchio date forti omicranlo, egli, a oor- 
roggoro i (humi dd li-ascnraM (‘S(*rcizi in giovciitii, vollo gia maiuro oeaero iniotatoro, alpini- 
Hta, giuocaloro di bigliardo, cidiata» o raggiiiiiso il auo fine, Vollo, fortomoiiio vollo 

D Nol 1872 <'!uRivroNA, nolla holla o vigorosa Profaziono agli Mementi di Ooomelna proici- 
liva^ t<(‘rivovii: ... died! rnaggior rilxovo alio propnotA graftcho oho non alio motrioho; mi at- 
loiini ai procedi nionti dolla Geometric der Lagc di Staui>t piii aposso cho a quolli della QSomdirie 
swpdrieiire di (hiAHLES 

* ‘ ) Il prograuuna ivi avnlio rignai’da lo pvoprlolA doscrittivo, ma Cuemona avvorto oho ciA 
lia 1‘atio perclic qi nolle ai laaciano oiiiiiioiare aasai facilmonte, senza bisogno di rioorroro a aimboli 
algobrici, o aggiuuge cho, nelle lozioni a cm prelude, avrA riguardo anoor maggiore alle relazioni 
motrioho e eita in appoggio alouiie parole di Ciiasles, 

Ofr. iiota del luiiio II di questo Opere (pag. 447). 



DUr.LA VITA U DUU.l! OPUUR 1)1 I,. (JUUMONA. 


XI 


di 5.“ ordino [3<)J (pure no! 1862) cmuMiift vario cloginilipropriolil.dmulo in I'iiia un 
volo caoinpio ili sisloiua iiullo d’onliiio supurioi'p, itlio « il primo lUiiiKadiiiUi Mi n siilla 
cubica !''ol)l)a, iiUnrno a cui ricoro6 a pill riprosi! dal IHfiJlal IH6'I (12, IK, 17, 21, K<, KS, 
41, 45,50,5^11, fiuuiolae nii'aiiipift niosso di pi-(>piH)l.ii luoii'iclu) « d(‘H(a'itl.ivo, di alcin)!i 
dollo qiuili Hvov'a giii tialtiUo aniiliUciuiionLc, I'ispallo ai piiiili o piani ixiiiaiunli, alk spi’cjti 
doilo coiiiohfi iiiaoi'itlo iiolla sviluppabilo osBuIalrioc i' dollo (piadrioho piiKaatiLi |)in’ la 
oubieu. alia dotoi'minaziono dolla cubioa slosna iiiodiauto imuti o oordo, a suoi oasi pai- 
ticolari, spooialtiieiUo a quollo della ciibica oijeulaliiee al piano airial'iiiiln, oeti, 


Ma la pulibJicazioiio nella fpialo Ckkmona apiogil liiininnsann’iUa Ic oiiiincnti <|iialila 
del Hiio toinpoi'ainonlo ai'UsLlco ed nn’ainpia o profonda. onlUira gooinolricn i' V I tit unfit ■ 
ziotw ad una laoiia ijiiometnca diillf nuron piune |21>|, piibblioala nel IH62, InidoLla [loi in 
todeseo dal (Juhtzk o in boiimo dal Weyh. Nel 1852 era Ufadlo poi la priiiia valla il fi'le- 
lu'o l.ratlalo di Sauion, die enpoiiova la Leona dalle aiirve piatie aoii aiatedo niiillil'oniia, 
ma provalontoiuonta analitioo o in relaaiona alia leoi'ia invariimlivti ilello rnniie alga- 
liriolio. CuKMONA Hi propose invoco nel suo IratLaUi di diiiioHLrare luiii i lisnllali aoti, 
in ispooio cjuolli imporlaiiUssiiui onunciaLi tia Sthinku e di aggiimjpinia ali.ri miovi eoi soli 
nio?/Ai della goomotria piuii, iai (|uat deiiominudoiie era si pno i'orso (mservare non ossere 
del tntto appropriala, eh6 il inolodu ivi segnilo, aeblnnni jiriioeda i|iiaHi setn[n'o eol [niio 
ragioiiaiiumlo, Uillavia ricliiedu nuuuasariiiniuiUe aleimi Looroiiti roiidatnoiilali alp.dii'ici, 
mniili'o il noine di geiimeliia piirn sinde aLI.rilmirsi ad lui orgaiiisnio geonmlrieo aHallo 
indipoiidonlo daU’algolira (Stauut, JCOttiok, I)k Paof.is, 

CuEMONA porveiluo iiifatU in delta Opera., le eni iin])()rfezioni I'linmo in ])riv(,e (•oniil.le 
in un lavoi'o suceossivo |5K|, a dare, modiaiUe la leoria delle onrve imliiri elie egii an icelii 
di miove proprioltl, una Iraltadono uuil'orme ed elegiinl.o di liiUe le l•o^>nizillMi alloia 
acquiBilo nolhi {loomotria proiotliva delle curve piano, in partieolare del ,K,o ordiiii', ag- 
giniigondono niello altro, friilLo dollo sue ricereho, speonilmmile in relazioiic alio l■.ln'vo 
iimu'iantivc da lui chiaaialo IIessiana, Stkinhiuana, Oavi.hyan,;, Iteii pu5 diisi die egli 
riusci, con quolPOpora, alio scopo ]iro])ostosi di dilTimdoro in lliilia raniorc per lo spe- 
ciilazioni di goomotria razioiialol 

Lo leorlo e i metodi dolV fnfrodvzione Irnvai'eiio I'elici applicnzioni in nnniorosi e svii- 
riall lavori pubblicali in poelii tinni (1862-65), It’ra (|Uosl.i, oUre a ipieJli fjb'l vieonlalio 
ad alli'i di minoro iinportanza, sono da monzioiiaro lo due lioile Memorie (55, (!:}( Ko]n'a la 
supoi’floio di Stkiner o ripoeicloido a tro rogrossi, nolle qiiali i leorinni seoimrli da STi.;r* 
NER, KuAOfER, Weigrsthass, .SoiiiiOTEn SOHO inaglBlrnliiioiilo collogiili in smnpliei e ar- 


*) Ufr. II. Stubii, Liniengeomeirie, I, (I/Wp/.ig, 18132) png. 78. 
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moniolio trattasiioni e accresciuti di nuove propriety, come quelle relative al lolrnodro 
singolaro della superfieio di Steiner, e a certi poligoiii oircoscritti airipocicloide. 

Fra i lavori del periodo ora acconnato primeggiano pord, per I’importanza clio obboro 
nel progresso della Geometria modorna, le duo Note sullo Irasformazioiii gooinotriolu) 
delie figure piane. La prima Nota [40], del 1863, oltre il concetto gonerale di tali Irasfor- 
luazioni, di, le duo equazioni fondamentali a eui debbono soddisfai'o i numori doi punli 
di oguale moltiplieiti oomuni alle curve di un piano die corrispondono alio rotlo doll'ul- 
tro 0 la effettiva costruzione, niediaiito curve gobbe, di quella classe pai’ticolaro di dotto 
traaformazioni ohe si dieono di JoNQUifeEES o isologiehe. £ giusto ricordai’o cho JoNyunV 
res aveva gii fatto di queste, nel 1859, un accenno senza dimostraziono nolla Icttora 
d’invio (Oomples rendus, t. 49 (1859, 2.® seinestro), p. 642), con cui accompagnava mm 
sua memoria sidle curve gobbe rimasla incdita find al 1864 (e poi pubblicata in riasHunlo 
nei Nouv. Am. de Math., t. Ill (2.“ sdrio) c integrahnonte nel Giormle di Matm., vol. 
XXIII (1.*^ scrie'l), dichiaa’ando perd che quelle trasforraazioni offrivano qualeho iiilorossn 
per sd, ma no aoquistavano sopratutto per I’applicaziona alio curve gobbe, I’alo accenno 
prcsumibilmente sfuggl al Cremona, tanto pib cbo non picoola parte della sua Notii ora 
appuiito destinata alia doterrninazione di quelle particolari trasformazioni. Cosi pure dovo 
essere sfuggita al Cremona I’osservazione di Magnus nella prefazione alia Sanmlung 
von Aufg. und Lehrs, aus der anah/t. Qeom. (Berlin 1833) sulla esistenza di una Irasforiua- 
ziono nolla quale alle rette corrispondono quartiche con tre punti doppi o tro somplioi, 
addotta, pare, ad osompio di trasformazioni ottenuto colla eoinposizione o ripotizione 
di trasformazioni quadratiche “'•): inentre nel t. 8 del giornale di Crbllb (1832), come 
Cremona avvorfce, Magnus (al pari di Sohiaparelli) concludeva inveco alle solo trasfer- 
mazioni quadratiche cd omografiche come trasfonnazioni biunivoche fra duo piuni: il 
che fu per alcun tempo amtnesso ancho dal Cremona[36]. Quest! precedent! ad ogni moiio 
non tolgono a Cremona il grande mcrito di avere per prime eomprosa tiitta I’iinportanzu 
del problema di queste Lrasfennazioni e sopratutto di averno data Ja soliiziono eomplc- 
tamento gonerale. 

La seconda Nota [63], del 1864, ovo sono citati JonquiSsres o Magnus, 6 un’aggiunta 
di gran valore alia prima, per lo studio della Jacobiana di una rote omaloidica o per il 


*) Aiiobo Ceemona, tiella iiitroduzione alia Nota in diacorao, ossorva ohe dalla compoaizioiio 
di pih traaformazioni quadratiolio nnacoiio trasformazioni di ordino anporioro al aocondo. Il 
teorema iaverao oho ogni talo traaforniaziono ^ una eompoaizioiio di traaformazioni quadratiolio 
fu trovato pih tai’di quasi siraultanoaraento da Cupford, Noether, Eosanes (Cfr. il lavoro 
di Olbbsoh oifcato dopo) o, in aoguito ad una obiezione di Segrb, dimoatrato rigoroaainontn 
da Castelnitovo. 
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tooroma doU’eguaglianza doi mimGri di due soluzioni coningaLo, trovalo per via indiil- 
liva non dol lutlo oomplota, o dimoslruto poi da Clbbscu {Math. Ann.^ Bd. o da al- 
Iri ■*). Bon a ragiono quollo trasformazioni si cliiamarono Gremoniane o si disso Gremoniamt 
la geomolria dollo proprielti eho rimangono per case invarlalol T1 loro fdiidio rorni luiovi 
mezzi o uuovi argomenti alio ricorcho goomotriclio, como nollo involuzioni piano, nollo 
singolai’itil dollo curve piano **), oco. 

Negli anni 1866-67 Cremona, ostondondo il conootlo MVInimlmionPy pubblie6 1 7’re- 
limimri di una ieoria gaomolrica delle superficie [76]. Quasi ooniomiioi'iinoa fu la prc- 
sontazione all’Accadoiuia di Borlino dolla Momoria [76] sullo suporficio dol 3.'' ordino 
pubblicata pi(i tardi nel Giornale di Orellis, la qualcs otloniio dair<\ccadomia aLoaaa niola 
del protnio fotulalo da Steiner * Quolli o qucsla, riuniti od accroaciuti nolla Iradii- 
ziono todosoa di Curtzr (1869), offrono una oaposiziono sislomatica c sinlolicn dolla tooria 
proiotliva dollo suporfloio con parUoolaro applicaziono a quollo di 3." ordino, fondaln, 
gullo proprioltl dollo suporllcio polari. Porao per aloiuii coiioolLi o looroini, coal noi i're- 
Uminari como mW'lnlrothizmiGy si pud dcsidoiaro mia piii OHRlladotorminaziono ]•); ma 
il saggio ordiuamonlo dolla matoria, la somplicitil o ringoguosilil dollo dimoRlrazioui o 
la limpidozza dolla forma rondoranno aompro quoi duo tratlati attraonti od utili por i 
oultori della gooinotria. 

Nolla Momoria aullo suporllcio di 3.'* ordino 6 oltonuta la rapproaontaziono piaiiadi 
una lalo suporfioio coH’aiulo di una Lraatormaziono birazionalo (ciibioa) dollo spazio ana- 
Joga, in un eorto soiiso, alia quadralica dol piano, Iraaformaziono giil oousidnralu da Ma- 


'■) Nol 1873 In dim Nolo, Iiwo inaionin imI tinoroHciulo, furimo Ivndottn in fraticcHo dal 
Dewui.e (BullBllhi d. «o. inathdni,, fc. 15). 

Noether riforieco iiol oilato NaohmJ oho: «... als im ,Tunl 1871 von dom Voidasaoi’ dio- 
808 Aufaatzos au£ dio Korlogiiug boliobigoi* Kiirvonsingularitillon iniltolH dm* 'I’lanBroTinalio- 
non, olwa quadratiBOlior, liingowioaon wordon war, gritf Cremona eogloioh don Oodniilton voll 
auf. SolUo ioh, bemorkto or brioflioli eohou unlor dotn 18. Juni, in doulHolior Spniolm, din or 
golfluflR acliriob, in Zukunfl cvne nctie Ausgctbc mohw goonielrisohcn Wcricolten uber Kuviwn nttd 
Flaehen bearheiton, so iverde ioh mioh beslreben, anf die Behre dor 'Prnmformalioneii und imf Thr 
.... Verfahren die 'I'heoHe der molirjaehen Pmifele eu. begrUnden; loae so gowiss lueit bossor nis 
mdors gelmgen luird ». 

Cremona obbo uuovamonlo il proinio Hteinbu, por inloro o Bonza conom'Ho, md 187<1, 
<1 als Anorlcoimuiig Mr Boino ausgozeiolinolon goonmtrlBolion Arboilon ». 

i ) Sui rreliminari o’b anoho da oasorvaro oho, nolla booria doi oompJessi sinmiitrloi, a'inoon- 
ttano nloiino dofioionzo rilovato nollo nolo |*“''] o aog.' dollo nolo doi rovioori oouloniito nol 
tomo II di quoate Oporo (pag. *148). 
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GNUS 0 da Hesse; e no S fcatta applicazione alio studio delle curve sulla superficie *). 
A1 chc giunsei'O siiiniltaneamoiiLo (ooinc il confronto delle date lacilmente dimostra) 
Cremona c Clebscii, questi avendo invcce ricavata la detta rappresentazioiie dallo 
forniolo cho cspriiiiono la geucrazioiie (di Grassmann) della supoificie per ire stello 
proieltivo. 

La rappiosenlazlonc piana della superficie di Steiner e delle superficie gobbo di 3.° 
grade [71] forni pure a Cremona seinplici inezzi per dimostrare, sulla prima superficie, 
il teoreina trovato aualiticainente da Clebscii, cssere le asintoticlie di essa quartichc 
gobbo gonerali di geiicro zero, e, sulla seconda, un tooroma analogo ncl quale per6 io 
asintoticlie sono luia specie particolaro di dotte quartiche, cioe quelle con duo retie oscu- 
latrioi: la qiial specie particolaro, osservata dappriina da Cayley, fu poi oggotto di iina 
gi'iiziosa Nota di Cremona [75J. Cosl dalla rappresentazioiie piana delle superficie gobbo 
razionali con due direttrici rettilineo [77] Cremona trasse il nuovo c nolovolo teoreina dcl- 
ralgebricita dolle liiico asintotioho su tali superficie, toorema dimostralo poi dal Lie 
(Cfr. Mnthem. Annalcn, Bd. V, p. 179) per tutte lo dotte superficie gobbo algcbricho, 
eio& oliniinata la rcstriziono della razionaUtH, 

I precodonti lavori iniziano uu altro fecondo ed importante periodo di ricorcho, consa- 
erato da Cremona alle superficie rappresontabili sui piano e alle trasformazioni birazio- 
nali delle spazio. Sul prime argoniento ima Moinoria classica di Clebscii {Math, Ann. 
Bd. L) dava gia, oltro a vari escinpT, aleune propriety generali, ed una di Noether (ivi, 
Bd. 3) presontava il tooroma gcnoralc, cosi ricco di conseguenzo, della rappresontabilila 
delle superficie die posseggouo uii fascio razioiiale di curve razionali; alle quali Meinorie 
Cremona faceva -segiiire lo due bcllo Note [HS, 80] sulla superficie di 4.° ordino con co- 
nica doppia o aopra un ease particolare di essa, studiati con trasfonnaziono quadratica 
doHo spazio. Sull’altro argoniento delle trasformazioni birazionali dello spazio, oltro la 
trasformaziono del 2.® ordino la cui iiivorsa e pure del 2.® ordine, e la trasfonnaziono 
(cuhica), cui si ii acceiuialo sopra, adoperata da Cremona per la rappresenlazione dolle 
superficie di 3.® ordine. erano gifi stale date da Cayley le formolo per la Irasformaziono 
di 2,° ordino la cui invorsa 6 del 3.® (Proe. of the Lo)tdon tnaih. 8oe., t. 3). Dopo cici appav- 
voro quasi nello stesso tempo (1871), c certo indipendonlemenle I’lino dall’altro, i lavori 
di NoBTtiEU e Cremona sulle trasformazioni birazionali dello spazio, partieolarmento 
su qnello di 3,® grade, e sulla loro applicazioiio alle superficie rappresentabili sul piano. 
Lo stesso Crejiona (Cfr. nota ■*') a pag. 268 del presento tomo) si compiaco di tale coinci- 


E. Storm {I. c.) note nel procodimenlo di Uhemona una lacuna consistonte in cid cho 
non risulta rigoroaaincnte diinostrato potorsi una superficie di 3.® ordino genoraro con tro 
stello oollinoari. Cfr., iiollo note doi rovisori del prosonto tomo (pag-. 486}, la nota [*■*]. 
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(leuza audio in miiiuti parlicoiari o tiono a dicUinvare che fu invogliato a riprondoi'o lo 
studio delle traslorinaKioiii birazioiudi dalle hello licerclio di Noktiimr puhblicate avanti. 

Ned lavori di Ciiemcna intorno al dotto argomciilo c fondaniontale il inetodo aninplice 
od ingognoso, a lui dovuto, per costruiro lutU i sistoiiii oninloidiel ai quali pu6 appartoneio 
iiiia data supcrficic oiualoido; tnolodo coiisistontc in un opporluno apozzameiito del si- 
sLonia liiieaio iniagiiio dollo sezioni della suporficic con tiiltc le altro siiporfioic oinaloidi 
dollo stesso ordine o avonti lo stossc singolarifii. Coll’aniio di quosto inetodo Cukmona 
riuscl, noi lavori [IM], [1)3], [DU], a prosoiitave luoltopliei o svariati esempi di Irnsl’oniia- 
zioni birazionali oa daro iinai sorgoiito iriosaiirihilo di iiuovo o iiitcrossaiUi applicazioni 

Ini trasl'orniaziono del 2." ordino, la cui iiivorsa ii del 4,", In osservata per la prima 
volta da Ubeaiona, o fu da ltd applicata a stabilirc I’csisteiiza di una siiperficio del 4,® 
ordino rapproscnlabilc siil piano dolala di tin taenodo o tre ]niii(,i doppi, piiino osonipio 
(dopo la Buporficio di 3.<> ordino), di suporficic rappresoiitabili olio nousono luonoidi, no 
dotale cli liiioa imillipla; lo quali coso, aoconnalc noi lavori citali dianzi, furoiio poi ospostc 
con inaggioro sviluppo in altra niomoria [04], Di quclla snporficio poco dopo {Nacliyich- 
Im M Oollinga, 7 giugiio 1871. Cfr. anclio Malh. Ami, Bd. 33) Noisi'IIEB toco oonoscorc 
un lipo pih gonoralo cioo con solo taenodo, pure rappreson labile sul piano, clio i'u ])iu 
tardi (1881) oggotto di uno studio dirotto di Chemona in una inomoria [lOHJ not Col- 
lectanea mathemalica in memoriam Dominici CjiEniNi. 

ill da ricordavo ancora la niomoria [90], lasciata incnmpiiUa, iiolla qiialo Ouk]\ion;V 
riasBiiiiso, in quclla olcganto vosle geoiuolrica a lui lauio fmiiigliaro, i risultaLi gouoraii 
auoi c quolli di Nojctiikr (non raggiungondo forso in (iimiclie puiilo della dimosU’azionc 
comploto rigoro); od iiioltro diode tiittl i casi dollo trasfonuazioni di 2.° ordhio o parto 
di quclli dol 3.*“, corroclandoli dollo formolo dirotto od inverse. A quosla niomoria feco 
poi soguiro un’allra applicazione dollo irasforniazioni biimionali dollo spazio alia deler- 
miiiaziono o rapprosenlazioiio di duo snporficio dotaio di curve cuspidali 

Como a Bologna, cosi a Milano, Cremowa di5 prova di grando attivitiY seiontifica. 
Ill voro^ iiol poriodo ora desorilto (o moglio in una parto di csso die corro circa dal J8f>B 
al 1870), ogli rivolso lo suo rlcorcho audio ad argoinonti vari o divorsi dai prccedmid, 
Tali sono la bolla momoria [78] sulla claBsiticaziono dollo suporfido gobbo di degrade, 


♦) Noetiirr (1, c.) acrivcj icFroilioh XiUirt nioht jodo abbildbaro FlAolm zu einoi Eaumtran- 
Bformation; aber Grismona hat hior oino ondloao Kotto von noiien oindoutigon Transforma- 
tionon und von Abbilduugon horgoBtellt^ bis km kompUziertostoii und singuiai'Ston Ida, die 
auf koine audero Woiae vorauezusoheii inOglioli gewosen wfiro; in dor Tat eine mieraGhopfliche 
Quelle (Math. Amu Bd. 4), » 


Vremonii, to mo HI 


ir 
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i lavorisullo trasformazioni birazionali dclle curve [80] [81] e sugli inlograli aboliaiii IHll], 
0 quelli augli ennoaodri di luia auporflcio di 3.” ordino [S-l], aulle lineo di ourvatura ibdio 
Buporflcio razionnli o particolarmente dcllc qiiadricho [80], sulle taiigonli doppio di uua 
oiu'va di 4.® ordino eon punto doppio [OO]. 

Lo pubblicazioni del poriodo suddotto aoiio rimavchovoli aiiche per oib, cbo lo (siiimi- 
dorazioni aualitiobo vi aono post© oaplicitamonto a base dolla trattaziono gooniol rica o 
Iftlvolta uanlo inotodioamente. Cremona, oho aveva aviito una oducaziono escliisivninonlo 
analitica o cbo poi avova aontita fortissima altrazionc per la gooinotria pura, non lardb 
ad nccorgcrsi cho lo duo forzo dovovano ossero associate, cd ogli lo associo difnlti iiol lii- 
vovo di riccrca, pur prediligondo d’ordinario nolla rodaziono la forma sintclica. b'iuo ilal 
11 . ..1 v w-riscii, on] quale obbo amichovoli rckzioni, scriveva: «Io sono pionaiiioiUo coit" 
vinto circa la niutua asaistenzn oho Panalisi o la sintosi si prestano nolla gooinolria >i *). 

Oltro al lavoro [108] doi Colleclanea giit menzionato (1881), a duo brovi Note 1 1 1 - |, 
[1111] sopratrasformnzioni di G.^ordino lo eui invorsosoiio del 4.® o del 6.® (1884) o ad niia 
somplico doduziono [1 1 1] dolla supcrficio rcciproea di una superfioio cubica gonoralo dalla 
aim rapprosontaziono piana (1886), Cremona nulla aggiiinso piii aulle trastoniiazioiii 
birazionali o sulla rapprosontaziono dclle suporficic sopra un piano; cosiochb si pub din* 
oho lo 8110 ricercbo in quosto cainpo lerminarono nol 1873, all’epoca del suo trasrorimontii 
a lloina. Ovc lo occupazioui per rieostiluivc la Souola degli Ingegnori, la vita politiini o 
piti tardi I’incorUi saluto rallontarono la sua produziono sciontifica: la quale tiillavia 
81 aggirb intorno a svarinti argomenti o contimib a spiccaro por quni pregi di liuiidilb, 
ologuuza e folico ooordinamouto, cbo dominano in tiiUi i suoi lavori. DalJa rappro.soiila • 
zionc di Noether o Lie di un coinplcsso linoaro nollo spazio ordinario, ogli coiiclusc In 
tooi’ia doi sistonii di rotto di 2.® grade niodianto note propriety doUo superfioio di It" ni- 
dine o di qiiollcdi 4,® ordino con conica doppia [101], ncl quel lavoro accennb osprcHHu- 
niento a considerazioni di gooinotria iperapaziale; da un intimo studio della conligurnzitmo 
di 16 l otto di una suporficie di 3.® ordino con punto doppio, dodusso, in modn soiiiplico it 
intuitivo, i tooronii antiolii e nuovi dimostrati da Veronese sull’esagramma di I’ascvi, 
con eonsidorazioiii di Iriaiigoli oniologioi [103]; dalla dotorminaziono di parlicolnri OHno- 
dri polari rispotto ad una suporficie oubiea gonorale Irasso la trasformazioiu) dolla sun 
oquaziono a sommadi soi cubi o la costruziono delpontaodro di Sylvester [101], giungoiidii 
cosi a risolvoro una qiiostiono posta da Clerscii (Cfr, Math, Ann., Bd. VIT, p. 17), liiob 
a trovaro una somplico coniiossione fra quel pontaodro o le 27 rotto della suporlittie: 
0 infino ostoso, non solo alio spazio ordinario, ma all’iporspazio, alcuni risultati di Wevr 


*) Veronese, 1, c. 
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0 Darboux I'clativi a curve piano di ordino n passaiiti per tutti i punti d’intereezione 
di n+l tangonli di iina conica fl <)(»]. 

Col lavoro, ricordato innanzi, aulla suporficio reciproca di uua supovfieio eubica (1885), 
Chemona cosso ]o publilicazioni sciontificho ma la Scuola gooiuolriea italiaiia, a cui 
egli aveva date origino o vital nutrimciito, obntinu6 sicura neiravviato caminino, o, pur al- 
largando Toggelto e I’iudirizzo dollo rioorcbe o accogliondo varietii di raetodi, sorbb inal- 
torato il gusto di rjuol metodo goometrico puro al quale I’avova odueata il grande 
Maestro. 

N6 cossarono inai in Cremona rintorosso o I’anioro vivissimi per la scionza. Gifi., Eiiio 
dai primi anni del suo soggionio in Roma, avova ricoiiosciuto che rambionte politico o 

10 nuovo occupazioni male si conciliavano coi suoi prodilotti studi. Nol 1877 avova quasi 
aooonsontilo alio istauzo doi Prof. Retti e Dini di trastorirsi a Pisa (o pare ne aia stato 
trattonuto dalle vivo prenmro del Sella o ancho dall’avor potuto sostituiro, como si 5 dotto 
addiotro (pag. VIIJ), I’iiisognainoiito di Matoinaticlio suporiori a qviollo di Statioa); o al- 
lora ad uu suo alliovo, che in qualcho mode coutribuiva a dotto trasforimonto, sorivova 
di ossorgli grain « die si fosse prostato ad aiiitaro il suo ritorno alia scionza pura ». 

Audio nol lion breve poriodo dcllo sue sofforonzo fisioho Cremona non tralascih mai 
di Hog'uiro il iiiovimento seioiitifico. Al Prof. Sbgre, oho fu a visitarlo ncl suo studio oiii- 
<pie giorni priina die si spegnosso, quando ancora non si ora inaiiifostatn I’uUiina crisi, 
parlh riol Tagebuch di Gauss pubblicato dal Klein o disso parorgli strano die Gauss non 
avosse pubblicato taiite belle sooporto. Avondogli ilSEGiiE acceiinato dienell’S.o volume 
dello Oporo di Gauss orano molto cose attribuito ad altri seionziati e in particolaro la 
psoudosfora * ”), Cremona, proso il volume e vorifioata la oosa, no mostrii moraviglia e 
soggimiso dio gli ora sfuggita, quaniunquo avosse sfogliato con tutla cura il volume stossol 

CiusMONA obbo ])or I’iiisognainoiilo o por la diffusione dollo idoe geoniolriohe amoro 
non mono vivo di qudlo dolla scionza. I suoi iiumorosi corsi di Geomolria suporioro too- 
cnroiio sompro gli ultimi o piii notevoli progressi. Ad os., nol 1866-66, tratth dello ourvo 
piano di 3." ordino o dollo suporficio cubiolio; nd 1868-69, degli intograli abdiani seooiido 

11 libro di CLEnscii e Gordan (undo obbo ocoasiono ai lavori diargoinonto aiialogo acooii- 
naii avail Li); nol 1870-71, dollo suporficie rapprosontabili sul piano o spedalmento del 

*) Nel 1000 compose la bella Commomoi’aziono [ 114 ] di Beltrami, ool quale avova avuto 
lunga 6 ii-alevna amioizia. 

*•'■) A pag. 206 del vol. 8.o dolle Werlee di Gauss si aocenna pi'ima a superfloiedi rotaziono 
applioabili, poi iti particolaro a quella die ha per moridiano la trattrioe e oho Gauss chiama 
Gegenstiich der Kugel, 
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looreina di Noether giS dcordato (Math. Ann, Bd. 3^; nol 1873-74, dello trasfomaziotii 
Croinoiimno nel piano o nello spazio: nel 1874-75, della gcomotria della relta: uogli 
iiltimi anni, doi gi'iippi continni di Lie. 

Soho pure da moiizionaro i corsi di Goomolria dosorittiva a Bologna o di Station gra- 
fica a Milano. Nol prinio CBEjroNA hiU'odusso vart porfozionamenti. prooorrendo a qnolli 
introdotti in segnilo, specicalmente dal Fiedler; di che diedo anche un saggio nolla 
Nota di prospottiva [09) pnbblicata col pscudonimo di Marco Uglieni. Nel socondo 
sogui lo idee di Culmann o vi poi't6 notevole contribute. Ne dcrivarono il lieiropiisco- 
letto Elemcnti fit Calcolo grafico (Torino, 1874), trade tlo in tedesco cd inglcso o la pre- 
govolo Momoria [08], tradotta in franooso, tedesco ed inglese. foiidata sul concetto utile 
od ingegnoso di eonsidoraro i diagramini reciproci della Statica grafica conic proiozioni 
di duo poliedri rooiprooi in an sistoina niillo. 

Le doli di Cremona conio insegiianto orano la chiarezza, la prccisiono, Tordinc, I’arto 
di presontaro coso dilTioili in forma scniplico o plana, o la dizione clotia. La sua lezionc, 
pieparata eon grande cura, ora soinpro calina, la sua parola moditata o inlsurata, ma fa- 
cile ed incisiva, od il sue insognamento non solo ponotravacon vigoro nella mento dollo 
scolai'o 0 no accondova I’amorc alio voiilil gcomotriclio, ina ispirava nobili od alto idoalitfi. 

Larga o beiieflca influonza obbo anebo Cremona ncirordinamonto e noi programini 
dellc scuole secondarie ilaliano. Per esse, specie per gli studt lecnlci, piibbliob (dal 1866 
al 1868) la tradnzionc degli Elcincnti di M’atomatica del Baltzer *); e con Betti c Buio- 
sciii piopiigno e difeso *■*) I’adozione per io sctiolo classtchc del niotodo cuclidoo. 
Aluisi dovol’introdiizionodoll’inKcgnaincnto della Goomotria proiottiva, dappriina nogli 
Lstitnti tcenici (1871), pnscia nol 1." anno dollc Univoraitit (1876). Appiiiito per use dogli 


*) Qwesta U'aduzioiio ovoca il rioordo di Bomenioo Piani, aegrotario porpotuo doJl’Aooa- 
demia dalle Seionzo <li Bologna, tioino dottisaimo, cho ricovette Cremona al ano priino giun- 
gore a Bologna, « a bracoia ayicrte !>, e gli fn aompro amioo dovolo cd affozionatiasimo. Nelln 
loltora (del 20 iiovoinbio 18701 olio Cremona scriaae al Prcaidento della suddotla Acoadoniia 
(Mom, dell’Aec. stcBaa, Berio .8,*, toino I (1871), pp. 40-41), dopo la inorte del Piani o in ocoa- 
Bioiio della sua cominomora/.lonc, lofctora tiitta dodioata n loclnrc lo virlii, la modestia o la col- 
lura dell’estinto, si loggoj « Vorroi dire, a© avossi I’arle della parola, quanto I’amicizia di Piani 
mi sia stala profittevolc e boiiofiea. L’iiiesauribilo bontb di quoll’uonio lo traeva iiaturalmonl.o 
a porrn tutlo il suo ingogno o la vasta sua onHlizioiio a aorvizio degli ainioi: io non obbi mai 
I'iooi'so a 111! invaijo. Per Boddisfai’O cbi gli ino vova aloiiua doinauda Bcientifioa ogli non rifuggiva 
dal coiiBuinare intero giornato coinpulaando i propri sorifcti o rovistaudo gli soaUali dollo bi- 
blioteobo. Prineipalmento mi avvantaggiai della pazioiilo e dottissima aua assistonza nell’e- 
diziono italiana olie io feoi dogli Elomenie tier Maihematilc del Baltzer, 

Cfr, Queato Opero, n. 82, 
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Jstituti tocnici [)ul)blio6 gli oltiini Elemcnli (U Gcomnlria p'oiellmt; trndotll in fi'ancoso, 
todosoo od ingloso, noi quali segui un mctodo inisto per daro, coinoegli stcssosi esprimo, 
un libro assoluLamonto oloniontaro c tocnico, 

II forto ingegno, riiitogi'it^ del carattero oroatosa collura, audio in aigomonti ostraiioi 
alia Malotnatica, focoro approzxare asaai I’opora di Ciusaiona iiolla cosa pubblica, iiolla 
quale obJio molli c svariati uffici, oomo quollo di Commissario govornalivo per riordinarc 
la IBiblioleca Vittorio Enninuolo di Ttoina (t880'8l) c I’allro di presiedoro lo Commissioiii 
crinclunsla snllo costruzioni govornalivo di 'Roma e sui nuiragiioni dol Tovorc (1900). 

Nol 1879 fu nominato Sonatoro o nolla Camera vilalizia, di cui fu anclui Viee-prosidonio, 
acquisleJ presto grande aulorilil o vi spiegft in piii ocensioni azioiio olTicapo od iinporlaiito. 

11 Prosidonto Saracoo, nclla commomornziono di CuiaroNA elio proninioii) in Senato il 

12 giugno 1903, disso di hii, riforondosi ai duo aniii (1897, 1898) noi quali sostitiilil Pro- 
sidonto Fabini malato, cho avova dirotlo i lavori del Sonato « con graiulo abilitil eoiigiuiita 
ad ogualo lomporanza » •*). 

Momoraliilo 6 il conlroprogotlo di loggo sulla Istruziono suporioro, olio otlonno (1887) 
I’approvazionc dol Sonato o a cui Cremona avova attoso con graiulo itnpogno o con 
liducia di attuaziono pur troppo dolusa dallo vicoudo parlanioutari. fO pure da notaro, 
fra lo mnnoroso rolazioni oho egli obbo a rodigoro iioirufiicio di Sonatoro, quolla cho 
coinpilb pocho sottimano prima di morirc, oppugnando, con vigorosa argonioutaziono 
6 colla consuota luoidita o siciirczza, il progotlo di ima dialribuziono dollo sozioni dogli 
Istituti tocnici e di alcitno Souolo suporiori fra i duo Ministcri di Agricollura e {ristriiziono. 

Noi 1873 G, Finatj, Ministro di Agricolturn. cho avova fatto parte col Cremona dolla 
Coramissiono d’inchiosta sulla Istniziono classica o cho, duranto talo inchicsla, avova 
aequistato di lui altissinia stima, gli otPerso il posto di Segrotario gonoralo noi proprio 
Ministero. Il Cremona dappriina accott6, ma poi si dooiso a rinnnoiaro, aneho por lo sol- 
locitazioni del Ministro doll’Istruzione pubblica, Sciaioia, cho dosidcrava consorvarlo 
all’insognamonlo o cho lo nomino dirottoro della Scuola dogli Ingognori di Roma. Al- 
tro invito obbo noi 1881 dal Selea, incaricato di succcdore a Benedetto Cairoij, por 
assiunoro il portafoglio dolla Istniziono pubblica, invito cho il Cremona, amieo porsonalo 
0 politico dol Cairou, rifiut6 con nna nobilissinia Ictlora **). Aceottil quosto invito dal 
Di RudinI; ma fu ministro per pochi giorni (dall’l al 29 giugno 1898), ondo furono Ini- 
strato losporanzo, universahnouto concopito, cho egli uvosso a daro un indirizzo aorio od 
oiovato alio coso doll’Istruziono. 


*) Bebzolaki, 1. 0. 

**) Morita di oBser© qui rlporfcata (Vekomesb, 1. c.); 
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CHEMo^^l ajjpartpiine pure per moltissimi aimi al Coiibiglio superiorc della pubblicu 
istruzioiio e iie fu anzi per aleun tomi)o Vice-presidcnto 8oci{» dello pin illusiri Aecado- 
inio it.iliaiie etl estoro, dottorc honoris vaim di Dublinu, di Kdimbiirgo e di Chn’^^liaiiia. 
( avrtliero deirordino civile di Savoia, cgli fu iiol mag'gi(» del 1903, in^ignito, dall'Tmpe' 
I'citore di (rermania, pornie/zodi iiii iiiviato specialo, dell’ordine Foiu lemhite, conforiln 
a pocliissiiiii in It.alia, 


11 caraltiMT di Cremona e scolpilo in qiiosto pocho parole *): «T]oino intogro, rigido, 
ebbc bade il sciilimoutu del dovere o per so e per gli altil Si potii dissentirno in qualclie 
giudizio sii persons o cose, iiia Jioii inai iniscoiioseerne la biioiia fedo. ]5]iitrandogli in 
faiiiiliarita si osservavano in lui iinpoti di ospaiisiva aminirazione o di sdogiioso diRprezz(», 
obo rivolavauo iina natum ricca di soiisibilitc\. avida dol hollo, insofferonto di ogni mo- 
sehiniltT j) No iiiai luutarono qiiesto siio qiialiia colic circostanzo o cogli aniii: Cremonv 
fu sempro lo stesso in ogni inonionto della sua vita privala e piibblica ^*)* Ai disoepoli 


fku'isishno aniioo. 


lloma, 10 - 0 . 8L 


Tu lui faeesli luPofiorfa, olio mi reslera couio uno doi piu proziosi rieordi della iiiia vila. 
L’essoro da to sLinmlo eapaco di vonirii in aiuto iiolla difficilo improsa a cui li soi aobliai'outo 
6 per me altaiiionle tuiorovolo a lusingluoro. 

Ala pofciei io davti un aiuio edioaco'/ aggiiingerci io forza al iuo Miriisloro? Non lo ci'odo* 
Ad oani mo do le inie opinio ni e i iniei prccodenii poliiioi mi viofcano di pormi contro i oaduti, 
sissooiaiulonii ai siioeowsori. 

Perdona, illustro ainico, so ti in an do por iscriMo uua risposia di versa da quell a cho Cu, per 
Uui bonovolonzn, inostrasti dosidorare oho io ti portassi a voce, Se ricuso 1‘alto onore non 6 
per ragioii tua, iiia della situaziono, la quale in’impone dei doveri che (u cortamento vorrai 
appiezzare, pur non approvaudoU, 

(Jont'ido obe mi rosterii iiilera la tiia ainieizia, come io sar6 sompro 

Tulio liio L, Cremona. 


') D’Ovrniu, Cenno necYologivo {Atti deUa it*, aca. delle jS'c. di Torino^ vol. XXXVIII (1903)). 

’) A^algaiio, a coiiforma dello precedonfci affermaziont, aiiclie le duo lettoro segiieiiti, pooo 
conofioiute, rlic il Onic^roNA pub b lie 6 o diffuse soltanto fra scolari e collegln; la prim a indiviz- 
zaia al Ileggonto dfilla Univorsita di Bologna, la aeoonda al Preside della Facultii inatcmatica 
della Univorsita stessa. 

Illusfcrissimo Signore; 

fu risposta aH’invilo oho V. S. mi ha indirizzato, in data 10 aprilo oorronte, di presontaro 
non pin tardi del 20 dello sfcosso mese i teini por gli esami apociali, ho P onore di irasmottorle i 
prograuimi d’caame per la geometria desorittiva e per la mecoanioa razionale: le due soienzo 
ehe in quest’ an no ho i’incarico d’inaegnare. Mi 6 sembrato opportuuo etampare (a mie spese) 
questi program mi e per ooinodo degli studentj e perch6, in quanto dipen da da me, non rest; 
lettora morta il present to dal rogolamonto univetsitario. 
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suoi non risparmiava apci’ti e sevori rimproveri per qunlclio iinpazietr/a nolla carriota, 
0 per cfunlelic soRtn o lento^jm iicl lavorare. o per qnalelus trasniralozm iiolla roilaziona 
<lo{le loro puliblica/joni, nia iiisioino li occiUva o li incoragg'iava Fortcinoiifu n (lci»iia- 
mente, dando loro affodiiosi consigli o validi aiiUi. 

Ritenova giustamonlo die uiia rcdazioiio bon fada non poco oonlrilniiHSo nl siieorswo 


Nello stesso loinpo non po>jso ta«oro ohe mi sale il rofluoro al viHo nl gindidn vAu^ 

gli far an no di qiiortti pro gi*a mini ni ineacliini n innoniplol.i, no* quali invano kI o('r- 

chorobbero moitii dogli argomonti strcttaiuonte neec.'jsiivi porgU rtcopi doiriHlrn>5i()iu‘ nuporioiv, 
Ala di chi la colpaf Non mia, (li corio. Lo porsono rngioiicvoli ni poraiiiulornnno imao idio viui 
tre lezioni per ftettiinaiia^ ooii iroipionlfissimo o liiiigliiBsiino vacanze im panto iii profosisori, tn ctni 
giovani ohe pur troppo inanoaiio in gmu x>urtc ilollo oogiit/aoni procodiMiU, luni hi in nun tni 
racoli, Cio fiia dotlo in quanto alio loztoni gia futto, al tninpo gib trasooiuo. N(dl’ailnt(iii'(* pui 
i programmi alio matorie non aiioora (33i)oslo iiolla noimla, lio dnvnln ]n’ocodnr(5 aluiiiKuli ]uih(r 
iinperocoh6, non avoudo la nostra niiivoraita aloiiun aorta di onUmclario aoolaal.ico, i‘*SHondo 
io bone eaporto di liiUe lo vocchio abiiudini locali, non saproi faro uiia giuaia Hliiiia dollo b^zioni 
olio ci saranno pormesso x>riina clio mcominoino gli esami, Sul (piaU^ ]m)po.Hit(> io ni‘oro hnagl- 
nalo oho ooiivonisso interrogaro per iacdtto TAutoritn; ma V. S, non ai 6 c.oinpiaoinlii idapcui- 
dormi alirimonti clio col iarini diro da un bidollo, oojifiuitnsm il refjoJamvuto, Kirtpoata per nu^ 
inooinprondbilo, daccho, a quanto io sen il rogol anion to non nniorizzi vciiii giornl di viunuizii 
a natalo, no duo sottinuino a carnovnlo od al troll an to a pasqun, no in aoguito lo Ibrlo dolla iiui- 
donna di S. Luca o dollo rogazioni, o non 8o oho nltro, 

V, S. non mi roputorh, sporo, troppo indifloroto fl(% vodoinlonii da pih ainii prea'insa la 
via a faro in torn il inio dovoro o a dare ai mud aoolaid quoll’istruziono o1h‘ lo coiulizioui del inmtro 
l(nnx>() csigouo, miiovo hiinento per nn talo atato di coa{?, o oko dirlo, amiza riiliroiizo c(d 
cuoro in iiiauo, oho la giovontii goaorosa ina iuc‘ftp(3i'|.a o incanta ha biHogno <U ri<'ov(nt' waggi 
o non panroai consigdi, o d’oHsoro amnion it a dairAutorita, 11 Hspotto a lie loggi v la dilignnzn 
nogli studi essevo iiiuzzi a^Bolutamonlo nocesMari por divoniro buoni citladini in nn paof^o lil)iuo, 
II o ronoro di river ilia distinlamonto. 

Bologna, ID nxnilo 1805. 

Luigi (hiKMONA 

i3i g(>oin<a 1*111 rtii)iorjiu*rt iinllii !■» Uni vOKHilii. 
lll.ino Signor Prosido dolhi Pacoliii Atatomaiica} 

Bologna, 17 aprilo I ROD, 

Ho vieoviito una copia aiampata dolla T^elazione leiia ed a2)promia doJla /f'nroUfl 
tieu nelV aditnanm del 1 fehhmio 1800,. suUa coiivcnienm ed oppoHiinild, di vonsorvat'o e emnplo^ 
taro presso la IL Univert^ild di Bologna la Seiwla d^tpplimnone degli uigegneri. Ignoro ho (jiieata 
pubblicazione, avento carat ter o nfflcialo, sia stata autorizzaia dnlla Faot)ltA; {'crto o dm ia non 
fiii invitato a daro il mio voto in proposilo. Ala comunquo sfcia la coaa, siooomo hi Bchtsiwne 
6 stata diviilgata per lo stampe, mi voggo costrotto a deniuiziaro con pari pubblioita olui, iib 
lorquaiido fu disoussa qiiesfca faocenda fra uoi, io dissontii aiiertamonto, ooiuo diHsonlo Lutlova, 
dal maggior miiuoro do* mioi eolleglu, si rispotto all* opportunity dellu potiziom; cho m vnlova 
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di uiia monwria scioiitifuia. Ad '»» iliscopohi Hcmao (iiol 1871): . SousaK 

sciiza ccrimonic, ma lo faccio poniht! vi v()»lic hono o povchc clesidero chc nc 
zialo a Iraseuraro la forma, l^a forma, au ifaliana, accurala» cliiara, pu6 ra 
picgio di an lavoro soiontitioo o cortamcMito niolUplioa il numoro dci leltori 
vuo'l mica dire die si dobba casorc proliasi: no; im lavoro pub cssore cliiaro e 
auehe so contonga i soli onunciali; montro nn altro lavoro pub riusoire pesi 
iiilraiciato, inelegaiitc, audio so non vi sia oiuosaa aloniia dimostraziono. » 

Egli iiifatti pubblieb lavori dio si loggoiio soiiipro con voro godimonto in 
chcfanno ainaro g!i siiidi goomoLrici; o il ano iioiuo, onoro o vanto della i 
liinarril imperiluro iiolla storia della Oeoinolria, fra i sommi del siio tom 
pov la protondlta c riiiiporlaiiza dcllo sue rioorclu!, ina per la gonialitil d 
dolla forma, c por la ologaiito strutUira dollo sue pubblicay.ioni. 


TT' l^rsnmTl 


faro al Govorno, oomo anclio in ri^>iuir(lo alia dai coiicoLti ed alia voritil ^ 

in cainpo per avvaloraro la pctiKioiio iiKidoHiiuiu Dohbo iiiHoinina protosUiro olii 
cU coloro olio hamio appruvaia quoaiu JMacionf. 

Nolla qualo trovo ancho aRRoritn il Sij^. proL . Tj. . . . inKegna, coi 

COSO, la geomotria acsoriiiiva c lo ai)pli(!azioni di cshiu Kon disaunulo il mio aUi 
novolla; clio, so Tavessi aapiita priuui, gh\ avroi <?(mtalo di Bciogliorini dal grave 
pill anni mi 6 siaLo addossaLo, di dura lozioui della inodcsiina scioiiza^ liitLav 
ripnvaro in avvoniro; por la qiial cona ini rivoign Ei V. al!inoh6 la ITacoUii o la 
pclrino olio il Minisl-ro dolla p, i* rni osima dairiiiH<'giu«nonU> della goomcivia ih 
Lro il rillosso, lo mio faiicho ossoro in oio dlvonul.o iiniiili, ilacchd la Facoltii li 
olio vi provvodo abbastain^a T opera dol Hig, h. . . . 

ITo r onoro di rivorirla diflUutninoni.o. 

LUIUI (JltEMONA 

pvol. ol’fl* tli gdoiimh-lit 0*1 iiicnvioato ilollfi gomuotvia 


Eioordianio pnro oho, in occasiom^ di diiuirdini avvouuii alia XJnivoraiiifij tli Tit 
vodimonti sovori prosi dal IloUoro, ossondo (aivHa la vtieo olio q^iicsU avrobbo 
lo' dimissioni, Ciiemona Bcrisso al RoUoro HloHrto, oho oi augurava olio quoUa 
vora, perchd quelle dimissioni, di froiilo ai olamqri od alio impoBizioni della pis 
a lui nioule alLro clio la doflnitiva abdioa/iono di ogni poi-oBljl accadomioa (dallo j 
G, SiSMERARO in Onoraiime ciUlo (Cfr, nohi a i)ag‘. V). 
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Jmirndl fiiv die reint wid atigew(fndtc Mathematih', pi», I-1I19, 


, , , , lia ial Aariiua zai aolmn, daaa dioao Pljichon 
lor(«i» I’aai. olion ao loiipht, tnul PinliiaslkiU z,u bo- 
hinuloln aiiitl, ula <lio Flflcboii zwoiton 

QratloH, 

Stein im, 

{dicsefi douvnali B, LTII, p. IIW), 


Get (5crit, 6tant destine au concours publid on 1864 par I’Acaddmie royalo dos 
sciences de Berlin, pour le prix fondd par Steiner, contient la demonstration de hits 
les Ihdoremes dnoneds par ce grand gdombtre dans son Mdmoire Ueher die FUlchm 
dritten Grades (1856). On y trouvera, en outre de cola, tons ou pre.sque tons les rdsul- 
tats obtenus par d’autres matlidmaticiens qui ont traitd ce sujet; et I’auteur se flatte 
qu’on y remarquera aussi plusieiirs propridtds qui sent dues a ses propres recborches, 

Puis, attendu que la thdorie des surfaces du troisifeme ordre a son principal fonde- 
ment dans la thdorie gdndrale des surfaces d’ordro quelconque, au sujet de laquelle 
on ne connait aucun traitd gdomdtriquc; et que rexposition d’un grand noinbre do 
propridtds n’offre pas plus de facilitd pour les surfaces cubiques, que pour les surfaces 
d’ovdre quelconque; 1’ auteur a jugd convenable de coiumeucer par quclques chapitros 
relatifs a ces derni&res. Dans ccs premiers chapitros, il a disposd les thdor^ines fonda- 
mentaux touchant les surfaces polaires, les systemes do surfaces, les surfaces nodalos 
conjugudes *), etc. tout en se bornant d ce qui est susceptible d’etre appliqud aux 
surfaces du troisidme ordre. 

*) L’auteur s’est permia d'omployer loa mots Hessienne ot Steinerianne pour disUnguer outre 
elles les doux surfaces qu’on dovralt, d'apr^s Stbimbb, appolor conjxie/irle Kernflllchcn, Do 
tnSmo, il a appel6 simplcmenfc surface polaire d'un plan on d’uuo droitc, co quo Stbineui avnit 
nomine zweite Polare. Gotte dorni6re diction o,st, sans douto, pr6f6ral)ie en cas qu’on ait A con- 
sidArer ( pour les surfacos d’ordre plus 61ev6) toulo la s6rle des enveloppes polaires relatives 
aux points d’un lieu quelconque. 
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Ml^lMOrinO l)K (ll5()JlHh'KIE rUHE suit I.l.;s SHHMCES nil 'ritOISlitMH OBUltK. 


liOS ('.biipili'os anivantii (‘oiitioimenl,, outro rapplicalioii tics pi'incipos fti^iirtraux aiix 
siiiTiicflS *), IdS propi'ic'itoH si iioinbfeusus (pii (It! la ('.uinc.idtjiic.i! das 

ilonx «ui'fa<!(!s iiodnlus (ui iiiu* siuTart; unique (Ikssiame) d(! qiialrit'-nio ordrt!, (]tii ptis- 
stVlo (lix points doiiljkis (st dix di'oit(!8 (soiuinolH el. nn'iUis d’liii jxnitiunli'o Irtis-rtiimu'- 
(]«abl()), et doiifc loH peii its soul. (lonjnt^iu'S donx a dtuix: trou il anil, par ('.xeniiile iiiU! 
Iraiisfontiation do li[tni’os t'onnees par les droiles ol. les plana tpii paasent pav lui point 
double do la Ilossionnc. 

Kn siiile, on tvouvtira d’autroa ebapitros touohant lea inanitires diA’iiroiUtia d’l'ntton- 
(Iror line surface cnbitpui; le sysUiuu) doa vinftt-sept droiles, les arrangeincnls do (iollea-e.i; 
la Ri'ionn'iU'ie ties couvbea traedes siir line smlaco euliiiiuo (a I’liide do la rojirdstuilalion 
siir im plan); les syHlbnujs do surfaces do acceiul ordre <pii coiipeni la surface cubiinu' 
lo loiiti do troia coniqiics; les liyporboloidos qiii la roiioonlreiit auivanlsix droiles; Itis 
l.i'iodi'os conjuifues, otc. On lUmuo onfin la classifionlion dca snrfaeoa du troisiouio ordi'e 
(et do la (loitziiiino classe) on cinq espbeos, on (igurd i\ la rdnlitd dos vingt-sopt droiles. 
Dans cc doniior clmpilro on trouvora aussi lo luoyon do coustruiro toutes les e.iiui espiV 
008 , auquol effet on se sort do la discussion (quo nous croyons iiouvollo) dos ens dille- 
rcnt8 otVerls par riiilersoetion do deux surfaces do second ordro. 

l*ar rospect aux souliaits do rAcaddinio, on anrait tlA consacror dcs rechorc,heH 
exju'essos a la courbo gnnclio du iicnviAmo ordre, qii’oii obtioni par riulerscc.lion do 
deux Burfaecs euliiques. Mais, en proniior liou, il a paru a rautour quo la geonidtrie 
pure ne soil ]»as oiicoro pvdpiirde convonabloment ii ties spdculaUoiis truuo si Riaiulo 
dilllculte; el secondenu'iit, lo temps lui a inanqud, non soulemoiit pour so vonor a ee-s 
rocliorcbes, itiais ansai pour d(5Yolopper davaulage certains nni.rcs arguments"'*), ot pour 
rcmdtlicr aux graves iiiiporfeetioiis dont so rosscnl co travail, a cause do sa rddactiou 
priicipiWo. ICn ddfiuit tVimo vtiritablo tliAorio do cos courbes du neuvieine ordre, Tau- 
teur prdsento {chaiutrc 8") lYiuimidralion dos courbos gauehes qui rdsultoiit do rintor- 
soelion d’uuo surface cubitpie avoc, uno surface du second on du troisiemo ordro, ot 
r indication du lU’oedtld trcs-siiupto pour dtudier cos courbes dans lours reprdsonlatioiis 
siir un plan. A la c.ousidui’ation do cola et dos contributions apporttios a tl’aulres jioiuts 
do la tlieoi’ie, Pautour use so prouiettro I’indiilgonco de rAcaddinio. 

Il lions re.sto a parlor de I’iiistriimeiit do rechcrebo, avec loquol co travail a dtd 
conduit. Obdissant mix pi'cscriptious do rAcaddinie ot lionroux d’ailleur.s do pouvoir 
siiivro son propre penchant, rautour s’esl sorvi oxclnslveuiont do la gtSomdU'io pure, 

t)n dnit ontoiidve la sui-faco eiibi«|UO ffiWrale, sans poinis tnulliples. A canao do I'oxlcu- 
sioii ot <Ui I'tinpoi'tnnco dcs matiArcs traittos, lo temps nous a faltdftfaul. pour nous occuper 
(uiH-ai dcB mivfncoa cnbitpios d’uiio classo iiittrlouro a la douKltimo! co quo, du veslo, rAcadfimlo 
.somblc n 'avoir pas voulu doTuandor. 

■*■') Var ox. la Ihtsorio doa Bui'faco.<5 qu’ou poiUTait appolev covarlantes (art. GO ot suiv,). 
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(pout-fitro impropvement) syntlidtiquc; ot il se flatte qu’on jngera quo le procfSd^ 
)rmo ot. fiu'.ilo, qu’il a suivi dans tout lo corn's do cet dci’it, ventre dans I’espvit 
i!s nidthodos puissantes et liuniiieuses qui ont valu h Steiner la ddcouverte d’uii si 
(1 nombve do proprietds tres-iinpovtaiites, propridtds que ce cdlfebre sphinx gdomd- 
10 a Idgudos ii sos snecesseurs, cominc autant d’duigmes a ddchiffrer. 

V eo pi'opos, rnuteuv ddclarc qu’il auvait cm manquor a la probit6 scientiflque, 
so fftt bnrnd il ddmontror gdoindtriquenient les thdorbnies do Steiner, en supposant 
luos (d, dduiontrdes lea proprietda sur lesquclles ces thdoveines sent natiirellement 
Ids. Tj’autcnv a consd de son strict devoir de s’appuyer seulement sur co qui avait 
ddniontrd par la y/'oniclrie pure; et dbs lors, il a adniis, par exemple, comme dtant 
utos, la thdorio dcs courbes planes, la gdndration dos courbes polaircs qui demeure 
idine pour les surfaces polaires, les forinules de M. Pi.Ooker qui expriment les rela- 
s entro les caraetdristiques dcs courbes planes (car ces forinules ont dtd ddmontrdes 
ndtri(|iuiniont autre part), les forinules que M. Cayley a ddduites sans calcul de 
os do M. PlOckkr ot qui dtablissent dos relations entre les caraetdristiques d’une 
fbo gauche, etc. An contrairo, d’autres pro))ri6tds (par exemple celles, si impor- 
tes ot fdcoiules, dos chapitres 2® ot 3®), qu’on connaissait aeulenient sous la forme 
Iciitilds algdbriquos, se trouvent ici ddmontrdes par la synthdse, afin qu’elles servent 
uilo de huso au ddvoloppeinent des tlidorcmes qui sont le vdritable sujet de ce 
mil. Do sorto que, quoiqu’en grande partie ces propridtds ne soient pas dnonedes 
pour la premiere fois, ndanmoins elles paraitront nouvelles par leur traitcraent 
mdtriiiuo. 

Dll resto, e’est ii rAcaddmio do jugor jusqu’a quel point Tauteur a mis du nouveau 
du sien propro dans co Mdmoiro. Ainsi, par respect a ce jugement, s’est-il abstenu 
citations frdquentes; et il so borne il ddclarcr ici qu’outre le Mdmoire de Steiner 
jot du concours) ct les ouvrages d’ai'gument gdndral des MM. Ciiasles, Hesse, >Ton- 
Eres etc., il a consuUd les dcrits suivants qui traitent particuliereraent des surfaces 
troisidino ordro: 

YiiBY, On the triple tangent planes of surfaces of the third order (Cambridge and Du- 
blin Math. Journal, IV. 1843). 

.MON, On the triple tangent planes to a surface of the third order (ibidem). 
.vESTRR, On elimination^ transformation and canonical forms (Carab. and Dub. Math. 
Journal, VI, 1851). 

iSSE, Uebor die Doppeltangenten dor Gurven vierter Ordnung (dieses Journal, XLIX. 
1854).| [»1 

ASBJIANN, Die slereonielrischeu Gleichungen dritten Grades und die dadiireh er 0 euglen 
Oberfliichen (dieses Journal, XLIX. 1854). 



Ui OTl filiOMKTRlK I’lJUK ,SUU MS SUIir'ACRS DU TUdlRliiME ORDIIE. 


no ad iilcAinc propriHti (Idle Hiqier/ieie del lerzo online (Anuali di sr.it'iizo 
Tioina 

iftonipt fo defemine the twenlfj-eemi lines upon a swf(ico of the. third 
Quarterly Toiirii. of Math. II. IfifiS). 

I’hcorie der (ihjebraischen Fliirhen (dioses Joiiniul, IjVIII. 

"imisformalion der homofjenen Fnndioncn driller Onlnmuj mil mer Tr- 
. (ibidem). 

idornarij r, nines (Pliilosopli. Trunsaetions, 1860). 

die Knolenpunkte der iTesseseken Ftiichc, inshesondere bvi Oher/luehen 
lum/ (dieses Jounml, LIX. iK(il), 

tullu Irasfornmsione (jconiclrica (Idle (itjure ed in pariicolare stiUa lr((Nfor- 
•rbolica (Moiuorio doU’Aceacl. di 'I'oi’iiio, 1862). 

'sUioncs de superfickbas teriii ordinis (Dissort. iiiiutj,'. Ih'.volini IHd*.!). 
hmeis der til fimtde.n attf der iilhjemeincn Oberlh'iclic driller Ordnuiuj 
nial, LXJt. 18(j;j)> 

Theorir (hr (dgrbraischen Ftiichen (diosos Jour., LXIir. 18(11!). 

he dislrihution of surfaces of the third order hiio species do. (I’hilosopli, 

863). 

iic (/eonictrp of Ihree dimensions, 2^ od. (Dublin 1865). 

it. Los notes renfornn’ses dnus Ioh cmcliots eaiT/!H [ | out ftli’i aJoutnoH on Jnu- 


CtiAori'uw J’hkmikh. 

iii’l'iuHW itoliiivos imr rtipporl ii u«« surCaco foiidanieulnie 
d’ord re (luelceiKiiie. 

oils Hiie surface fondamenlale quelcomiue, d’ordre n. Uii iioiiit, |H’is arlii 
^ rcspaco, .sera Ic polo do n — 1 surfaces polaims, doiil la proinioro est 
1, la douxieiuc do I’ordro n~2, ... et la doriiicre est iiii plan, 
oils la definition do cos polaires, do iiidiuo (|uo la ddiuou.slratiou do 
idtds qui suiveiit, car nous n’anrions (lu’a reprodnire ce qul a (Ud ddja 
’iquoniniit pour los courbes planes '). 


x. la 'il'oj’ia i7eoni. dalle aiirve piano do Crkmona (Hologiia 1862 ). [(iiuwto Oporo 
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De plus, iiotre but n’6taiit autro chose quo Tap plication do cos pi’opri6t6s gondralcs 
aux surfaces du troisi6me ordre, nous traiterons prosque exclusivement do la promiero 
ct do la derniere polaire. 

2. Si la polaire d’un j)oint o passe par un point o', la (« — r)'"'*’ polaire de o' 
passo par o. Done, par trois points donii6s arbitraireniont dans I’espace il passo une 
seule preinibre polaire, dont le pole est 1’ intersection des plans polaires des points 
donnds. G’est-a-dire que les preinibres polaires de tons les points de I'espace forment 
iin systhnie lineaire 

Les premieres polaires qui passent par un meme point donnd out {n — If points 
cominuns et forment un rdseau; leiirs poles sent dans un plan (le plan polaire du point 
donnd). 

Les promibres polaires qui pnssent par deux memes points donnds forment un fai- 
sceau, dont la base est une courbe gauche de I’ordre («— If; lours poles sent dans 
une droito (1’ intersection des plans polaires des points donnds). 

3. Les plans qui passent par un point donne ont leui's polos dans la premiere 
polaire do ce point. Les plans qui passont par uno droite ont leurs poles dans la courbe 
gauche d’ordre (« — 1)*, commune aux promibres polaires de deux points quelconques 
de la droite Un plan a (« — If poles: ce sent les intersections des preraibres po- 
laires de trois points quelconques du plan. 

4. Le plan polaire d’un point quolconque par rapport a la surface fondamontalo est 
le plan polaire do ce point par rapport aux autres surfaces polaires du mbme pole. 

B. Si le pole se trouve sur la surface fondamontalo, toutes les polaires passent par 
le polo et sont taugeutos, en ce point, a cotto surface. Le plan polaire coupe la polaire 
du second ordre (quadrique polaire) suivant deux droites qui sont osculatrices aii pole, 
i\ la surface fondamentale et aux autres surfaces polaires; e’est-tVdire qu’au pole, los 
coniques indicatrices de la surface fondamentale et des surfaces polaires ont les mCmes 
asymptotes. Si ces asymptotes coincident ensemble, la quadriquo polaire devient nbees- 
sairemont un cone; le pole est, dans co cas, un point paraboliqae pour la surface fonda- 
montale (et pour les autres surfaces polaires). 


■'■) On notnme rdseau do surfaces uu assemblage do surfaces du mdtno ordro, tel qu’il n’on 
passo qu’unc soulo par doux points quelconquos donnOs. Parmi los surfaces d'un rdseau, toutes 
eollos qui passent par un memo point dound forment un faiscoau. 

Dos surfaces du memo ordre forment un spstime Unduire quand il n’en passe qu’une par 
trois points quelconques dounds. Toutes los surfaces d'un sysldme lindairc qui passent par un 
mOmo point forment nn rdseau; toutes cellos qui passent par deux memos points forment un 
faiscoau. [Voir Ciibmona, Prelimimt'i di xma leoria geometnea della sxiperftcie, 42, Bologna 
1866.] (Quosto Opere, n. 70 (t. 2,«) ], 

*^) Nous dounons a cotto courbe gauche le uom de coux'be polaire de la droite donnde. 
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MKMOIfIK IIB UliOMlh’KIK t’liUH SlflJ I, US SUlirAtJI'S HU I'liOIMI Mi: iilili|II'. 


ft. Los points <lo oontaot (!<* hi surCiN-o Ibmlamonliilo iivi-c los ilroilc.i laii!!i«iilfs i.s .n,- 
d’lm point (|uokoii(|ii(i <i, .soiU, Ics poiiils do In niiiriM' li’imln' nin I), iiili-i;ii>.'l uii j 
ilo la siii'fnco ovoo la protniiirii poliiiro do o, Ibnio In oi.isso do la ;Miilao(> tinidiUDoiitiili*. 
c’ost-iHliro Ic iioiuliro dos plans tiiii«i'nl.H i|iii passoiil. piif di'ii\ poiiils o, </, osl ii{i/ | ( : 
Cl! nombi'o dtant ooiiii (lo.s |)()iiil.s (loiiiiiiiiii.s u In Miirl'an' I'oiidainotilulo o» !in\ picinin, , 
polaires do <y. On volt imcori! ipK! In classo d’lino socl.itm piano do la Mirlnoo IdihI.i 
montalo, ou, co (jiii oat la imbiiii idioso, Tordn) tin oniio oirnni.sonl |lo aininnol otant 
mi point qiiolconquo o) ost «(»---• I). 

7. Si r? est 111! point do la sin'l'iioo fmidiimoiiliilo, oi'Uo Kiirl'aoo ot la prouiioro polaiu' 

do 0 so toiiclioiit on oo point; d’on il suit (|iinosoia iiii poiid doiililo piutr la <atiiilii' 
d'oi‘dn!H(« — 1), iiitovsoction do <;os doux niirrnco.s (li). Lo omio oimniaoriL ilr> soiniiioj 
0, so dt!(!oinp<>.s<‘, dans co cits, dans iin onno d'ordm )t(ii 1) ;! cl diina lo plan pnlaiif 

do o; ot 00 plan, dtant tiiipfonl. u oo cono lo loiip; dos lioii.x dmitoa ot.oiilati ioi'.a u In 
surface on o, conpora lo nidiiio ootio siiivant «()/ 1) H d (a ! ;i) anlii''. 

droitos. irs (h'oitrs t/ii'f soiif limiiouii'H iV Ut surf'itcf foitiltuiiiiihilf m kii /ninit ihunx', 

il >1 f'H u f/owc («-|'2)(» — 15) qui lit ioiwfii'nl ilr iwiimui ui/liins. 

8. Si lino dniito inondo jiar iiii point ((iiolroiuiiio a do ro.Hjiaoo oat o'loulalrioi' a la 

sni'faoo foiidaimMitnlo on im do si's points, lo jioiiit do onnlnol appiirliont dvidoiiiinoiil 
ala preiniot'p ot il la (loiixioiiio polairo do o, Ooiio !<• nomtur ili's th.iilf'i ii;,ruliilittr;: if in 
passeni finr nn poini iiuvk.(ini(W. tin Vruixutr. o.s7 «(u I}(h' It). 

Le cono cimiuscrifc, do somiiiot o, ipti ost do roi'dro n(u 1) ot do la oliisso ii(ii I 
a done «(« — !)(«— 2) adiidratrioo.s slntioamiiros. D’lipros Ioh rnrmiiion nuiiiiio.s do M. 
Pi.OcKKtt, cfi cono annv on ontroi 

^r(»— l)(»— 2){jj— 5!) K^ndi'iilrioos doiililoa; i) y a dour, or itiwilm' tk (Hitiin/ks 

doubles ^u’on peid iiiiwr par 0 i) la surfai'o iloiotrr ; A ii {>i !)(« 2) )diiiis tnipp'iils 

stationnairos; c ost-u-diro ipio tin uoiuhri: esl In elusse ile hi ih'i’i'loppiihh' foyiiu't' put' 
les plans skttionwiircs (ijiti loiiolioiit la Hiu'faoo dnnndo unx poiiils piu'ii}iiilii|iio.s (I’pj); 

et 2 «(« •])(« 2)(h''— -? r-|- « - 12j jiliiiis laii/.p!nt.s doiililos; o’ost'U-iliro iiiio or 

nomhre esi laclussctk i'mvdoppe ilrsphms liitmijniis (ipii toiicliont la sitidiico ilimtit-o 
on deux points distinots). 

litU snpp(),saiil In snrfaoo fondniiionlnlo sans lip'no.s iiiiiltipli's, iiiio. ipiidroiiipio do .si*s 
sections pianos sora do 1 ordro », do la oiusso »(« — 1), Haius poiniH nudl.iiik’s, ot imv 

suite elle ania i5»(«— 2) poiiifs d’inlloxion ot -il) liumontoH lUmhlon; il .v 

a done, dans un plan (inoloomiuo, cos uoiiibios do tlroilos oscnlntviww ot do dvoitim 
bitangentes a la surface (lonn(3o. 
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9. Hi la surface foiulauieiitalc a uii point innltiplo t», doiit. )• soit lu (logn'- rte nmlti- 
plicit^, CO incine point sora multiple siiivaiit r — I iioiir la pnmucro polaire (run point 
quolconquo: ct par consdquont la classe de la surface domuie en sera diminuec de 
»•()•— 1)” unites. 

Le inonio point o sera multiple suivant )• pour toules les siirfactis polaires do o; 
d’ou il suit quo la polaire {n sera un cone d’ordre r, et les polaires d’ordro 

inoins 61ev(i seront indeteriuimios. 

Si la surface fondamoiitale iiossede imc ligtie multiple suivant la proinierc polaire 
d’lin point quelconque jiasse r — 1 fois par cottc lisne, Dans notre but, nou.s n’avons 
pas bosoin de nous arrfiter a chercher riniluenco d’unc liguc multiple siir la classe 
do la surface denude. 

Nous nous bornons a observer quo, si la .surface doiindo est le systfuiie d’un plan 

et d’une autre surface, et quo le pole soit pris dans ce plan, la premiere polaire .sera 

composee du memo plan et de la preinifsro polaire relative a la deuxiemo surface. 

10. Les polaires du memo ordro par rapport aux surfaces (run faiscoau, le imle 
etaut un point fixe, formont un autre faisceau <iui est lu'ojectif au premier. De memo, 
si au lieu d’un faisceau, on a un rdsoau ou un systbme lindnire, les promiero.s polaires 
d’uu point fixe formeut un rdseau ou un systbme lindairo, rospoetivoment. 

Si par la courbe d’ intersection de deux surfaces d’ordro n, ou pent fairo passer 

un cone du lueme ordro, le sommet do co cone aura los mOtnos polaires par rapjiort 

aux deux surfaces. 

11. Soit F„ la surface fondanicntalo donndo;o,o deux points (pmleonqucs; lo.s 
premieres polaires do o, o' par rapport a F,,; P,,,,. la premiere polaire de o par rapport 
a P„.; et P„.„ la premibre polaire de o' par rapport it P„. Nous allons ddmontrer quo 
Po(,' et P(,.(, no sont qu’uiio seule et meme surface d’ordro n — 2. 

Soit E un plan mene arbitraircinent par o'; et K„ le cone dont o ost lo sommet, 
et la courbe {EF„) est la diroctrice. D’aprbs un llidordmo connu Oi les surfaces F,„ 
secouperont suivant uno autre courbe sitiuic siir uno surface F,,_. d’ordre » — 1 
La surface donnde appartiont au faisceau ddtormino par lo cone K„ et par lo lieu com- 
pose EF.,_,; done (10) la polaire P„. appartiondra au faiscoau ddtermind par le cone 
N„_i, polaire de o' par rapport a K,„ et par le lieu coinposd EF„_8, on F„_s soit In 
preuiiere polaire do o' par rapport ft F..-,; car (9) ce lieti composd est la premibre 


’') Oil salt que par la courbe comimiiio it cloux surfacoa d’ordro n il paase un iioinbvo iiiftni 
do surfaces du luoino ordro. Par consequent, si doux aurfftcos d'ordro » pasaout par uue courbe 
d’ordre nr (r<n) situdo dans uno surface d’ordro r, cllos sc couporont on outre suivant uno 
autre courbe d’ordre n(n — »•)) 3itu6e dans uno surface d’ordro n-~r. 
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polaire de o' par rapiiorl an liou |. Or lu iiohiin’. l’„„. ro'iiic.idn 00) aver, la pi'o- 
inici'e potaii'e de o par rapixirt aKF„-j, dour olio pasaora par la oimrl )0 d’iuU!r.su(;t.inn 
do la anrfnco a avoc lo plan K (P). 

Piiisqiie la surface F„ passe pur la roiirbo (K„,K1'’,. i), la polairo P„ coiuciclora avta-. 
ia polairo do o par rapport au liou MK,, , (10), ot passora coiisdiiueiunH'iit (P) pur lii 
coiirbe (Kl'Vi). Done la surface l’„.„ passo liar la oourbo polairo do o' jiar rapport 
au liou 0. a. d. par la courbo (101'’,. -s). 

On conclut d’ici quo tout plan 10 mend par o' coupe ios polaiim i’„„. ot l’„.« suivaiit. 
une souk) ot mdmo courbo d’ordro (n — 2). Done cos snifnces coiimtlont on une sonlo 
et memo surface, quo nous appolloroiis deuxmnc imlairc mixte dcs ijohiis oo'. 

II ost tres-facilo niainlonniit do passer a un tlniorbiuo plus gdudral, relatif anx po- 
laires d'un ordre qiiclconquo. 

12. Dos tbdoreinos (11), (2) on tiro sans peine cot autre enoiicd: iSV la premibr. 
polairo d'mi point a? par rappmi a la prumiorc polairo d'nn. aidrc point o passe par mt 
troisieme point o', la premiere polairc de x par rapport u la {n — 2) ’" polairo de o‘ pas- 
sera par 0 . 

Et do inoino un theoreinc analogue pour los polaires d’ordre ((uolconque. 

13. SI la promidi'B polaire do o a un point double o', la premidro polairo tl’im 
point quolcoiiquo x par rapport ii la premioro polairo do o passora (P) par o', ot par 
consequent (12) la preinidvo polairo do x par rapport a la qnadri{iiio polairo do o' 
passora par o. De plus, piiisquo la deuxlbine polairo de o passe i)ar o', 11 on suit quo o 
est situd duns la ipiadriquo polairo do o' (2). Done, o est un point double pour la quadri- 
quo polaire do o'; c’o.st-a-diro quo la qiuulrique polairo do o' osL un cono do soimucL o. 

AnalogucmuuL, si la surface r'"'" polairo de o a un point double o', la surfaoo 
{n — r- — 1)'"“' polaire de o' a un point doidtle en o. 

id. Si lo pole parcourt uno droito R, do quelle classc est la ddvelopi)ablo enve- 
loppeo par lo plan polaire? Los plans passant par un point arl)iti’airo i out lours polos 
dans la promibro polairo do ce point; cetto surface rcncontro R eu n — I points; I’on- 
voloppo cborehde est done do la classo n — 1”’). Nous donnerons a cotte surface la 
ddiiommation de dhcloppable polaire do la droito R ■“*). 

Los plans tangents do la developpable qui passent par un point i sent los plans 
polaires dos 1 points oil 11 ost coupde par la promibro polairo do i; done, si cetto 


*■) Si la .“Hirfaco fontlamonlale a nii point o mnltiplo salvaiit r, co point ost multiplo suivaiit 
r — 1 pour la promibro polair-o (I’lin pole quolconquo (U); cl’oii 11 suit quo, si It passe par o, 
I’envclopiie dos plans polaires sora do la classo n — r, 

Ou ddraontro parolllomeiit quo la cldvoloppablo polaire d’uuo courbo d’ordro m est do 
la olasse «i(m— 1). 
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)olaire est tangente il R, lo point i ai)])artienl ii la d6veR()ppable, O’est-a-dirc quo 

La dcveloppaUe emelopp/;e par les 2)lans polnires dcs points d'line droite est le lien 
les poles des premieres polaires tangentes u cettc droite. 

Chacuno des droifces gdudratriccs do la ddveloppablo ost lo lien dos poles dont les 
jremieres polaires toiiclicnt R au ludme point. Parmi cea iirenuk’cs polaires il y en 
lura uno, laquelle sera osciildo par R; lo polo de cotte polnire a[)partieut done aussi 
I. la gdndratrico infiniment voisine. Co qui revient a diro quo la coitrhe cuspidale de la 
Uveloppable est le lieu d’nn point dont la premidre polnire est oscnlee par R. De moine, 
a courhe nodale de la dheloppahle sera le lieu d’tm point dont la premiere polnire a tin 
loulle contact aveo R. 

On pent trfes-faoilement ddtorininor I’ordro do la ddveloppablo polaire et do ses 
;oui’bes singulibros, Los points d’uno droito arbitrairo soul los polos d’un faisceau do 
)remi6ros polaires; dans co faisoonH il y on a 2(» — 2) tangontos ii R; done ce nonibre 
st I’ordre de la developpable. Un pla)i qiiolcouquo inoud par R coupe los proinidres 
lolaires de ses points snivant nn rdsenu de courbos d’ordro n — 1; dans co rdsoau il 
a 3(h— 3) courbos osculdos par R, ot 2{n — 3)(« — 4) courbos touclides par R on doiix 
)oints distincts; par consdqnont, fa courhe cuspidate est de Vordre ;}(» — 3), et la coiirbe 
wdale est de Vordre 2{n — .'!)(« — 4). 

D’aprds les relations connnos outre les caraetdristiquos d’une ddvoloppablc on 
rouve que la courbo cuspidale a A{n — 4) ))oints stalioniiairoa, c’ost-ii-diro qu’il y a autant 
lo points dont los premieres i)Olairos out un contact dn troisibmo ordro avec R; otc. 

15. Considdrons la surface onvcloppde par ios plans polaires des points d’uno surface 
lonnde S,„ d’ordre m. Los plans polaires qui passent par 'uno droitc! arbitrairo ont 
ours polos (3) dans uno courbo do rordre (»— l)®;donc ronvoioppo clicrchdc ost do 
a classe m{n — ^)^ Los plans tangents qu’on pout menor par uno droito quolcoiiquo 
, cette surface, quo nous ddsigiiorons par K, sont los plans polaires dos intersections 
le la surface doimeo S,,. avee la courbo d’ordro {u — 1)“ corro.spondanto d cotte droito; 
lone cette droito sora tangente d, K, si la courbo corresjiondante toiiclio 8,,,, Par coiisd- 
|ucnt, si tleiix droiLss, so coupant on uu point i, corrospotulont t\ doux courbes cl’ordro 
a— 1)’* tangontes a S,» Jen uu nidme point j f'‘|, lo point i ajjpartiendrn li K. Or, cos 
leux courbes, d’apros lour ddfinitiou (3), sont situdes sur la proinidro jiolaire de i; done 
a surface K est le lieu d’un point dont la premihre polaira est tangente it S,„. 

Si »» = 1, K ost I’onvoloppo des plans polaires dos points d’un plan donnd K et en 
idmo temps lo lieu dos poles des promidros polaires taugcti(,os it co plan. Oetle surface, 
h la classe {n — 1)', ost do Vordre {){« — 2f; en olTot, los ])ronii(!r08 i)olairos dcs points 


*) [Voir la Teoria gcomatrica ihlle super ficle ddjiV cltfio, 10-12.] 
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rbiti'aire sont couples par E siiivant un faiscean de coiirbes de rordro 
ce ftiisceau il y a 3(»— 2)' courbes avec point double, 
res polaires des points d’un plan qiielconque coupent E suivant un ro.seau 

3 

[Ire H— 1; or, on suit que dans un tel rfeeau il y a (?«— 2 )(k— 3)(3w'— 9n— 5) 

eux points doubles, et 12(«-~2){« — 3) courbes avec im point station- 
ce K possede done una courbe nodale et unc coitrbe cusindale, dont ces 
iient les ordres. 

qui pr^c^ide, si la premiere polairo d’un point i toiichc le plan E an 
)queraent le plan polairo de »' est tangent a K cn i, Soit i' un point 
in E ot a la surface fondameiitale ; le plan polairo de i' sera tangent en 
ce et en i a K ; done la surface K est inscritc duns la developpahle qui 
d la surface fondameiitale le lonrf de sa section pur le idem E. 

II (8) que le lieu des poles des plans passant par uue droite est inie 
I’ordre (n — 1)-. On pent do lueme deniandov le lieu des poles des plans 
surface qiielconque de la classo m. 

e donude est developpable, elle aura m(n — 1)* plans tangents coinnums 
de classe (» — 1)®, enveloppe des plans polaires des points d’un plan 
5); et dfes lors, ce plan E contiendra autant de points du lion demandd. 
? poles des plans tangents d’une developpable (le la classe m est line courbe 
n{n — 1)®. 

} donnee n’est pas developpable, elle aura m{n — 1) plans tangents 
a developpable de classe n — 1 fonniie par les plan.? polaires des points 
Icoiiqne R (14); d’ou il r6sulte qu’iine droite quelconquo contient vt{n — 1) 
!iuaud6. Ainsi le lieu des poles des plans tangents d’line surface qiielconque 
1 st ime aiiire surface d’ordre m{n — 1). 

Chapitre DEDXrfiMB. 

Systfeines do surfaces d’ordro quolconque. 

i donne deux faisceaiix projectifs de surfaces cl’ordre et Ui respecti- 
la courbe d’iniersection de deux surfaces correspondantes est une surface 
qui passe par les courbes d’ordre wf et n], bases des faisceaiix donnes, 
qiielconque de la premiere base, la surface d’ordre «i-|-ji 2 est toucliee 
’ordre Ki, qui correspond a la surface d’ordre Wj passant par ce i)oint. 
)nii6s trois faisceaiix projectifs de surfaces d’ordro Hi, Ms, Wsi’esp. Les 
aisceaux eiigendront (17) une surface d’ordre ni-l-nn', de ineine, le 
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jii'emier et le troisieino faiscoau donncnt nne surface (roi'ilre «, -|-« 3 . Cos deux surfaces 
passeut par la courbe d’ordro «?, base du prcuiier faisceau, et par suite olios se coiipe- 
I'ont suivaiit iiiie autre courbe d’ordre -{- 9 ( 3 ) — 91 ,, qui passe evidciinnent 

par les 9 ! 5 (} 22 -l- 99 j) points ou la base dii premier faisceau rencontre la surface engendrbe 
par les deux autres faisceaux, etc. Done 

Le lieu des iwintn ou se coupent trois surfaces correspondmks ile trois faisceaux pro- 
jectifs iVordre 99,, Ui, cst une courbe gauche d’ordre ni'>h-\-‘ih'iiy-\-nxni, qui a 99?(993-f-9!3) 
points coiiimins avec la base du iwomier faisceau, etc. 

19. Solent donnds quatre faisceaux projcctifs do surfaces d’ordre 99 , , 992 , 993 , 99 < resp. 
Le troisieme et Ic quatribme faiscoau engoiulrent (17) une surface d’ordro 99 ,, -|- 99 i qui 
passe park base du troisieme faisceau eta par suite 993 ( 991 - 1 - 992 ) points coinmums avec la 
courbe d’ordre 992993 - 4 - 993991 -|-99i?9» ongendreo (18) par les premiers trois faisceaux. Done, 
cette courbe et cetto surface se couperont eii (993-|-994)(99299;,-l-9939ii-l~99,992)“-993(99i-|-992) 
autres points, e’est-a-dire quo 

II y a 99299399.,-f-99,99399,-f-99i99299i-l-99i992993 dOilt ChacUll CSt (509999999(99 (( quaWo 

surfaces correspondanies de quatre faisceaux projectifs d'ordre 991 , 992 , 993 , 99 ,. 

20. Dans un faisceau de surfaces d’ordre 99, combien il y en a qui soient doudos d’un 
point double? Prenons quatre points arbitrairement dans I’espace; lours premieres 
polaires formeront (10) quatre faisceaux projectifs d’ordre 99 — 1. Si une dos surfaces 
doimdes aun point double, la premiere polaire d’un polo quelconque passe par cc point; 
et par consequent les points doubles sent los points de I’ospace par lesquels passont 
quatre surfaces correspondantes des quatre faisceaux do polaires. Le nombre des surfaces 
du faisceau donne, qui ont un point double, est done (19) 4 ( 99 — 1)\ 

21. On deinande le lieu des poles d’un plan par rapport aux surfaces d’ordre n d’un 
faisceau. Soient a, b, c trois points pris arbitrairement dans le plan dound; si x est le 
pole du plan abo, rdciproquement (2) les premieres polaires de a, b, e passent par m. 
Or, les premieres polaires de a, b, c forment trois faisceaux projectifs d’ordre n — 1; Ic 
lieu clierchd est done (18) une courbe gauche d’ordre 8(99 — 1)*, qui passe par les 4 ( 99 — 1)’ 
points doubles (20) du faisceau donne. 

22. Soient donnds deux r(dseaux projectifs de surfaces d’ordre 99,, 992 ;un faisceau 
quelconque, compris dans le premier rdscau, et le faisceau, qui lui correspond dans 
I'autre rdseau, engendrent une surface 4> d’ordre 99i-l-992. Les surfaces <b formont 
ellcs-m6mes un rtiseau. Soient, en effet, o et b deux points arbitraires dans I’ospace. 
Par a passent deux surfaces correspondantes R, R' des deux rdseaiix; et de mfeme, 
deux autres surfaces correspondantes Q, Q' passent par b. Les surfaces (R, Q), (R', Q') 
ddtermiuent deux faisceaux projectifs, a I’aide desquols on peut engendrer la surface ‘I>,: 
la seule qui passe par a et b. 
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Hoit 1‘, I’' ulu) a«tro couplt! do Hin-ruocs corrospondaiitos dos dciix rdsoaiix, (jui 
ti’iiiiptirUounoid pns riiHp. mix fttisiKMuix (UQ), (ll.'Q'). Los faisccaux (ril), (P’R') 
droi-DiiL uno luilro aui-lmio ‘l>a; ol, do iiioino los liuscoaux (QP), (Q'P') uno troiaiiiiun 
Hurfaco Iios HiirrmxsH <1*,, d'a |mas(Ril par lii courlio llll' d’ordro nt«a; oHoR oiU dotu' 
mm aiUi'O oourlm ooitinmiio, do I’ovdro («, Un point, quclconquo do ('(U.to 
ooitrlo!, oonsiddn'i ooniino Hit-m'i Hur <l‘,, ghI ooinmiiii a doiix Hurfac-es cono»pondaii|.i>H 
K, H' tlo« 1'aisc.oaux (UQ), (U'(i'); <'t hi niAmo point,, oonsiddrd oomino sitiiA aur <l>„, 
iiliparUoiit, mmni e\ doiix aiirraooa coiieapoiulaulos T, T' doa faiaooaux (PIl), (P'R'). 1 ,(ih 
doux i'liiaoomix (Pti), (Ty), upparloiiuiiL it iin moino rdsoau, out, imc surfaco oomniuno tT. 

A Impmllo ooiTospoiidvu, dans I’aiilro vi'acau, utio siirfaco U' oonummo aux raiacoaux 
(P'(i’), ('r'H'); d’ou il anil, ([no lout, point do la ooiirbo d’ordro «{ | savoir l,ouf 

point, ooniuniu anx auvrucos fi, S', T, 'i'*, cst, un jioint, oomiiiuii aux baaos dos falaooanx 
('I’K), ('r'H'), ol, par tuniai'iiiuonl il oal, oomnuin aux surfacoa U, U', Done, coLlo couvltr 
(I’ordru iq i uH | ooinnuino mix snrl'acoa d>,,<l»B, oat ailiido auasi sur d*.,, , ol pout, 
nti'o roniirddo column biiHo du rdaonn doa surfacos <1‘. (Oo rdaoau osl ddteriuiiiA par Icm 
U'oia HiirfacuR d'l, d»,, <l‘;„ loaquollna n’apparticmiont pas au moino faiscoau, car <!»;, iiti 
coutioiil, pua la couvbo UU’). 

('oncliiona done quo Ics surfacen d'onlrc sur leRgmllcs sonl sikuics Ics courhes 

U'hdrrmliou (irs surfaceit cormimuhinlcs iic ilciw rt'seatix imjccUfs (Voydre n,, n^t, for- 
ment un rrnmu til pnssrnt tonks juir vno mrme courhc {lauohodc Vordre «i-|-5iM 

Doux Hm’lacoH P, Q ilu promiov lYwcau doiind so roucoiitroiit suivant uno comdu! 
d’ovdro A laqiiollo oorroapoud uno conrbo P'Q' d’ordro dans I’autro rAseaii. (N*m 
(I nux cotu’ltoa, on Kdiidi'iil, no so conpoiil jiaa; luais pour oollos qui so coupont, loa poiiitM 
(I'iuUu’Hocliou appavliounoiil dvulomuioul A la courbo d’ovdro AuUm- 

mmil; otimfuc poini de ecUr. courhe esl mnmun anx lasea do deux faisccaux con'CA^mii - 
dnnls, an lion quo par iiu point arbitrairo do I’espaco no pnsso plus qn’uno coupio du 
HUi'l'acos corvospondautos. 

211. Trois rrseaux prcjoclifs do surfaces d’ordre «i, « 2 , ctant doimvs, quel fuf 

le lUiu d'un inmil pur (etpid pussenl trois surfaces correspondantesF Soil Gr uno droitu 
arbitrairo, x im point quolconquo do G. Par x passent doux siirfacos corrospondnnt<‘» 
doH pi'oiuinrs doux rdseaux; la snrfaco corrospondaiito du troisiAiuo roncontrora (i on m , 
points x', Ki Ton iixo arbitrairomont un point x' sur G, los surfaces du troisiiiino rdsoiiu 
qui passuiit par d foruiont un faiscoau, auquel correspondont, dans los autres rdsoanx, 
doux I'aiscoaux qui, dlant projoctifs, ongondrent (17) uno surface d’ordre 
Otto surface coupera (J on points a;. 11 y aura done, d’aprAs un lommo coiinii, 

(», I «,) I )Jo co'tuddoncos do x avoc x', c’ost-a-diro quo lo lion cliorche e,9/ une surftu'f 
de Vordre Uy | « 2 -| Ua. H ost dvidont quo eelle surface passe I." par wt nomOre 
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dc cowihes guuches dordrc chacune dcsqiielles est e]igen(h'('e par 

Irois faiscemtx corrcspondanis dans les Irois r/scauce donnis; 2.® par les n? ijoinis eom- 
niuns aux surfaces du premier rhcaxi, cl dc meme pour les autrrs rheaux; S.» par la 
courbe (<’or(?re engendrve (22) jwr les deux premiers reseaux: el de 7 Heme 

pour les ewtres eombinaisons bmaires des Irois rcseaux. 

‘2A. On doimo quatve rdsoaux inojectifs de surfaces d’ordre m,, oi^, lu resp,; 
<;luu-(ihou8 le liou d’mi point oii se conpent quatce surfaces correspondantes. Les 
snvfacos correspondantes dos preiinors trois r63e{iux se conpent sur une surface (23) 
(I’ordro ot de uieine lo premier, le deuxieme et le quatrieine reseau don- 

luuil une surface d’ordro 0(!S deux surfaces ont en coniiiiun la courbe 

d’ovdro n\~\-nl-\- cngoiidrde (22) par les premiers deux rdaeaux, dies se coupcroiit 
(lone suivaut luic autre courbe d’ordre (ui-l-Wj-l-Wa) {«i+« 2 +«.i) — 

(Vofi il suit quo 

he lien d’un poini par leqtiel passenl quati'e surfaces coirespondantes de quatre reseaux 
projectifs d^orUre esi une coiu'he gauche do Vordre 

W2«3 -(- thih + 

Celle courbe contiont iWidomment un nombre iufini de systemes de 322«3«i+«iU3»< 

I -3i,n23i.t-l'«i«2K3 points, cliaque syateme 6tant engeiulrd (19) par qimtre faisceaux 
CO rroapondants dans les rdscaux donn6s. 

25. Vans quel lieu sonl distrihuh les points doubles des surfaces d’un reseau d'ordre 
n? Los premieres polalros do quatre points arbitraires de Pespace (20) fonuent quatre 
rdsonux projectifs d’ordre — 1, dans lesiinela les surfaces correspondantes se coupent. 
quatre it quatre, sur me courbe gauche (24) de Vordre 0 (>!■ — 1)* . Oette courbe est done 
lo lieu demando. Elio contiendra dvidemment les 4(» — 1)’ points doubles de chaque 
fniscoau compris dans lo rdacau donnd. 

26, De quel ordro ost lo lieu d’uu point x, dont les plans polaires par rapport a 
deux surfaces d’ordre p-, v so conpent sur nno droito fixe G? Si les plans polaii’es de 
X paasent par un point j/ do G, rdcLjjroquement les promieres polaires de y se couperont 
on cc. Si V pavconrt la droito G, les premieres polaires de y fonneut deux faisceaux 
projectifs d’ordro [j.— l,v — 1, qni engendreront (17) une surface d’ordre |j.-)-v— 2. 
Ootto surface est done le lieu demandd. 

Tout point eominun a cotto surface otitla courbe d’ordre p.v, intersection des sur- 
facos doiindcs, a pour plans polaires les plans tangents, an meme point, aux deux 
surfaces; la droite commune i\ cos plans ost done tangente en ce point a la courbe. Or, 
cette droite est roiicoutrdo par G; il y n done autant d’intersections de la surface 
d’ordre p.-l- v-— 2 avec la courbo d’ordre p-v, qiic de tangentes de cette courbe rencon- 
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truiiH imi' G; (I’dHt-iHliro ([IK! Ms- r/m’te haujenttiH i) lu rouriw <rmlnm'l)im ifc r^e'ti »' 
Hurfuam d'ordrv [i-, v forinod mir d/ vvlopjuihlv dr donhr ii.v(|i. | v H). 

117. liovi’iioiiH iimiul.('tiaiil, ;ni\ HmT(U’.(>H <I>|, <K. (ii;i), (|ii(i iioiih (iviiiiii vti('fu,c |■(lll|lt•|• 
.Hiiivatil. (Itsiix roui'liOH, (louL I’uiiii iisl. ild roi'ilro n', | ir- \ »,».,.(!(, raiiUv (‘st riii(,('r.’i«*c( jon 
do doiix KUi'i'aros d'ordi'o IjH .surl'aiM', liiai d’lin iioiiil iloiiL Iok |ilaiis poliui-cH 

par mpjiiirl. a 'i>, , ‘K- .so ooupoiiL siir iiiio dmilo ddiimM!, o.st {2(i) do I’ordro l!(j/i | j/ , i ) 
ol, n'licoidro la pvoiiiioro rourlii', iKin-Hoiiloiiuinl, au\ poiiilH m'l ccllo-ci oHt itiiioliro pur 
doH (IroilOK oi'disooH par la droilo doniioo (hoII. r lo iioiiiliro do coh pointH, .savoir I’oitSn' 
do la ddvolo|))uil)lo OKCiilaU’iro do ooW.o courlio), niaiii onooro aii.s jmivli, (Mill « k-iir 
iiouiIm'o) on la premihr mir/jr rat mamtirr par ['<iidu\ Mu oll'ol. ('hac.iiii dr era pidiilit 
osl. uii poiiil, do roiilaol oiiU'is ‘l», ol 'k, (d. par Hiiito il a luoiuo plan iiolairo par rappoi f 
a I'OH HiniaooH. Nouh auroiis doiio 

ll{}/i I j r |-.s. 

Mu faijiaul lo iiidtiio raiHOuitoiuonl jioiir la doiixidiuo oonrlio, ol ou olisorvaiil ((iio puiir 
ndlo-oi I’ordi'o do la itdvoloppalilo oHoiilalrico (Hi;) o.sL )h)h'{)h I '•!)> ‘"i 

U(«l I ns I «g- 11) I'.S, 

d’ofi run lira 

s I «g), 

J- 2 (»| I I 11. ■ 1 ) I H|);g(H| I »la“- 2 )’''). 

28. OoitHiddroiiH do la iiidmo manu!ro lo,s doux Hiirracoa d'ordro », 1 its I ", rt 
"t i l (“d} ipii HO oouiioul Hiiivaut doux oourlioH, doul I’liuo osl do I’ordir 
n'l I «li I ihn. ol. I’aulro do I’ordro }<s«;i I-h.iHi t '«i”i I I 

I’m’dro do la ddvoloppaliio osoiilalrioo do la doruioro oourlio, ol.s‘'/f; nomhrr drtt intn~ 
ar.dions drs dr.iix courOcs; nous aurous, ooiiuno «i-dovaiil, 

(2?Ji 1 2111 I «3 I !■«'. 

(2a, I I H;, I iti- -2)(»if I «,«,.) -r | s'y 

ol, par ooiusdipiont 

s'- (% !•«<)(«? -|•«M•a^«g)•f■«^«g(Hr| «g), 

r'™(HgH,,-|- «.iMi 1 ...)(«I"| Hs-l'Wirl n,— 2) I ...)• 


SAr^MON, Oeim, of thvrc dimemionSf 2 wl., p. 274 . 
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29. Soicnt donn6s cinq i'6seaux projectifs de surfaces d’ordre Ki,«u, ... %rPsp.;on 

douiande eii combicn do points so coupent ciuq surfaces correspondantes. Les deux 
premiers rdaeaux, coinbiuds suecessivemeut avec les autres, doiinent (23) tvois surfaces 
d’ordro ni + ns-j-Wa, «i- 1 -M 2 -|- n,, resp. qni passeiit toiites par la courho 

d’ordro eiigeiidrde (22) par les deux premiers reseaiix. De ces trois surfa- 

ces, les deux premieres se roncontrent suivant inie autre courbe qui (28) a s' poinlscom- 
inuns avec cello ineiitionnde toul-a-riioure ; done cette autre courbe, qui est de I’ordre 
ttsUs-l- 1- ... rencontrera la troisieme surface en {« 2 M 3 -l-«ct»rl-...) (ui+nz+n-i)— s' 
autres points. Done: 

II y a UsUiRd points, chucun desnuels est sikic ii la fois sur 

cinq surfaces correspondnntes de cinq reseaux projectifs d'ordre ... Uj. 

30. Qiid est le lieu des poles d'ltn plan doniie par rapport anx surfaces rVordre n 

dhin reseaui' Soiont trois points arbitraires du plan doiuid (21); les premieres 

polairos do ces points forment trois rdseaux projectifs d’ordre u — 1; le lieu demandd 
fisi! done (23) iine surface de i’ordrt 3(« — 1), qui eonfient un nonibre infinide. courbes 
yauches d’ordre 3(» — 1)*, chacune de cellos-ci dtaut le lieu des poles du plan donnd 
par rapport aux surfaces d’un faisceau (21) contenu dans le rdseau proposd. 

La courbe d’intorsectioii do la surface d'ordre 3(u — 1) avec le plan dotme est 
dvidemment lo lieu des points ou co plan est tangent aux surfaces du rdseau. 

31. Quel est lo lieu d’uu point qni ait mome plan polaire par rapport a une surface 
fixe d’ordre n ot a uno des surfaces d’lm rcseau d’ordro w? Boit « un point pris 
arbitrairomont sur uiio droite quelconquc G; X le plan polaire do .r par rapport a la 
surface fixe. IjO liou dos poles do X par rapport aux surfaces du rdseau est (30) ime 
surface qui roncontrera G ou 3(»u-'-l) points a;'. Invorsemeut, si ;o' est un point qiiel- 
conquB do G, les plans polaires do a;' par rapport anx surfaces du rdseau ferment un 
autro rdscau, c’ost-a-dire qu’ils pasacut par un in6ino point; ot par suite il y en aura 
n — 1 tangents a la ddveloppablc (14) polaire do G par rapport a la surface fixe. 
Oos n — I plans sont les polairos (par rapport a la surface fixe) d’autaut de point a: 
do G. Lo lieu demaudd sera done uno surface de I’ordre 

3 (»» — 1 ) -|- « — 1=3 1 » -[' n — 4 . 

Tout point cominun a cotto surface et a la surface fixe est situd dans son plan polaire; 
done le lieu des points de contact entre une surface d’ordre n et les surfaces d’lin reseau 
d’ordre m est une courbe gauche d’ordre «(3»»-l-« — 4). 

32. Ou se donuo uii faisceau de surfaces d’ordre n et un rdsean de surfaces d’ordre 
w; et on domaudo le lieu des points de contact entre les surfaces du faisceau et cedes 
du reseau. Co liou passe par la courbe d’ordre «*, base du faisceau, car les surfaces du 
vdseau qui passeut par un point de la base forment im autre faisceau, dans lequel 


AiiwioiUK 1)15 (iHOitlirmu ruitr, .suit i,ks .siiiiI‘’A(;kh dh TiioiHiioMK (iitmii,. 


1» 


il y a lino Hiirfiuio qui louclio iiiii' tins HiirfiicoH d’orilro n”). Do plus, cliiu'iitio <lo 
(lomioros .siirltiooH conUoiil. iiiio cmirlK! d’oriln' »(:i w | ■)> 4), lion dun poinis du 

tiud ouU'o uuUc HiU'fiK'.o ul (’('Ill'S dll l■(■S('Hll (ill). D'du il suit (iiriiiio surfiicc qiiidruiiijD^* 
dll fiiiscoan douiui n!U('.(inl,ro li' lion ilunmndi’ siiivaiil. iiiio uiiurlio (uoiiipusci’) d'orditt 
n~ I I u d); uo lion rsi </oii<! de. I’ordre II i» | '.hi d. 

kSi n m, ot ipio In faisc.iiKU oi lo ri'si'iiu iiieiil iiuu ,siirl'ii(u<, (‘oitiiiiinio (i-c t|iii m i ivi< 
loi’squo run ol rauli’o font piuiio d’liii iik'iiio Hystiniii'. Iiiii'*iiir('), coUii surfau(> i(p])iul ifni 
lout (sntiui’o lui lion. D’liillinim, louU^ surfaco pusHaut par la (’.(nirlio (’(iiiiiiiiuu’ u ih<nv 
.sm'fat’.os (I’un .sysUnuo liiu'iiiro apparl.i<'nl i\ uii iiKuno nyHt('‘iiiu; I't .si dons sin I'hcuk irnji 
raiscuan out un ])oinL do ooiitaol, oo point ost doiiblo pour iiiiu luilro siiiruco' «hi 
faiBocaii; done. 

Lc Im (kn pokds (le conh/d drs surfaces d’ltit si/sihue ihu'airc d’ordrit ii, i>ii ftirn if 
lieu da lews jioiids doubles, esl uni! surface de. I’ordre ‘l{n I). 

Ill), (lluu'olioiia lo lion (run point doiit lo plan polairo par rapport I'l iini' Hini'tii*i< 
lixo d’ovdro n oo'inr.ido aver. lo plan polairo par rapiiort il tmo dos siirfaecH d’liii faiHciMtu 
d’ordro m. Koit J'l uii jilaii arliitriiiro; a: im point qiiolc.oiniuo do oo plan; lo plnti 
polairo do x par rapport a la .surfaiui lixo; lo lii'u dos pidos do X jmi’ rapimrl, unv 
aurfaoo.s dll falHCouii OHt uno (unirlio (;!l) (pii ronoontro K on ii(h{ - I)'* pom I. s ID-i’i- 
proiiucmi'iit, si iv' ost pris lu'liitraironii'nt dan.s M, Ion plains polairos do . 0 ' par rappoii 
anx siirl'aros du raiscoiui I'oriiiont iiti iiiiLro I'ai.sooau, dan.s Icquol il y a (n iT plims 
taiigonts il la Hiirraco oiivoloppo (Ifij dos plans polairos (l(!.s poinl.s do K piir rupiiiit'l 
a la siirfuoo li.\o; ot 00 s {» -I)'-’ plaii.s soiiL los polairos d’antuut do iioiuls .1 lUt Id. 
Ri lo point ic ddfii'it lino droito ([uoloonqiio on K, lo plan X oiivoloppo (l-l) imi* (Idvi'hip- 
palilo do la (dusso n — 1, lui liiMi quo los plans polairos dos points (l(^ la inonm droitv. 
par rapport aux surfaces du raisocaii, onvoloppont uno siirlac.o do la clu-sso 'd(wi 1): «’ii 
olfot, (lotto droito ost tnngoiitc i\ y(«i - 1} siirfaros du Xaiscoau. Ilya douo 11 (hi 1)(h 1 ) 

plans, cliaouii dosqiiels a sur la droito oonsidiirijo iin polo par rapport ii la Hiirl’iir** 
lixo (it iiu polo par rapport ii uno dos Hurfnc.c.s du faisooau; o’ost-iVdiro iiuo, si .r d('M’i il. 
uno droito, lo lion do x' (jst uno coiirlio do rordro ti(Hi--'l)(» — I). I'ur cuiiHi'qiK*!!!. 
d’aprtis un thiioriime comm ’**) [®|, lo plan K ooutiont ;((«<• («• 1}*H ‘d(Hf l)(>j I ) 


■'') LorH([uo los liaiKiH do doiix riiisooaux do surfacos oiU uu puiiit coiiunuii 0 , 11 y n loujuitun 
uno suvfiKVo (In ]n'oini(jr faiscoan ol uno flurfaco du soo.nnd, (pil so touclioiU on 0 . Mn ('(Tot, 
plans lang’onls ou 0 aux aurfacos dii pvi'iiiiior fiiiRcoau jhihhohI par uno nu'lnio dndii', ijul 
la langonto on 0 & la courlio-lmsc do oo falscoiiu; do laliiuo pour I'autro falscciui. Par l, 

lo plan (pil oonlioul los drollos langouius on » aux (Unix coui’lios-basos touoliora, I'lt co pnl>»*. 
uno surface da cimeuu dos doux Mscoaux. 

**) Supposons que, dans uu plan donufi, h nu point quolconquo o! oorrospondonl diiux rmi rln'« 
d'oi’dros p ot V rosp., qul so coupont on p points diiinanltro qu’au pointcccorrospondronl 
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points cc, clmcun desquels coincide avcc im des points correspoiulants cc'; autreinent, 
le lieu clierch6 est line couvbe {i^auche clont Tonlve est exprime par co nombre. Cette 
courbe passe par los 4(«i — 1)^ points doubles (20) du faisceaii domic, car le plan polaire 
d'liu point double, par rapport a la snrfaee a laqiielle celui-ci appartient, est inddtor- 
mind (9), 

Dos intersoctions du lieu trouvd avec la surface fixe, on ddduitque dans tin faisceau 
ifordre m U // a 1) (» — 1)^ surfaces qui ont un point de 

contact avcG itne surface donnce d'ordre n, 

34 . Dexuc sifsthncs (linaaircs) projcclifs dc surfaces d^ordres el J 2 a resp, doitnent 
lim d un nomhrc infini de surfaces d'ordrf chacune dosquelles est ongendrce 

(17) par deux faisceaiix correspondants. Soiont P, Q, R, S, ... des surfaces du premier 
systeiDO, et V\ Q', IV, S', ... los surfaces correspondantes de Tautro systeiue. liCS trois 
couples de faisceaux correspondants (PQ), (P'Q'); (PR), (P'lV); (PS), (P'S'} engendrent 
trois surfaces d'ordre qui passoiit toutes par la courbo PP' iPordro Hint, et 

par suite ') ont (»iH--njj)(nS-|-nl) autres points comiuims. Ohacun do ces points esl 


|iv points x\ lldciprcKiuonumt, siipposonn qu’aux eourbos (|i) passant par im point .3:' covrespou- 
dent ]gs points x d’vmo courbo d’ordro et qa’anx couvboa (v) passant par le mf^nio point 
,d coiT«a])ondont los points x (Vuno courbo d’urdro v; (rou il s*oiisuil qu’^t Tin point cc' corre- 
spondent \i‘v’ points X. CouHicUu'onH los points x d’uno clrolte; Lew courbos (lO covrespondantes 
a ces points form ont unc B6rie (Pindieo (auivaui In denomination de K. JoNQUD'dnns), et les 
courbes (v) corrospondantes aux inOanos points forment, do mCjine, line a6rie dMucUee v'; et le lieu 
des intorsections x' dos courbes correspond antes est (par un thi’jor&inc dii an memo gijoinfetrc) 
lino courbo d’ordro pv'+|t'v. Analogucnient, si x* d6crit imo drolte, le lieu do jrj esl une courbe 
d’ordre pv'-|'|j/v. 

Si lo point X est siiue dans sa courbe covrospoiidante qi), quel est le lieu de cc? A 
un point quolconquo x d’une droUe arbitraire G correspond uiie courbe (\i) qui coupe G 
on \i. points au Uou qu’A un point x* de la mnme droito correspond une courbe (|0 qui 
coupe 6r on ji' points x, Le lieu dcmaiulA est done de Tordre memo, si tc doit 6tre 

8itu6 dans sa courbo correspoiidante (v), lo lloii de x est imo courbe do Tordre Les 

(ti,“l-|i.')(v 1-v') intersoctions do cos courbes sont 6videmniont les points x clout chacun coinckle 
avec un dos points corrospamUints x\ Or on a Ideutiquemout nv--b|t'v'-~j-(|i.v'4-|i'v)s^<|i,-|-|j.')(v-|-v'), 
done; si , dans un plan, on a deux syfllbines de points correspondanta, tela qu’A chaque point du 
promior sysi6me correspondent a points dc rautve; qu’iV chaquo point du second syst6m6 cor- 
respotident {i points du premier; ot qu’une droito quolcouque contionne f couples do points 
correspondanbs, il y aura a-kp + 'f points doubles (Salmon, A^iaL Geom. of three dim, p. 511), 
l^eux surfaces crordro lu passaut par uno courbe cVonlre se coupent sulvant 
uiie autre courbe d’onlre q^l I'cncontre la preinRsre (27) eii in^-\"fh) points. 

D’ou il suit qu’imo autre surface d’ordro + pawaant par la mdnic courbe d’ordre 
roncontrora la douxi^me courbe en (R| + 

points non sltuds sur la premiere. 



20 


AIEAIOIKK Wi (IKOAlKl’Ull'l IMIliK HDK fJ-’S SU KNACKS HU TKOHSlkiMI-* OHHUK. 


sltu6 SUV (1(!S surface Q,, lt,,S,, iii»|)avl,(«nuul. itmii. iiii\ Iniscuiuix (I’Q), (I'll), (PS), ol 
aussi stir las surfaces l■(lrl■(^‘i|M)lllIall((!s Q',, l!'i, S',, ijiii iipiuirliiMKlront aux faisceaux 
(P'Q'), (P'U'), (P'S') resp. Done, lo poiiil, coufiidt'ro i'hI, coniiiiiiii imx liases dos I'aiscoaiix 
(Qi 111 ). (Q'l Il'i); I'l'ouiiar a iiiia surrarc ooiimiunc avoc lt‘ iiusct'mi ((^ (1), el lu 

socoiul a lino surface coniuiiiiio avoc lo fuiscoau ((i'll’). Oos ileiix mnfiicoa (Haul, oorros- 
poiulaiitos, il ('ll suit (put kt piiiut, (tout il s’ai'it, I'sl, .sitiu'i sur hi siirfuco d’ordro u, \ 
(m^u'udnk) jiar los faiscouiix ((ill). (Q' 11’). Toitfrti ixa xitrldCfs (t’oiihe )i, \ iiionl done 
cn commiiH les (h, 1 iij)(»i | iii) ci-ihtssus iiioiilionni'S. I'm- eharnn do cos points 

2mse un nombre infiui do fniiuriute eorrosiMiidiuits ; on d’aid.ros l,(‘rmo.s, chaeun do ees 
p>oin(s cst conmtm it (tndes ks snrfaeos tie deitx rrsniuo tvi'rriiiioiiduiiis. 

35. Soiciit (1()UU('’S trois .systi^mos (liiu'aircs) projoctits do .surfiioos (l’(irdro.s n,, «;i, 
resp. Un rlisioau (piolcoiupio du prouder syslfuuo, coudiiiK! avoc los lu'sHoaux corrospoii- 
(laiits (Ians los autros sysli'Uiios, domio (’.i3) iiuo .surface M* d’ordre ii, •] n.. \ 'J’outos 
ee.s surfaces 'P fonueni, un udiivoau aystfnne Ihu'siiro. S(d('nl., on oHot, <(, h, o trois points 
arbitrairfi,s dans I’espaco. Dos Hurfuces (»,) iiassiuit par a foniioiiL an n'lseaii ; dans lo 
rbsoaii correspondant du d(!uxi(^lu(^ systfinio il y a mi fuisooim do surfaces (]ui iiassont 
par «; fit dans lo faisceau fiorrospondanL du troisifmu' sysU^iiio il y a uiio surfaco (pii 
passe par «. C’ost-a-diro (pi’il y tt tnus surfiioos corrospoiidantoH P, P’, P” (pu passant 
pur «. Do inf'ino, il y aura trois surfaces corresiiondaiitoH ()„ (i',(i" passant jiar /i, et 
trois surfaces correspoiidantofi It, H', It" pussant par o, Oes surfaces (kitorniiuout trois 
n'tseaiix projooLifs (PQ II), (l"(i'U'), (P"Q''ir), ipii oiigondreront line surface *K,, la soiilo 
(pii passe iiar «, b, c. 

fioit fi.R'.S" line autre torno do surfaces corro.sp(UidaiitoH, ipii n’ajiparticniiont pas 
anx trois r(i.seaux montioimds. IjOS tomes do r(!soau.x corrosixmdunts (lillS), (Q'll'M'), 
((i" ll''S") ; (Il P S), (11' P'K’), (ir P" .S") ; (P (i .S), (P' Q' H'), (!.”' (i" S") oiiKimdroront trois autros 
surfaeos 'P,, 'P,, 'Pj. Los surfaces 'P,, contioimout lacourho d’ordro iinth I 
engendrdfi (18) par les trois faisceaux corrospondauts (Ilf?), (11' f?'), (U".S''): olios so cou- 
peront done siiivaut uno autre coiirlio do I’ordro («, i I h;,)’ --(«8»a 1 «ri»i-|->hMii). 
Un point (pielconipio .r do cetto courlio, considdni coiinne appartciiant a 'P,, est coiii- 
miin it trois surfaces correspondunlos A, A', A" ih's trois riisoaux qiii onpondrent H'l; 
et analoguement, io uKuno point a;, considi^rd eoniiuo sitm'i sur '!■’*, sera coiuimiu a trois 
surfaces corre,sponilantos B, U', JI" dos trois rdsoaux ('('mtiratours do 'Pa> Ur, lo ri'isoau 
(PQS) et lo faisceau (AB), faisant partio d'nn iiiiuuo systi'uiio liniJairio, out une surface 
commune C, a lacptello corrospondront, dans lo douxi(^ll^o systiimc uno surfaco O' com- 
mune au rdsoiui (P'U'S') ct au faisceau (A'B'), ot duns lo troisionio systemo une surface 
0" commune au lAscau (P"Q'’S") ot an faisceau (A"B''). Par cousdquont, lo point x, dtaiit 
situd sur los surfaces A, A', A",B,B',B'', c’ost-A-dire sur les bases des faisceaux (A B), 
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(A'B*), (A''!}''), sera nn point, cominun aux surfaces C, O', C", ot par suite coinniun a 
ti’ois surfaces corrcspoiulantes des lAseaux (VQS), { 1 *'Q' S'), {P''Q"S"); ee qni rcviont 
a tlire que .x est un point do M'*;,, On ddmontre de la memo maniere quo a- est sitne 
snr done toiUes les surfaces 'F formcnl un systhnie linmirc ct yasscnt par la coicrie 
d’ordre n \ -|- -h 

Ceite Gourhe est, d’ajn'iss ce (pii precede, le lien d'un point oii se eroise me infinite 
de ternes do surfaces correspondatiies', on d’autres tenues, le lieu d’un point conwiitn 
m.x courhes-hctses de trois fuisceaux correspondants ; ou bien encore, IcUend'un point 
commun d trois cowies d'ordres mL eorrespondanies dans les systhmes donnh. 

Cette mdmo courbo contiont dvideuuneut les («i- 1 -H 2 ){ui H-Us) points enRendr< 5 s (Il-l) 
par les deux premiers systhmes; et do meme pour los autres combiuaisons binaires 
des systinnes donnds. 

3 G. On so domic qnatre systemes (liiidaires) projoctifs do surfaces d’ordres iii, Mj , 
«3, Vi resp. et ou demande I'ordre du lieu d’un point commun a quatre surfaces corre- 
spondantns. Soit 0 uno droito arbitrairo et x un point quelcoiiquo do 0 . On pout fairo 
passer par x une (sonie) terne de surfaces eorrespoudantos dos trois ])reiniors systemos 
( 35 ); la surface correspoudante du (luatricmc systemc coiipera (r cn «, iioiiits a'. Rdci 
proquonieiit, si I’on prend arbitrairement un point a:' suv 0 , les surfaces (u,) passant jiar 
x' formont im rdsoau, ot los vdsoaux correspondants dans les trois premiers systeines 
ongendrent ( 23 ) une surface qui roucoiitrora G ou Ui '|-?J2-|-«3 points (r. Done 

Le lien d'un point oh se conpent (lualre surfaces correspondantos de quatre systhnrs 
Un6aires projeetifs d'ordres h-j, 113, ti4 est une surface, de I'ordre • 

Cette surface contiont dvidemment uno infiiiitd do courbos gauelios d'ordre w.nj-l' 
-l-”3>b-|-«i |-niit3-l-H2n4-|-n3«,, cliacuno desquclles est ongoiulrdo (‘At) par quatre 

rdsoaux corrosponilants. La inbme surface passe par la courbo d’ordre ni-l-nl (-Hl-h 
-|-«2n.i-l-«3«i-)~«.iU2 ciigendrdo ( 35 ) par les trois premiers syslemos; et do nidinc pour 
os autros combiuaisons ternairos des quatre systdmos domids. 

37 . Quel est le lieu d'un point x dont les plans polaires, par rapport a quatre surfaces 
donnees d'ordres 111, n,, n, resp., pussent par unmhne point a:'?* Lea promidros po- 

laires do .V doivont passer par .c; ot d’aillours les premieres polaires des points do 
I’espaoe, par rapport aux quatre surfaces doundcs, formont quatre systonies lindaires 
projeetifs d’ordres «i — I.m* — I.Hs— l,«i — 1 ; done ( 3 G) le lieu du point x ou se cou- 
poiit quatre surlaces correspondantos, c’est-<Vdiro le lieu domandd, est une surface de 
I’ordre n, l-Ma-hua 1 - - 4 . On donne a eetto surface le nom de Jacohienne des quatre 

surfaces donnees, II ost dvident quo la Jacobienne passe par les points multiples des 
surfaces donndos, car chacun de cos points a un plan polaire iiiddtcvmind. 

Soit »4=Ji3; dans ce cas on a deux surfaces d’ordres Mi, »*, et uu faisceau de 
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suvfiicea d’ordro H3; et la Jacobionne dcvient uiie surface de Tordre »?, (w, — 
lieu d’lm point dont les plans polaives, par rapport anx surfaces d’ordres n^, o(, 

a toutos cellos du fniscoau, out tin point cominun: on, co qui ost la meme choso, ?{■,>» 
d’nn lioint dont Us plans poluircs, par rapport attx surfaces d’ordres el u uite 

des surfaces da faisrean, passent par tine menie droiie. Cette Jacobienno passe par les 
4(n3 — 1 )’ points doubles des surfaces du faiscean (20). Si une de.s surfaces du faiRcean 
touche la courlio (rintersccUon des deux surfaces fixes, lo point de contact appartiout a 
la Jacobienne, car fcrois plans polaires tie ce point passent par unemoine droito (la tivn- 
gente a la conrbe); il y a done, dans xm faiscean d’ordre 113, le nomh-e n,KB(Mi-l-»j-l-2»3 - 4) 
de surfaces qui sent ianyentes d la courhe (Vintcrseclion de deit.c surfaces donners 
d'ordres u,, n,. 

Si H,'=n:i==H2, nous aurons une surface fixo d’ordre Wi et un rdseau de sm'faccs 
d’ordre ot la Jacobienne, surface d’ordve ^»iH- 3 tti — 4 , deviendra le lien d’un point 
dont le plan polaire par rapport ft la surface fixo coincide avee le plan polairo |)nr 
rapport a une des surfaces du rdseau ( 31 ). Cette Jncobioiino contiendra la courln* 
gauclio d’ovdro 0(»2 — 1)*, lion des points doubles des surfaces du rdscau ( 25 ). 

Si Ki— Ha— H3 — la Jacohienne, surface d’ordre 4 (« — 1), devienl h lien d’lm 
point X dont les plans polaires par rapport a toufes les surfaces d'un systmc UiKwn: 
d’ordre n passent par un mSme point cd. II r6su1to de ce qui precede que celte sto'facr 
ost missi le lieu des points douhles des surfaces dn systeme, el contient par suite un 
noinbre infini do couvbes gaudies d'ordre (1 (»—!)', chacune de colles-ci dtant le liiui 
des points doubles d’liii r<).seau nppavtenant au sy.st6iuo. On pent dire encore ( 32 ) qut* 
la tfacobienne d'lm systeme lincairc est le lien des points de contact enfre les surfaces 
dxt systeme. 

Si n— 2, lo syst&ine est forme par dos surfaces quadriques. Dana ce cas, les plans 
polaires do x passant par x', rdciproquement les plans polaires do -.d passeront par 

e’est-a-dire quo x' est luL-mdue un point do la Jacobienne. Tm JneoUenne (surfacr 
du qunix'ieitte ordre) (Tun systeme Un^aire de quadriques est done, non-seuletneni le lieu 
des sofiunets des cones du systeme, muis encox'e le lieu des couples des poles couftiyues 
par rapport d toides les surfaces du systeme. 

38 . Oberchoiis mainteuant le lien d’un point dont les plans polaires, par I’nppor/ 
d trois surfaces domiecs d'ordres ni,nt,ni, passent par une mcme droite. Lbs preiuitires 
polaires des points do I’espace, par rapport aux trois surfaces doiin^es, forinent troiu 
systbmos (liiibairos) projectifs d'ordres 1,«2 — 1,«3 — 3 resp. Un point du lieu doit. 

Otro commun aux premid’es polaires de tons les points d’une droite, c’est-fi-diru 
que par ce point passe un nombre infini de ternes de surfaces correspondantes clos 
trois systbmes projectifs ; le lieu cliercli6 est done ( 35 ) me courhe gauche de Vordre 
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— «H «|-|-nj-|-Hj«jH~«aUi-l-n,ji 2 — 4{H) + « 2 - 1 -»,i)-i- 0 , qui passu <5videmment par 
les points multiples des surfaces donnfes *■). 

Si nj—Hi, la ooui'be obtemio dovicnt le lieu d’un point dont le plan polaive par 
rapport S, uno surface fixe d’ordre n, coincide avec le plan polaire relatif a une des 
surfaces d’un faiscoau d’ordre on retoinbe ainsi sur iin r^sultat d6ja obtemi autre- 
inont (113). 

Si «|— «a=na=M, on retrouvo la eourhe gauche d'ordre f)(« — 1)', lieu des pioinfs 
doubles des surfaces U’ttn reseaii d'ordre n (25); cette eourbe est done aussi le lieu d’un 
point dont les plans polaires, par rapport d toutes les surfaces dii rcseau, passent 2W 
tine mUme droitc. 

39. On [so donno deux surfaces d’ordres les premieres polaires de tons 

les points dc I’eapaco, par rapport a cos surfaces, formcront deux systiunea lindaires 
project! fs d’ordves »i — 1,«» — 1. Si un point .-e a mf^ine plan polau'o par rapport aux 
surfaces donndes, les promifsros polaires de tons les points de ce plan passoront par 
.'B, e’est-a-dire quo ;« est comimni it lontos les surfaces de deux vdseanx correspondants. 
Ooncluons done (34) (pic le nomhre des points dont ehaenn a meme plan }>olaire par 
rapport aux. dens: surfaces donnees est ^(n, — 11 -l-(wz — 1)) ((«i — l)’-f-(}i 2 — !)•) . . . *’’*). 

Si » 2 . on a le nouibre des points doubles d’nn faiscoau; cliacun do ces points 
a, on olTot, im)mo plan polaire par rapport it toutes les surfaces du faisceau. 

40. Quel est le lieu d’lm point par lequcl passent cinq surfaces correspondantes de 

cinq syslcmes (lineaires) projeciifs, d’ordres «i, « 2 . fespj Les Irois premiers sy- 
st^mes combinds succcssivoinent avec lo quatriemo et le cinquioine, donnent (36) deux 
surfaces d’ordros + resp., qui passent ensemble par 

la conrbo gauche d’ordre ni'|-«|-|-««-|-« 2 « 3 +«;i«i+«i«! engcudrde (35) paries trois 
premiers sy8t()mo.s; ellos sc conporont done suivant ««c autre eourhe gauche de Vordre 
Uin 2 -|-'«i« 3 -l- ... Q.ui est le Vmi demandL Naturellement cette eourbe contient 
uno infiniW de groupes do «i« 2 }!S 3 + ... -l-» 3 « 4 «-. points, cliacun desquels est engendrd 
(29) par cinq rdseaux correspondant.s, appnrtenant aux systemes donnds. 

41. On so donno six systbnics (lindaircs) projectifs de surfaces d’ordres ...Re 

resp.; cliercbons le nombre des points ou se rencontrent six surfaces correspondantes. 
Les trois premiers systdmes, combinds successivcmeiit avec le quatridme, le cinquidme 
otic sixidme, donnent (3C) trois siu’faces d’ordres «i -I- Uz+Mb 4-^*4 > 

«i-|-«s~ 1 -H 3 -|~H 3 resp. qui out on commun lacoiivbe d’ordre n?+«2-|~*ia+»bM3H-«3»^i-h«i«*> 


■’■) [Oil pout appelcr colto courbe Jacobienne des irois surfaces denudes.] 

*'*) [Nous pouvons dire quo cob points formont la Jaeobienne des deux surfaces donndes.] 
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(hie (Sf)) mix trois premiers systeines. Outre cetto courbe, los deux surfaces d’ordres 
passont euscinble jiar une autre courbe do I’ordro Mi« 2 + •••+«< Us, 
qui rencontre la proiniftre on iii)h h..--|-H8«3+(u« (ui"l'RM'»3+«i«3+«3«i-h«i««} 
1 - 2 »|M 2 «,i *') i)oiiits. lOii calculant I’exccs du noiubre total des intersections do la 
courbe d’ordro • •* avec la surface d’ordre h, . -1-%, siir le noinbro 

prdciblent, on troiivo to uombre cliorcli(5. Done il y a jtiiijHsH- . . . +«(»r.«ii doni 

chacun ost co/imiim a six surfaces coirospondanks de six stjsibncs (lineaires) projeefifs 
d’ordm »i, Its, ... »o* 


CiTAPITRE TltOfSnWD. 

AsseinMages symMriquos. I**] 

4'3. Si deux faisceaiix pvojectifs do surfaces du memo ordre n onl iino surface com- 
inuiio P,s, mais qni no correspond pas il soi-)n6mo, on voit sans peine quo la surface 4> 
(I’ordre '2?i, eiigondrdo par les deux faiseeaux, sera touchdo lo long do la courbe-basc 
(In premier faisceau par la surface I’u de co inbine faisceau, qui correspond il la surface 
hi 2 do i’autro**), et sera touclido lo long de la courbo-baso du second faisceau par 
la surface Pss de colui-ei, corrospoiidante d la surface Pi« dti premier. Aux points com- 
inuns anx surfaces 1\,, Pi.8,l\a, c’ost-a-dire aux points cominuns aux bases des deux 
faiseeaux, la surface <T> sera toiicluie par P„ et par Pji; orces deux surfaces, (itanl quel- 
conquos, ii’ont en gdndral aucuri point de contact; done les points communs d Pn, Pia, IV 
sont doubles pour la surface 4*. C’est-d-dire quo la surface engendrSe par deiu faiseeaux 
projcelifs d’ordre n formant tut assemblage symetriqxie a points doubles, 

43. Les surfaces corrospondaiites de trois rdseaux projectifs du memo ordre n soiont 
rGpr6seut(5os resp. par 

Pu. r«, P,a, Ph. . . . 

Ptl) P«2i Pmi Pjl* < • • 

Psi) Pm> Paai Paii • • • 

et siipposons quo P,., ot l\r soiont toujour.s une seulo et memo surface. Dans cetto 
hypotlieso, los trois rdscaux formout iin assomblago syituitriquo, Soit 'P la surface d'or- 
dre 3«, lieu d’lm point on se coiipcnt trois surfaces correspondantes; on pent obtenir 
cotte .surface do la luanidre suivante. 


*) On calculo co norobi'O par la in6thndo eniployfio aillours (27 ot 23). 

ISn effot, la flurfaco du douxitmc faisceau qui passo par un point quolcouquo tie la 
base dll proraior cat Pis (17). 
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Les (loux faisceaux corresyondants (Psj, ly. (I’jai I’m) engendrent une surface ‘I’h 
d'ordre 2 h, qui ( 42 ) est touchfio par P.|j le long de la courbe-base dii second faisceaii. 
De iiieme, les faisceaux correspoudants (Pn. 1*13)1 (l*3i. ^33) engendrent nno surface d’jj 
d’ordre 2k, touchde par P^s Ic long do la courbe P31IV Et les deux faisceaux corrcs- 
pondaiits (Pji, P23), (Pan P33), on (ce qui rovient au mcme *‘)) les faisceaux correspoudants 
{Pi2) Pia), {p33, 1*33), [’'] engendreront une surface <I>i2 on <t>j, d’ordre 2w, reiicontrde par 
Pas suivant les conrbes PiaPss, PssPas, et, a, cause de ccla, tonchdc par la meme surface 
P33 aux points cominuns aux surfaces Pn.P^aiPss. 

Les surfaces analogues ii ongendrdes fi I’aido do faisceaux cor res pendants 

dll deuxi^me ot du troisifeme rdseau, formont uii nouveau rdseau (22), et clmcuno d'elles 
peut etre regardde conune dtant ddterminde par le faisceaii du troisiiinie rdseau qu’on 
einploie pour Pengondrer. De lueine pour les surfaces analogues a <I>22, engendrdes 
a I’aide de faisceaux correspoudants du premier ot dii troisieine rdscau. 

La surface <I)n (du rdseau <T>„, <I>i2,...) ot la surface ‘l>2i (du rdsean d>2i, <T>22, ...) 
correspondent au memo faisceaii (Pjj, I*.,,) du troisieine rdsoan donnd, et resp. aux fais- 
ccaux (Pj2, P23), (Pi3, P13) du second ct du jiremicr rdseau; ces surfaces contionnent done, 
outre la courbe 1*3* P33, la courbe lieu des points on se coupent trois surfaces coriespon- 
dantes de cos trois faisceaux, iini sont projcctifs. Et cotto seconde courbe appariiont 
aussi a 'F, car cos trois faisceaux sent correspondanta dans les trois rdsoaux donnds. 
Analoguemont, la surface <[‘i* (du rdsean <I>iii ‘I’lSf.) ot la surface ‘F-. (du rdseau 
correspondent au mcme faisceaii (P3, , Pus) dn troisiiime rdseau donnd ct 
resp. aux faisceaux (P»i, P23), (Pu, 1*13) du second ct du premier rdscau; par couadquent, 
ces surfaces contiendront, outre la courbe PaiPas.la courbe eugoiidrde par ces trois 
faisceaux, qui sent projcctifs: courlio, qui est aussi situde snr parce quo ces fais- 
ceaux sont correspoudants dans les rdsonux donnds. 

De meme, une surface quolconquo <I»i, du faiscoan (<bi, , di,,) et la surface cormpoM- 
dante du faisccau (d>2i, <I>2*) (los deux surfaces dtant relatives a un memo faisceaii 
du troisidme reseau donnd) auront on coininim, non-sexilement une courbe d’ordre k® si- 
tudo sur P33 et sur uno surface du faisceaii (Pai, P3*), luals aussi une courbe d’ordre 3 )i® si- 


•*■) Unc surface d’oi'dro 2k, ongondrdft par doux falseoaux projcctifs (U, V), (TJ', V') d’ordro 
n, pout aussi (stro ong’ondrdo par deux auti'os faisceaux projoctifs (U, U'), (V, V'), oil i\ uue 
surface U" du premier faisceaii corre.spond uiio surface V do I'autro, do la manidre suivantei 
U" rencontre la surface (2k) suivant la base UU' ct uno autre courbe K d’ordre k*, par laquollo 
et par la base VV' on pout fairo passer uno surface V” d’ordro n. En effot, K a k’ points com- 
mvins avoe la base VV' (los points communs aux .surfaces U", V, V'); done une surface d’ordro 
K, passant par la base VV' ot par un point do K non situd sur cotto base, aura points 

communs avoc K, ot par coiisdquout contiondra cotto courbo, tout entidro. 
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tiuSe sur 'I'. Los surfaces et Pja ferment done ensemble le lieu complet engendrd par- 
ies faisceaux projectifs *1^2), (<I*si, D’ou il suit qiie, dba ot <T>2, 6tant une seule 
et meine surface, la sm-face est touchec par <T>„ et le long do deux couries d’ordre 
3«® sHuees sur <r>i> (■f2); et qne les points doubles de *‘F sent les })oints communs aux trois 
surfaces ‘I’u, <I»i2, <I>23. Or nous avoirs vii tjue ces surfaces sent touch6es i\ la fois 
par I'm) RRX points communs aux surfaces P,3, P23, P33; ct chacun do ecs points do 
contact absorbe quatre points il’intersection des trois surfaces '); la surface M'’ « done 
(2 m)^— points doubles, Et par cos points passe tonte surface <!’, engcndr6e par 
deux faisceaux correspoiulants dans deux des r6scaux donnds. 

d.4. On pent, (Pune maniere analogue, construire hi surface M'’ lieu d’un point ou so 
coupeut trois surfaces correspoiulantes dos trois rcseaux projectifs (P, Q, R), (P', Q', 11'), 
(P", Q", R"), (Pordres Ui, n*, «3, lesquels ire formout pas un assemblage synidtrique (215). 

Les deux faisceaux (Q', R'), (Q", R") engondreut une surface <I>, d’ordre na+tto, qui 
est coup6c par II" suivant deux couvbes, R'Q" ct R"R'. 

Los doux faisceaux (Q, R), (Q", R") engoiidrcnt une surface ‘I»', d’ovdrc qui 

est coupdo par R" suivant deux courbes, R"Q” ct R"R. 

Les doux faisceaux (P’, R') (P", R") engendrent une surface d'i d’ordre MaH-Ua. qui 
est coupde par R" suivant deux courbos, K'P" ct R'R', 

Et les ilenx faisceaux (P, R), (P", R") engendrent uuo surface <!>', d’ordro 
qui ost coupde par 11" suivant deux courbes, IFF' et R''R. 

TjCS surfaces ‘I>t, <I>8 ddLernrinent un ftiisceau d'ordro u* projoctif au faiscenn 
(Q", P"). Si S" est une surface qnelcouqno do co doriiicr faisceaii, les faisceaux corre- 
spondants (S', R'), (S", R") ongendvoront la surface <1> (du faisceau (‘l>i, ‘bj)) qui corre- 
spond a, S". 

Do iiidine, les surfaces di'a ddtorminent un faisceau d’ordre ni-|-»3 (lui est, Ini 
aussi, projectif au faisceau (Q", F). La surface <!>' covrespondante a est ongendvdo 
par les faisceaux correspoiulants (S, R), (S", R"), 

Les surfaces <l>, <b', outre la cmirbo R’S", contieunent dvidemment la (murbo lion 
d’uti point oft. sc croisont trois surfaces corrospnndantcs dos faisceaux projectifs (S, R), 
(S', li'), (S’’, IF): courbo qui est situdo sur 'F, car ccs trois faisceaux sont correspondants 
dans Ics rdseaux doniids. Les faisceaux projectifs (<bi, <r>s), (<l>'i, <[>'*) engendrent done 
un lieu qui est coinposd des surfaces R" et 'P. 

4-5. Dans la recherche prdeddento soit n,=W2~«3=w. Dans ce cas {(43), note) uuo 
surface queleonquo Ro du faisceau (R', E") coupe <Ib et <I>2 suivant doux courbes sitiuioa 


■'■) Cola ost dvidoiifc pom* doux surfaces quolconquos ot uii plan qui so touohent on uti 
toQuio point. 
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rusp. Slip Iloiix surfaces Q,„ 1*„ apparlenant aux faisceaiix (Q', Q"), (P', P"). D’ou il suit 
([1111 les resemix projectils (P, Q, R), {P„, Q„, (P"i Q" cloiiiieroiit naissance aux 
inoines surfaces ‘I’l, ‘I'k, <P'i, ct engendreront une surface d’ordre 3» qiii, ayant 
iluatre eourlies d’ordro on commnn avoc coiiicidera avec cette derniere surface. 
(t OHt-a-(tiv(‘ quo, ni une surface (Uordre 3» esi engendrec pur irois reseaux projectifs 
(P. Q . ...), (P, Q', R', ...), (P', Q", R", ...) d'ordre n, on pent substituer a I’un de 

coux-ci, pur ox, an deuxiiune, uii nouveau rdseau (Pq, Qo, Ro, projectif aux donnas, et 

formd pur des surfaces qiii appartieiment resp. aux faisceaux (P, P"), (Q', Q") (R',R") 

Aualof^'uoinout, nous [lourrons roiuplacer un autre des luseaux donnes, (P, Q, R, ...) 
par iin nouveau r(iscau (P"', Q'", R'",.,.) projectif au pr6c6dent, ou les surfaces P'", Q"', R"',... 
aiipartieniuinl rosp. aux faisceaux (P, Po), (Q, Q,), (R, R^), ou, ce qui ost la meme cliose, 
aux rdsoaux (!’, I’', P'), (CJ, Q', Q") et (R, R', R"). Done enfiu. on' pourra engendrer la 
meme surface 'F par Irois noimmix reseaux (P", Q"', R'", ...), (P"', Q*'’, R‘'^,...), 
(P'", Q'^, projectifs aux donnes et formes par des surfaces appurtenant resp. 

anx r/seanx {V, P, P', . . .), (Q, Q', Q", . . .), (R, R’, R", . . .). 

Po plus: les rheaux projectifs (P, P, P', P", ...} (Q , Q’, Q", Q'", ...) et 
(R, R', IP, Jl'" , . . engendrent une surface d’ordre ^n~ qui contient les qiiatre coiirbes 

<bu<l>'ij d’ordro et par suite coincide am M'’. 

‘to. llojiresoiilons ])av 


Pu. 

P.*, 

i 13) 

Pu. 

p«, . 

• • 

Vn, 



tV) 

PgS) 

* . 

Pm, 

} 

Po., 

1^34) 

^35) 

* • 




IV) 

P4!>) 



IcH surfaces corrosiKmilautes do quatre systeiues lindaires projectifs da lueiiie ordve n 
ol, suppoaons ([uo P,., et 1’,, soil toujours une seule et m^me surface. Dans cette hypo- 
thbso, los quatre systfnnes forment un assemblage syindtrique. La surface A d’ordre 
'1«, lieu (Pun [loinl ofi sc coupent ([uatre surfaces correspondantes (36), pent ^tre con- 
st-viiite do la inaiiiAro suivante. 

fjos tvois rdseiiux correspondants (Ps^, Psst Pi-i)* ^■“) donneiit 

(‘IH) une surface M**u d’ordre Bu, qui est touebde par la surface engendr6e paries 
faisceaux (P,);,, P;„), (P,;,, Pji) suivant une courbe d’ordre 3u* (situee sur la surface en- 
gondrfjc* par los faisceaux (PJ^, P,n), (Pu, Pn)) on par les faisceaux (Pja, Psi), (P^j. P4j))> 
laquolle est lo lieu d’uu point oCi se coupent trois surfaces correspondantes des fai- 
scoaux projectifs (Psa, Pm). (Poa. P4> 

D’linc maniero somblable, les trois reseaux correspondants (Pu, Pu, Pu). (Psi. Pgs. I’m). 
(P«, R4 engendront (d3) une surface d’ordre 3«, qui est touchee par la surface 
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suivaiit line eoiirbe d’ortlro (situ6e snr la surface cugeiulrde par les faisceaux 
(Pij. Pw), (i«, I’ll) DR I>ai‘ Ids faisccanx (P3,, Pg.), (P^,, P„)), laquello cst le lieu rlos iuter- 
sectioiis lie trois surfaces corrospoiulantes dos faisceaux projectifs (Pia, Pu), (p.^, p, ) 
(Pi., Pii). 

Enfiii, les trois rdseaux correspoiulaiits {?*,, Pjj, Pj,), (Pai, P^j, 1 ^,,). (!>„, p,j^ 
ce qiii revieut au intMiio (45), los trois rdsoaux corrcspoiidauts (Pu.Pw, Ph), (P;,*, P.,,, p.^)^ 
(Pu, P«) Pu), [®] engendrent (44) line surface M'ls on 'Pji d’ordre 3 h, qui est coupei^ 
par suivaiit les deux courbes d’orrtre 3 ji* ddja inentiotindes. D’ou il suit iiue ion 

points coiniiiuiis H ces deux courbos, e’est-a-dire les 4ip points (19) par Icsquels 
passent quatre surfaces correspondaiites des faisceaux projectifs (Pu, P^), (P,.,, p..,), 
(P 331 Pai), (Pi 3 . Pii), sont telsque la surface il> y est taiigeute tl chaciuie des surfac«»H 
'Fa, 

Les surfaces 'F,i, *l',j ddteniiinenfc 1111 faisceau projectif an faisceau (P^, P^,). ,Si 
r^, est line surface quclconquo de ce dernier faisceau, ot si Pj,., l\,., P,, soiit los surfii- 
ces correspondaiites dos faisceaux (Pa., Pj,), (P.., Pn), (P,., P,,), la surface correspoii- 
(lanLe W,, du faisceau ('P,,, V,*) sera eiigoiidrdo (44) par les rdscaiix (P2,., P,g, 

(Psi'l P3I, P.j), (Pli, P«, Pll)> 

Lea surfaces 'Fjo, Wj. ddtenniiieiit lui autre faisceau jirojcctif au niOine faisceau 
(P«, Pu)- La surface 'Fj, du faisceau ('Fj,, Pjj), qui correspond a P.,., est ongcndriMs 
par les rdseaux (Pi., P,., P,.), (P3,, P33, Pg,), (p,„ p^,, p„). 

Les deux surfaces U'),, 'F.., d’ordre 3» passent ensemble i>ar la courlio d’ordi'ti 
engendree par les faisceaux (P.g, P,.), (1\„ P.,), (P,,, p,i) et situiic snr la surface 
elles so coiiperout done suivaiit uue autre coiirbo do Pordre lieu d’lin point, 
(24) par lequel passent a la fois quatre surfaces correspondantes des quatro reseaux 
projectifs {P|,, Pi3, P,,), (Pj,, Py, Pji), (Pg,. pjj, Pj,)^ x^,3, P,,). Cette courbe appiir- 

tient a A, car cos quatre rdseaux sont correspondants dans les systenics domids; liiH 
faisceaux projectifs ('F,i, 'i ,2), ('Fg,, engendrent done un lieu coinpoad do la surfacn 
<b d’ordre 2n et de la surface A d’ordre 4 m. 

On en conclut (42) quo les points doubles du lieu composd Adi sont les intorsccliouH 
des trois surfaces iFn, 'P,2, \F,2. Nous avons vu que ces trois surfaces ont 4n'' points 
de contact, qui soiit Equivalents a 4.4« intersections; le iioinbre des points clonbl<*s 
est done (Sn)” 16»^=11»®. Mais les [loiiits doubles lie <I> sont (42) les jp inter.sectioim 
des surfaces P33, P.,, P.,; aiiisi A a lOn^ points douliles, situes snr foiites les surfnatrs 
analogues a 'F„, 'F^, ... , 

De ce quo A est oiigendrEe au moyen de faisceaux projectifs formant un asseniblagii 
symEtrique (42), il suit oneoro que cette surface est touchee par 'Fi, et snivant dni^i 
coarbes d’ordre 6m®, sUu6es snr 'F^. 
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OnAPT'l’KI!! QuA'I'PIICMTi). 

I*i’<)l>ri6t6s roltiiivcH aux SHi'fiu;i‘s iiodnlcs coi^jugn6os. 

*17. UoviMions ii la consideration d’nuo surface foudamentalc F,, (rordro n (gon6rale, 
sans points multiples) et des snrfacos polaives. On a vu (2) quo Ics premieres polairos 
do tons les points ile I’espace fonnent im systeme linoairc d’ordro n — 1. La Jaoobienno 
do CO systeme, e’est-a-dire lo lieu dcs points doubles des piviuiei’es polairos, on bien 
encore (12) le lieu d’un point dont la quadrique polairc est un cone, sera (37) uno 
surface do Tordro 4{n -2). On appollc cetto surface la llcssiemc on la surf ace nodale 
de la surface i’oudainentalo. 

Soiont P|, 1*2, Pa, Pi les preinieres polairos dc quatro points quolconqucs 1, 3, 3, 4 
(non situds dans un racme plan); on pout roKardor (37) la Ilessionnc conimo Jacobienne 
de ces quatro surfaces d’ordro n — 1 . Les preinieres polairos dc tons los points dc 
I’espace, par rapport a ces quatre surfaces, forment, d’apres le llidoriimc (11), un 
assemblage symdtriquo dc quatre systenies lindaircs project! fs cl’ordro n — 2; done 
(46), la Ilcssienne a 10(» — 2)® points doubles, situcs sitr tm nombre infini dc surfaces 
('■Pi 1 , 'Pn , • . ■) d' ordre, 3 (n — 2). 

Ell dosignaiit par P,s la douxieme poliiire inixte de deux points r$, ot on conservant 
dll resto les synibolcs adopLds ci-dcssus (46), on voit tout do suite que 'P ,2 esl le lieu 
des poles du plan 134 par rapport oior premieres polairos dcs points du plan 334 (30), 
et atissi le lieu des poles du plan 33*1 ywr rapport aux premieres polaircs des points 
duplan 134, Or, d'aprbs le tlidoremo (11), si le plan 134 est la polaire (n — 2)'''"'' d’un 
point X, par rapport a la promiere polaire d’uii point r du plan 334, lo memo plan 
134 est aussi la promibre polaire do r, par rapport a la polairc '(» — 2)*'"'’ do x, e’est- 
iX'diro que 134 est le plan polaire do r par rapport a la quadrique polaire de x. 
Done, 'Fij est le lieu d’un point x tel que les plans 134, 334 soni confugurs par rapport 
a la quadrique polaire dc x *)• 

Goniino cas particulier, 'Fn est le lieu des poles du plan 334 par rappixri aux pre- 
mieres polairos des points de ce meme plan, et aussi le lieu d’un point dont la quadrique 
polaire est tanyente au plan 334; ct aura la ni6me signification par rapport nu 
plan 134. Appolons cos surfaces ^Pu, ^22 surfaces polaircs pttres des plans 334, 134 
resp., ct 'P 12 surface polaire mixte do ces ineines plans. Done (46): 

La Ilessicnne est touchee par la surf ace polaire pure d'un plan quelcouque suivani tme 
courhe gauche d'ordre 6(n — 2)®, qui est le lieu des points doubles des premieres polaircs dont 

*) La aoction do 'Fw par I’lin dos plans 234, 134 est Avkloiinnent le lieu doa points do con- 
tact de 00 plan avoc lea promiCroa polairos dos points do I'autro. 
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Irs poli'H :f(ml ikim Iv plan dnmt', hi's dva p mo hvmlr fioi/ar/ ruin' lu UrsNinitir vi f* ' 
surfai'm polahrx /i/ov'v dr tlriir phoix narhwtiarx .md xihirrx nnrnildr sav In tnitf'**''-' 
po/uh’c mil'll' dr rr't driu' plain. Toidrx ri'x saifart x palanrx parr's rl iiurlra, vt ilia (nr 
IohIi'x rrs imrhrs ipowlirx d'tmhr <•(;/ ‘.i) pamrnt par Ira l(i(« poiala doiddi ss •(' 

In I li'ssinniir. 

<iH, l/U HiirlacD 'K, poliiiiv pun* iriiii pluii inii'|ciiin[ii(« ril), a .|(w •:>)' pin'iiln 
IiIdh ('III) HiUu'S stir nil iimiilii'a iiil’mi iln .siirlan's ’.!(« *,>). Si )■ . > 

sotH ilmix pninis lixos irmio (lnii|.(‘ (l(iiiiii‘r, rl (|U(' .1 soil on iioini, iiioliilr .sitr ttiir juif 1 *■ 
(lroil,r domiro IJ, Irs mirfiinsH I',,,, !’ „ Idnnrnuit. ilriix l'iiisrraii\ piojrrtirs, ;irin'>ral<-«i • 
Hurfacr ‘ 1 ’ d'ordrr 2 ), iiai srra Ir lira drs rianlirs pidnirrs (d'ordrr (>i ** * ' 

d<; la droll r rx par rappori an.r pirmlhns polahr.a ili"s poiniii dr (I (li). Or, (I’lipi i*-* l> 
iliroi'iuiio (12), si Ids iiroitiirmi polniriia dr r, s pur nipporl. ti la prrinirri' ]K)laii»' 
sc passriil. par lit! poitil, //, n'lciproipuniiriil, la )ir('ini»'rr polairr dr .r par rapporf s'* Sj* 

(» 2 ) polairr dr 1 / passora par r, s; <|iir Ir plan polairr do a: |iar irti' 

poll a la tpiadriipio iiolairo do 1 / passora par la droi(.r ra, Hour, *1* rxl Iv hm 
•poiid y Irl ([uc la droilr rMproiinr dr. la drnilr (1, par rappoil a In iiiiadriqitr pahirrr 
dry,i'xl rm'.o)dr('r pur la droilr rx. DaiisroUo drliiiition, on prni, t''vidoininonl. pnii*** 
lor oulro olios Ics di'oilrs rs, U; dour, 'l> rxl auard Ir lira ilrx warlim polairrs dr If / 
rapport aiu; pmiiirre.'i polairrx drx pohilx dr rx D'aprra rr ipn pnsu'^tlo, lu siirl'a* 

, oonpo <)► siiivtinl doux ooiirlios d’ordrr (a 2)', iloiil I’lmo osl la ooiirlio imiIii»*«' 
• do lu droilo rs jiar rappori a la prriiiiorr polairr dii point do (1, ol I'anlii' ir.l 
ooiirlaj polairo do (i par rapiiorl a la proiiiirro polairr du jioinl r dr rs; or, li'H (n . 
points ooiuinuiiH i\rrH doiix roiirlira soul aiilanl do points d(' ronlaol onlrr I’,., rl *!■; 
dour, d> I'xl iinxxi I'mirloppe dr In drii.dimr polnh'r mi.rir dr dritr polrs mohilrn, 
xitr (i, I’aidre xar rx, Nous appolons oollo Hnrraor ‘l> xnrf'nrr polnirr tuisrlr. dos drinj »-.h 
(I ol r.s’. 

Mil rovriiaiil a la Hurfaiio 'K, on voil ipio rsl, la siirfnoo pcdiiirr inixlo di'S dioit t 
111, 211. Aiissi, d>,i a la inAino sipiniliraliou par rappori a driix droilos ooinoiilont <“t r 
r’l'til a-diro ipU) 'l>,, exl lit lira ilrx polrx don! Irx nundrhpu'X polnirrx xonl Iniujmti' ^ 
la ilroitr 211, olo. Appoloiw ro lion xiirf'ncr jioluhr parr do la droilo 211. Aiiisi, »'iii 
rdsunK') (411): 


*) ,Si I'oii o.oiiviont trappolor ymv/liiVmw do <iuati'0 HUifnooH, tlonl ((uoIhooh-hooh soiooi 
plans, lo Ilou d’uu poinl m'l so cmipoat Uis proniU'o'os polairr, s iron poiiil situA iliuiw l<*s iiUtt*'” 
duo]i6s pur rappori aux iiutnw surl'ucoH doioaVs; il> taira la ,lai!ol)lriiuo do tloux jilaoH ptr* ••,<».* a. * 

jHvr (4 ot (loH surfaces Uc iiiAinu, 'I'ls osl la .lar.oPlunno du plan 134 ol dos » 

I’l!) I’lll ^'I’t 
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La surface polaire (pure) iVun plan donne est ioitchec par la surface polaire ^mrc 
d'une droiie quelconquc sitiice duns ee plan, suivunt tine courie i/auche d'ordre H(n — y)®, 
qid est le lieu des poles dii plan par rapport aux premieres polaires lies points de la 
droite. Les deux courses de contact cntro la surface polaire dit plan el les surfaces po- 
laires pares de deux droitcs Iracees duns ce plan, sont placees sur la surface polaire 
mixte dcs deux droites. Toutcs ces surfaces polaires purcs et mixles (des droitcs du 
plan), et jiar suite tonics cos conrhes ijauclies d’ordre 3(» — 2)', passeiit ])ar les 4{« — 2)" 
qioints doubles de la surface polaire du plan donne, 

40. La surface (douxicine polaire mixte des points r, s) admot, ellc aussi, 
line definition analogue a colles des surfaces et ICn eflot, si la pveniifero polaiio 
de r par rapport a la preniiero polaire de s passe par uu point x, reciproquo.nicnl, 
d’apriis lo tlidoreme (12), la premiere polaire do s i)ar rapport a la (n — 2)'"" polaire 
do X passera par r, c’ost-a-diro quo le plan polaire do s par rapport ii la qimdvi(iue 
polaire de x passe par r. Done, P,,, est le lieu d’lin point .t tel que les points r, s 
sent conjugues par rapport d la quailrique polaire de x. Si los points r,s coi'nc.ideul, 
on retombe siir la definition do P,,, (detuxieme polaire pure du point r), 

50, La surface <D, polaire pure d’uuo droite quelconquo 12, a (n— 2)*' points doubles 
(42) situds dans uii nombro infini do surfaces {Pn, Pu, ...) d’ordre n— 2. On est ainsi 
conduit d. dire quo: 

La surface polaire (pure) iVuno droiie donnfie est iouchee par la denxihne polaire 
pure iVun point quelconquo de celtc droiie suiounl nne eourhe gauche d’ordre (n — 2)*, 
qui est la eourhe polaire de la droite par rapport a la premibre polaire du point. Jn:s 
deux eourbes de contact entre la surface polaire de la dtoile et les dcitxibmes polaires 
pures do deux points qiielconqucs de la meme droite, sont placees sur la deuxihue polaire 
mixte de ces points. Toutos ces deuxihmes polaires pures et mittes (des points de la 
droite), et dbs lors toutes ces eourbes d’ordre {n — 2)^, passent par les (« — 2)’ 2 foiHis doubles 
de la surface polaire de la droite donnt’c. 

61. II rdsulte do ce qui prdeedo (48, 50) que la surface polaire pure d'un plan 
est I’envcloppe des surfaces polaires pures des droites situbes dans ce lilan, et quo (a 
surface polaire pure d'une droite est I’enveloppo des dcuxibms polaires pures des points 
de cette droite. On pout ajouter, d’apres (43, 40), que les surfaces 2 ^olaircs purcs et 
mixte de deux droites, sHuSes dans tin meme plan, sont toucMes aux mbmes (n — 2)^ 
points par la deuxihne polaire jnire du point de concours do ces droites (d’ofi il rdsnlte 
que la surface polaire pure d’un plan est aussi I’envoloppe des deuxiemes polaires pares 
des points du plan); et que les surfaces polaires pures ct mixte do deux plans sout 
toiichdes aux infimes 4(n — 2)“ poinfs par la surface polaire pure de la droite commune 
ii ces plans. Et en outre (44): la courbo eniicho d’ordre 3(n — 2)’, lieu des polos d’un 
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pliiu (loimrt liar rapport anx proinioros polairos dea pointa (Vimo clroite tloiiiu'.,., «'•>* 
plac.t'su Bur la .sm’l'iic(5 polairo iiiixtuilo ro plan ot trim aiitro plan (iii(’l(’.oii([U(! 
par la ilroito iloniioo, ot luiasi sur la siirfaro polairo mixto do (‘.otto drnito cl. 
antra droitc fpiolc.()iu|ti(! sitiido daiia lo plan domid. Etc. otc. 

r)2. lioa pnsinioroa polairoa doa itoiuLa il’uno droito qucIcoiKpio forniont im Ijii.sct-.iu 
qni roiitiont 4(«--2)'' snrlao.()8 donct'a (I’lin point douldo (20). Done, /c (leu 
Uont h')} jmmiiem polaires oni tin point double, cat mte surfuee tfordre '!(» e ni 

I’apjadlo mrfucc nodule, mijinjuve. on sniface Idleinerienm'. 

Nona pemvona diro (12) (lun la J lessieune est le. lieu den points dont les (piudrt'i'^ - 
poliiim sotii dcs eoncs, ot (pio la Htehiirionne est le lieu dcs sommels de ces rvnir -;. 

Jjii, Hessicnnc cl la Hleinericnne. so com\spondimt, point a point. Sit) oat un 
doiddo do la promU'iVO polairo d’nn point o', (‘.’oat4-diro, ai o o.st lo polo d’lm 
((uudriquo do aoiuinct o', loa points o, o' aoront doux points coi'rc.Bpoiulan(N il»* J ‘ 
Ilossicnno ot dc la Htoinorionno. 

rd). La llcssienne cst uussi le lieu des points de contaet entre- les pwnihes pulitti^ 
{:)2). Sokmt o,o' denx points corrospoiulants doa donx anrfacos nodaloa conjugin'i*.'* : l.-i 
promi('ro polairo do o' ot uno autro premitiro polairo | dont p soil lo polo ( J 

par 0 (hHorminoront iin faisooau do surfacoa toudn'ios on o jtar uu indnio plan E, * I.' 
plan E oat lo plan polairo do o par rapport i\ la proinioro polairo dep, c.’c.sDul 
lo plan jiolairo do p par rapitort au cono quadri(|Uo polairo do o, dont lo aomixt • 
osto'. Done J'l pttsao par o' j 1"], o'ost-iVdiro quo le plan E pas,se. lonjonrs par la droti* « - 

fid. Hoiont 0 , Oi doux points, iuftnimont voiains, do la Ilossionno; o', o'l 1 (muh pMStk''- 
eorrospondauta sur la Htoinorionno. Dos (pio los proinidros polairos do o', o'l Houf 
adeutivos ot doiidos doa points doubles o, o,, lour oonrbo d’ intorstiction passorii . 

ot eonsdquoininont lo plan polairo do o passora par o'o',, qui o.st uno droito (aiin**r!.;'> 

on d i\ la Htoinorionno | ‘"J. (Jtda sub.sisto tpudlo quo suit la dirootioii do cotto . 

done le plan polaire d’un point dc la ITcssienne csl tuni/cni u la (^teinerienno an 
oonvspondant. 

On ddduit do li\ quo la Steinmomie csl une surface do la clause \{n — OM** . 

car CO noinbro ost colni des iiitorsoctions do la Ilossionno avoc la courbo poluirti 

droito qiiokonqiio. 

DO. Los polos cl’iui plan (par rapport h la surface fondamontalo) sent (3) los {»J l 
intflr.seetions dcs proinibros polairos do trois points «,/),c do ce plan. Hoit u nti 
de la Hlcinorlenno, ot soil ai)c lo ))lnn tangent i\ cotto surface on co point; dun^, * - 

cas, la proinibro polairo tie a est doudo tl’ua point double a', ot los promiftres pol*«.eii-t 

do b ot 0 passont jiar a'. D’o\1 il suit quo le plan ianyont a la lildnerienne, ' ^*<4 

de ses poinls, a deuu) ^loles coincidents au point eorrespondunt de la llessicnno. 
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56, Un point double w de la Hessionne est situ6 suv la surface polaire niixte do 
deux, plans quelcouquos (4,7); c’ost-a-dire qu’il y a dans un plan quelconque nn point 
tel que le plan polaire de to, par rapport a la premiere polaire do ce points est indt'^- 
termiud[“]: autroment, il y a dans un plan quolconque un point dont la premiere 
polaire a un point double on to. Done, oj est Ic point double d’un nombre inflni de 
pi'omieres polaires, los polos dosquellos, appartenant naturcllcinent a la Steinerienno 
(52), sout on ligno droito (car il y a un tel polo dans un jdan quelconqiio). Ainsi, 
au point to correspond sur la Stdnoricmie, an lieu d’uu point unique, une droite, dont 
cliaque point sera, par consequent, double pour la quadrique polaire de w; e’est-a-dire 
que la gimlriquo polaire do to est nno couple de plans passant pur eetie droite. Et lo 
plan polaire de to sera tangent a la Slcinericnne tout lo long de eetie wdne droite. Done: 

La Sleinerienne contient 10(?t — 2)* droites, dont chacune correspond d un dcs points 
doubles de la Ilessienne. 

57. Deux cour))os situdes rosp. sur la ncssionno ct sur la Stoinorionno pciivont otre 
iioinrndes correspondanles, lorsque rune est lo lieu dcs points corvespoiulants aux points 
lie rniitre. Ainsi par ex. la courbe plane d’ordre 4 (h— 2)^ on la Stoincrienno est 
coupde par un plan quelconquo E, ot la courbe gauche d’ordre (){« — 2f, an long de 
laquelle la Hessionne est touchde par la surface polaire (pure) do lO (47), sout deux 
courbos corrospondantos; paree quo la deuxidme courbe est le lieu dos points doubles 
dcs promidros polaires dcs points do E. 

On pent tres-faciloinent tldterminer la courbe qni correspond il 1’ intersection do 
la Ilessienne avoc une surface quelconquo S„, d’ordre m. Soil K la surface envoloppe 
des plans polaires dos points de S,,.: surface qui est auasi lo lieu d’lui point dont la 
premibro polaire est tangente fl S,„ (15). Si o ost un point commun i\ S,„ et a la 

Ilessienne, le plan polaire de o touchora il la fois K et la Bteinerienne au point 

correspondant o' (54). Or, la premibro polaire de o', aynnt un point double on o, touche 
S„, on CO point; done o' appavtiout aussi il K, et par suite la Steinerienno ot la surface 
K ont un point do contact on o'. Done K est tangente a la Steinerienno tout lo long 
de la courbe qui correspond d V intersection de la Jlessienne uvea S,„ *}. 

Les points oix cetto courbe de contact est roncontrde par un plan quolconque corrC' 

spondout aux points commuus h. S,„ ct a une courbe d’ordre 6(tt — 2)®; i’ordre de la 

conrbe de contact est done Gm{n — 2)^. 

On pent donmnder aussi I’erdre do K. Los points ou cotto surface ost roncontree 


*) Ce mftrnc raisonnetucixt prouve auesl que In {Ifivoloppnblo polniro d’uno di-oite louche 
In Stoinci'ioiiuo aux points corrospoudaiits aux intorseclioiis do la Ilossloniio avec cotto droite. 
(El do infimo pour uno llgne quolconque). 
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par URO droitc arbitrairc sent los polos (rautanfc do surfaces (rnn faiscean, qui touchont 
S„,; done (33) K est de Vordre }n(3(«— 2)*-|-(m.~l)' + 2(«~2) (h).-- 1)). Si m=«- 1 , 
Tordro do K (lieu d’liii poiiil. dont la proiiiibro polairc esl taiigente a uu plan cloimi^) 
est 3(« — 2)': aiiisi qu’on I’n ddjil troiivd (15). 

58. Nous avons vu (5) quo la quadriquo polairc crmi point parabolique de la surface 
fondamcntalo est uu couo. Rdeipvoqucniont, il csl Evident quo lout point de la surfat^c 
fondaincntalo, dont la quadriquo polairo soil un cono (n’nynnt pas son somiuet an pol*% 
auquel cas on aiirait un point doul)lo), csl un point paraboliciuo. Par consequent, 

Urn des points paraloUqxws est la mirhe. gnuclie iVordro in{n — 2), intersection de f re- 
surface fondamentale avee la Uessknno. Naturcllemcnt, cetto courbe parlago la surface 
F„ on donx rdgions, dont runo contient lc.s points liyporboliquos (ii indicatrice hyp or- 
boliquo) ot I'autro les points olliptiquos (it indicatrice olliptiquo). 0’est-(\-diro quo I o 
plan tangent, on un point do la surface F„, coupe collo-ci duns uno courbo pour 
laquello lo point do contact ost un nooud on un point Isold, suivant quo co point 
appartiont tl la premibro on a la douxibmo rdgion. 

69. Un plan tangent do F„ est slationnaire si Ic point do contact est parabolique. 
Or, la preinibrc polairo d’un point quolcouquo do I’e-spnco roiiconlro la courbo pni*a- 
boUquo on 4«(n— 1)(«-~2) points; co noinbro oxprimo done, combien de plans statioii- 
nairos passent par co point nrbitraire: ainsi qu’on I’a ddjit Iroiivd ailleurs (8). 

60. Supposons quo la surface fondainontalo F„ contionno uno droite A. Un iilau 
mend arbilrairoinont par A coupo F„ dans uno courbo d’ordro n — 1; ot uno surface 
d’ordro » — 1, inondo aussi arbitrairemont par cotto courbo, roncontrora do nouvonu U',, 
dans line courbo gauche G d’ordro (» — 1)*, qu’on pout prendre coinme base d’lm fniscoaxi 
d’ordro n — 1. Uno surface quolconquo S do co faisccau coupo F dans uno courl>c 
plane d’ordro n — 1, dont lo plan E passo par la droite A (car cetto dernibre courlio 
doit contonir les w — 1 iutorscctions do S avec A). Ainsi, la surface F„ pent cltrc 
ongendrdo I’aide do doux faiscoaux projoctifs, I’un de plans E par A, i’autro dc 
surfaces S par 0. 

Tout plan E esl tangent A F„ on n — 1 points: c’ost-fVeliro aux points on A renconti't'- 
la surface S corrospondauto A E; car cos points sont doubles pour la section do l''„ par* 
E. On pout demon dor lo nombro dos plans E qui toucliont F„ hors de la droite A. TJii 
plan E moiid arbitrairemont par A toucho 3(« — 2)* surfaces S' (car colles-ci forment im 
faisccau), auxqnelles correspondont autant do plans E'. Edciproquement, la surface H' 
corrospoudaute A un plan arbitrairc E' ost do la classo (n — 1)(« — 2)*, ot pai‘ suite olio 
ost touchbo par autant de plans E. II y aura done 3(?i — 2 )*-|-(m — l)(rt — 2)® cofneidoncea 
do E avec E', c’est-a*dire qu’iJ y aura (n-|-2)(»— 2)® plans E dont oliaeun cotipera U',, 
suimnt xme courhe {d’ordx'e n — 1) dou6e dc point double. 
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Dans le faiscenu des surfaces S il y eii a 2{u — 2) qui touchent A; les points de 
contact sont Ics points doubles de 1’ involution d’ordre n — 1 fonnde sur A par les 
surfaces S, ou, ce qui est la meine cliose, par les courbes d’ordre n — 1 coniinunes a F,, 
et aux plans E. Cos ‘2{n — 2) points sont les souls points paraboliques qui se tvouvont 
sur A; car si un point do A est parabolique, le plan E tangent a F„ on ce point doit 
coiiper cetto surface suivant une courbe (d’orilre (n — 1)) touebde en ce point par A. 
Mais d’un autre cotd, la Ilessienno dtant de I’ordro 4 .(h —2), ces 2(w— 2) points doiveiit 
reprosenter les A{n — 2) intersections de cette surface avec la dioite A; done 

Tonic (Iroite situee sur la surface fondamcniale est tanymta en 'l[n — 2) points a la 
surface Ilessienne, cl par suite a la courbe parabolique. 

Cl. Ghorchons Tordre du lieu des puires de droiles osoiilairices d h surface fonda- 
Pienfale, mix points de I' intersection de celle-ci avea une autre surface S,„ d’ordre m. 
Souvonons-nous qne les droitos osculatriccs en un point de F„ foriiient I’interseotion 
du plan polairc ot do la qnadriquo polaire do ce point (5). Soit done (I iino droite 
arbitraire; x un point quelconque do cette droito. Si une quadriqne ])olaire passe par 
X, le lieu du pole est la deuxierae polaire do x qui couperaln courbe («in) en mt{)t —2) 
points; ot les plans polairos de cos points reiuumtreront (< en }»«(n — 2) points .F. lldci- 
proquonicnt, les plans polairos qui pnssent par un point quolcompie do G out lours 
poles dans la proinibro polaire de x', qui travei'sora la e.ourbo {««») eii mn(n — 1) points, 
dont les quadriques polaires donnent 2nin(n — 1) points x sur G. II y aura done, sur 
G, mn(n — 2)-|-2}»H(n — t) coincidences do x avee x', e’est-a-dire quo le lieu demands 
est une surface de I'ordre mnifin — 4). 

Pour cette surface (gauche, on gdiidral) la courbe {>««) est double, car chacun de 
ses points est 1’ intersection de doux gdndratrices rectilignes. Si Ic lien en 

question coupe le plan S suivant la section de F„ par S et les 3«(« — 2) tangcuites 
stationnaires do cetto courbe plane. 

Si «(.=d.(w — 2), I’ordro du lieu devient ’4«(n— 2) (3»-~4); innis, si S,„ est la 
Ilessienne, il faut prendre la nioitid senloinoiit de ce nombre, pareo que la courlio [mn) 
est, dans ce cas, la courbe parabolique (68), ot par consdquent, en chacun de ses points 
les deux droitos osculatriccs sont coincidonlos. 

Dans CO memo cas, le lieu ost une surface ddvoioppable, car lo plan tangent ft 
I'„ en im point parabolique est stationuaire (c’ost-a-dive qu’il doit dtre rogardd comine 
un plan bitangont, dont les deux points de contact sont infiiiiment voisins), et deux 
plans stationnaires cousdeutifs passent par la droite osculatrice *); d’oii il suit que 
le lieu des droites oseulatriees, le long de la courbe parabolique, co'ineide avec la surface 


*) {Teoria ffeometrioa delle snper/lcle, 31]. 
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enveloppee par les plans slationnaires *), (lent nous avons cl6ji\ cl6termin(5 laclasse (8).*’^) 

62. On dematido a connaitro k cUveloppable circonscrUe it la surface fondmnenla I o 
saivant la eourbe cVorclre n, interseelion de celle-ci am tin plan donne E, 

La preinioi'c polaivc d’uii point uvbitrniro x do I’cspaco rencontre la courbo (>/) 
en n[n — 1) points; la classe de la developpiihle cat done 

Si deux do ces }«(«—!) points coincident, le point x appartiendrn a la doveloppabLs 
coinbien do points do cette esp6ce y a-t-il dans uno droite arbitrairo G? Les promii'^roH 
polaires des points do G forinont un faisceau et par suite coupent lo plan E snivnnL 
un faisceau d’ordre «— 1, dans Icqiicl il y a n(3n— 5) courbes qui touchout Iia 
courbo («), celle-ci dtant supposde sans points multiples. Si cetto courbo a S [joiutH 
doubles et h rebroussements (e’est-d-dire, si le plan E a 8 contacts ordinairos ol /• 
contacts stationnaires avec F„), Ic noinbrc prdeddont deviondra n(3H. — 6) — (28-|- .‘l/r). 
Ce nomlre exprime done I’ordre de noire dSvcloppahle, 

Si, parmi les «{«- 1) intersections de la premibro polairo do x avec la courlm (ji), 
il y a tvois points co’fncidents, lo point a; appartiondra i\ la courbo cuspidale do la 
ddvoloppable; et si, an coiitrairo, la promibro polairo do x a deux contacts avec Ui 
courbo («)i ® sera nn point do la courbo double do la ddvoloppablo. On pout doiio. 
denmndor coinbien do points x do cetto ospbeo sent contenus dans uu plan quclconqua- 
Les proinibros polaires (les points de co plan coupent E suivant un rdsoau d’ordro n — 1 , 
dans loqiiol il y a 6«(» — 2) — (6S-|-8/v) coiirbes osculatriccs a la courbo (n), at. 

|(n(3 K— 6)— ( 28 -|- 37 i:))“— «(nK— courbos qui touclient la infmu* 

courbe en doux points distiiicts. Ges nomlres expriment done I'ordre de la courhe cit- 
spidale et I'ordre de la courhe nodale de la dheloppahle dont il s’ngit. 

63. Quel est le Ueu d’un point lei quo sa qiiadriquc polaire (par rapport il F„) pansr 
par les sonmets d’un iStraklre eonjugu6 a tine surface donn^e S de second ordre? Soiont ((, f* 
deux points quolconqnes j conjugubs par rapport cl Sj; C la courbo d’orclro (■Ji — 
intersection des deuxibunes polaires de a et b, et des lors lieu dcs poles des qnndriqui^a 
polaires qui passont par ce,s points; d,V les points ofi S coupe la droite rciciproqiu! 
de ah par rapport n S. Lea quadriques polaires passant par a et h, ferment him* 


■'■) Oatte cldvaloppable es( circonscrUe d la Sieinenenne suivanl la courbe d'ordre G/i(n 
qui correspond (57) cl la courbe paraboliqtie, En offot, si o est un point parnboliquo, lo plan 
(stationnnii-'o) polairo do o touche on co point la surface foiulamontalo, et aii point corrcspondaji t* 
la Sloluorionno 

I Cos droitoa osculalricos no soiiL pas les laugonles de la courbo paraboliquo. ) 

■*^'**J Co nombro otlos autros quisulvont sont oinpruntCs aux trailbs gComfitriqucs dos courli(*»$ 
planes. [Tcoria geont^trica dellc curve plane, 87 ot lOB.] 
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s4rie telle qu’il y on a (w— 2)'' passant par im troisi6me point quolcoiiquo donn^ ; 
done, il y aura (w — 2)* quadriques de cette tn6me sdvic qni diviseront havinonlqueraent 
le segment a'V\ e’est-a-dire que la courbe C rencontre le lien cherchd en {n — 2)® points. 
Oonsdqueinment ce lieu est nne surface eVordre {n — 2)*; ()t — 2)*=n — 2. 

Tout point commun a ce lieu et a la Ilessienne est diis lors le polo d’un cone 
(quadrique) polairc circonscrit d un trifidro conjugud a S. Done (57) h lieu des som- 
mets des cones (qnadriques) polaires circonscrits d des trimlres conjttgiiis n la quadrique 
donnee est une courbe gauche d’ordre 6(« — 2)^ 

6d. Quel est le lieu d’un point tcl que sa quadrique polaire soil inscrite dans un 
tcfraMre conJuguS d une surface donn6e S do second ordre? Soiont A, B deux plans 
quelconques j conjuguds par rapport a S 5; C la courbe d’ordre 9(u— 2)®, intersection 
des surfaces polaires (purcs) des plans A, B, ot des lors lieu des poles des qnadriques 
polaires qui toucliont cliacuu do cos plans; A',B' les plans tangents do S mends par 
la droito qui est vdciproquo de la droilc AB par rapport a S. Los quadriquea polaires 
tangentes fi A ot a B forment uno sdrio tollo qu’il y on a 27 (« — 2)® tangontes il un 
troisicino plan quolconque; done il y on a aiissi 27(«— 2)'* tollos qui seront coiyugudos 
aux plans A, B'. Ainsi la courbe 0 contient 27 {« — 2)* points du lion deinandd; done 
ce lieu esl une surface do I’ordre 27 (h — 2)®; 9(n--2)® = 3(« — 2). 

Si lo tdtraddro conjugud S a un soinmot x sur S, la face opposdo sera le plan 
tangent d cotto surface on x, et, des trois autres faces, uno co’fncidora avoc ce mbinc 
plan tangent, ot les donx rostantos seront deux plans quolconquos mends par deux 
tangontes conjngudos do S on x. Un tol Idlraiidro pent done, ctro rogardd commo 
dtant circonscrit a un cono quadrique qnclconqiio do soininot x. Par consdqueni, si x 
ost un point commun il S ot it la Stoinerionno, lo polo du cono polairc do sonimct x 
appartiondra au liou dont il s’agit; e’est-it-dire quo cc /ien coupe la Ilessienne suivanf 
la coilrbe correspondante d V intorscolion de la Bteinerienne awe B. 

Si S ost lo systdmo de donx plans, le lieu considdrd dovient dvidcinmont la surface 
polaire mixtc do cos plans (45). 

65. Oliercbons le lieu tVun point tel que sn quadrique polaire, par rapport a la 
surface fondamenlale passe par les sommets d’un Utraedre conjugue d la quadrique 
polaire du mSme point, par rapport d la Ilessienne, Soit G une droito arbitral re; x un 
point de G. Lo liou dos poles dos quadriquos polaires relatives k P,,, circonscrites it 
des tdtraddres conjuguds ii la quadrique polaire du point x par rapport it la Ilessienne, 
coupe la droito G on n — 2 points x' (63). Rdciproquemont, si uno quadrique polaire 
relative it la Ilossienuo doit 6tre conjugude it un tdtraddre inscrit ft la quadrique po- 
lairo d’un point A, par rapport it F„ (c’ost-it-diro, si la promidro quadrique doit dtre 
inscrite it un tdtraddro conjugud it I’antro), le liou sera (64) uno surface d’ordre 
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3(4(h— 2) -u], (|iii coiiiiuni (t on nutiint do }>oint8 m, Cotto droito contifin(, diwM’ 
j , — 2 -f-l2(K — 2)--0 coYncideiicos du x avoc on d’antros tonnes, lo lieu tleniuinl.*' 
sst line eurfcice d'ordre 

Oonsiddrant los points oomiiuins i\ oetto aurfiioo ot )\ la Ilossionne, nous ponvoii^^ 
ajoiitor (luc lo lion d’lin point (siir In Ilossionne) dont Ic oonc polaivo est oircoiiHi’i'it 
A nn triiidro oonjugud a la (lumlriqno polairo du iiiAiuo point, i)nr nipi)ort A In Ilonsioiin*' . 
cat nun oourbe gfliicbo do I’ovdro 4()i — 2) (1 (12). 

fifi. Pareilloinont, on ti'ouvo qno le lieu d’un pohil (el t(ue m quadriqne polairr futr 
rapport d F„ soii imeriia d un U'irahdre eonjwjue u la quadriquc polaire du mhne puinf 
par rapport a la Tfessionne, esl mie surface T de I'ordrc 4 (n - - - 2)— 2 -| If (« 2)-- - 7 « - | I i . 

Oetto surface oouporn la Ilossionne siiivant lino courho, clmquo point do impM'iU' 
sora le [lolo (rolativomont a F,,) d’lui cono quadriquo nyant son sominot sur liiqiid 
driqno polairo dn nnnno point par rapport a la ITossionno. Done, lieu d’uii pt.iaf 
(sur la Jfessienne) dont la quadriquc polaire par rapporl d la Hessienne, p/is'se ptu t*- 
point conrspomlant dr la Flleinerienne, esl uiie oourl/e gauche d'ordre A {n — 2) (7» - 1 f. J . 
silnih dans la surface T. Cotto roni;bo passe doux fois par los lO(n — 2)'* points donlili' < 
do la llossionno, oar cliaoiin do cos points a un noniln'o inlini do points oon'OHpuii ■ 
dants sur nno droito (50) qiii coupora donx fois la quadriquc polairo do oo point, 
relative i\ la llossionno. 

f)7. Quol ost le lieu tVtm point, le plan polaire duqnrl par rapporl d la Uessinruti'- 
est Inngenl n la quadriquo polaire da m/ime point relalimmenl d F„V Roit (t nno dr<>i t*-* 
arldlrairo; un point do (i;X lo plan polairo do x par raiiport a la Ilossioimo. L* ■ 
(piadriquos polairos rolallvos iV F„, qui loucliont le plan X, ont lours poles (lann l;t 
surface polairo (pure) do oo plan (47), qui coupora G1 on 3 (a —2) points :t!. lli'i‘ini'4* - 
quoincul, si uno surface polairo doit passer par id, lo plan covrospondant sera laiiKt^nt 
a la quadriquo polairo do .F; or, los polos (rolatifs A la llossionno) des plana laiiKt'iit 
d’uno stu'faoo (luadriipio, so trouvont sur uno surface (1(1) d’ordro 2[4(» —2) — 1 ), «i»t« 
coupora (t on antant do points done (r contiondra 3(» — 2)-|-R(u— 2) — 2 ciuitfi 
donees do x avoc ot par suite lo Hon doinandli esl une surface W d^ordre 1 1 »■ t' i , 

Un point x do la surface T (60) ost lo soinniot d’un tdtraiVIro oirconseril. i\ Ij* 
quadriiiuo polairo (do .<:) par rapport A F„ ot coiquRud A la quadriquo polaii'o (tltt 
inoinc point) relative a la liessioime, pourvu quo co point x soit situd sur la imluti 
rdciproquo do la promiAro (ptadriqiic par rapporl A I’antro; auquol cas le plan polnir.- 
do X par rapport A la Ilossionne ost langoat A la quadriquo polairo du inOuK’' point 
par rapporl A F„; c’ost-A-diro qno, dans cotto liypotliAso, x ost aussi im point, du t’*. 
Done le lieu d'un point qui soil im sommei d'm IHraedre circonserit el conjugal' r#***/*, 
aitx quadriques polaires du meme point par rapport a F„ d la Jlessienne, c-'^l tttstr 
(otirhe gauche d'ordre (lln — 24) (7 « — 16), inlersection des surfaces 0 ct T. 
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68. Quel est le lieu d'un point tel que sou plan polaire par rapport a la Hcssknne 
soit conjugue d im plan donne E , par rapport d la quadrigae polaire da meme point 
relative d F„? Si x est uii point tVunc dvoite G, et X le plan polaire de x par rap- 
port & la riessienne; le lieu dos poles des quadriques polaires (relatives pour 
lesquollos E et X sont deux plans conjugues (47), coupera G en 3(» — 2) points sd. 
R^ciproquement, si y est le i)ole dii plan E par rapport a la quadrique polaire d’un 
point relative a la surface fondameutale, la premiere polaire de y par rapport 
a la Hessienne coupera G on 4 (m — 2) — 1 points x. La droite G contieiulra done 
3 (h — 2) + 4(« — 2)' — 1 coincidences de x avec o’cst4-dire quo le lieu cliovclid est 
une surface d’ordre 7« — 15. 

Si X est un point de la Ilessicnno, dont le cone polaire ait son sommet sur le 
plan donnd, on sur le plan polaire do x par rapport a la Hessienne, cc point x ap- 
partiendra au lieu Sj,; car, commo le plan passant par lo sommet a un nombre inflni 
de poles (sur la droite polaire du plan, relative au cone), il est conjugud k tout autre 
plan quelconquo. Lo premier cas a lieu pour les polos des cones polaires, dont les 
sommots appartionnont h la courbe d’interscction do la Steinerieime avec le plan E; 
done, Ic lieu S,, passe par la courbe gauche d'ordr'i 6(n — 2)* qui correspond a la section 
plane E de la Steinerienne 

On vdrifle la socondc liypothbso, si lo plan tangent en a; d la Ilossienno passe par le 
sommet x' du cone polaire; auquel cas lo point x appartient aussi dvidomment tl la 
surface W (07). Done lo lieu ilm, quel quo soit lo plan E, passe par la courbe commune 
a 0 et a la Hessienne **), Cette courbe est de Tordro 4(n — 2)(7n — 15)~f)(«. — 2)**= 
2 (h — 2)(11r — ■ 2<1), nombre qui est la moitid du produit dos ordros de 0 et do la 
Ilessicnno; done, oes deux surfaces sc touckent (partoul oil dies sc rencontrentj suivant 
me courbe gauche d’ordre 2(n — 2)(ll» — 24), lieu d’nn 2 >oinl dont le plan 2 ^olaire par 
rapport d la Hessienne passe par Ic point correspondant de la Steinerienne. 

Toutes cos surfaces t d’ordro 7« — 15, passant par nnc inftino courbe gauche d’ordre 
2(n — 2)(11r — 24), ferment un systdmo lindalrc. En effot, si a, h, e sont trois points 
donnds arbitrairoment dans I’espaco; A, B, Clos plans polaires do a, i, o par rapport 


*) Le lieu Umotlfl. surface polaire (pure) rtu plan E so coupont suivant une autro court o 
gauche d’ordvo 3(?i— 2)(Brt— 11), qui ost dvidomment lo lioud’uu point tol quo sa quadrique 
polaire par rapport h F„ touclm lo plan E, ot quo lo plan polairo du mflmo point par rapport 
a la Ilossienno passo par lo point do contact. 

Tout point corainun 4 Q ot 4 la Ilosslouno appartiont aussi 4 S, car ai lo plan polairo 
rolatlf 4 la Ilessionno doit touohor lo coiio polairo, 11 passorapar losomipet do colui-ci, Dans 
lo cas do la couvbo cominuuo 4 0 ot 4 la Ilossienno ost la coui-ho correspoudauto 4 la 
courbe paraboliquo. 
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ii lii IIosHiciiiic; el u, h', 
polilirtis (le a , /j, o I'olativoH a 
passe par a, h, c. 


les poles (los plans A, II, IJ, par rapporl aux 

|f’„, lo plan M «'//(/ (lelcrniiiuiru la siirrace (iini(iii(i) i: <1111 


Oi). On (loniando k /kit tl’im point kl ijiw la liroik commune h nn plan donne I’l * ^ 
(til plan- polah'C ik cc point par rapporl a la llessienne soil lamicnlc a la tpuith'it/ ff*'* 
polniro dn mnne point par rapport, a la surface, fondameidalc. I’onr resouilre coUc (iiit'sf.i t >n . 
proiions im point x snr uiie droito qnoleotnino plan i)olairo do .a rcdalil' u In 

Ilessitinno coupora K siiivaiiL iiiio oeiiaino droilo; el le lieu des poles dos qnadii^iM'r* 
polaires, relatives a K,,, (pu soul lanf?oiitos a eolle droile, (a)U)»era G eii ‘j{)i -t*) 

points a:' (48), lUVjproqneuumt, la qiiadri((ue polaire (par rapport a F,,) d’nn poim .f' i‘r»( 
ooiipCio par lo idan K suivniit nne conique, ((iii a 2(4 ?*--!>) taiih'enles eonmitiueH nv«'i* 
la section faito par co inomo plan duns I’enveloppt' (dci elasso 4 (a — 2)-- 1 ...(I -I > J 
dos plans polniros des points (|e G, imr rapporl i\ la liessieniio. Le lieu deiuainli* 
done unc surface Su d’orilre 2(« — 2 ) [-2(4 h — '.)) 2(5 » 11). 

La surface W 06 la surface i)i!, rolalivo au. plan donnd K ((iB), ayant en eoiiiiiiMfi 
uno conrhe d’ordro 2(a — 2)(1 1 n — 24), so eonporonl suivaut nne autre eourbo piini’h*’ 
d’oi'dro 

(7»-15)(ll« — 2d)--2(«— 2)(lla~-24) -(np— 1 l)(l 1 24). 


(Jlm(pie point r. do cotto coitrbe sera tel (pie son plan p(dnire par rapport it la tressi<*mi«* 
touchera la ([iiadriquo polaire dn mdme point par rapporl A K„ ((>7), ot (pie In plnii 
snsdit .sera conjngne a K par rapport a la niftme quadriqne ((iB); done, K passi* par- 
io point oil le ]dan polaire lonclio la quadriqne, ol dos lors riutersoction do K par* li* 
plan polaire ost itno droito taiigonle A la quadriqne. 11 on suit quo .r sora im point dn 1 i tM 1 
3 i 4 . Lo memo raisonnomont pronve quo tout point do In conrho d'ordro 3(?j--2) (rm 1 t ♦ 
[v.noto au a. 08], cominnno A la surface polaire (pure) dn plan J'l el an lion iln , mipartic h f 
anssi A S,; .Done, cotto surface S„ coupe )lf,8nivanl line courbe d’ordro (Om— ll)(l la J 
sitndo sill' M, ol suivant uno autre courbe d’ordro B {n — 2)(n n - 11) sitndo snr la Hnrl'ii«’«> 
polaire (pure) dn plan K. 

Or, on voit sans poino quo, d’apros los ddfiuitions de ces lienx, tout point eomimtn 
A S,5 et A O, ot tout point coininnn A Sk et A la surface polaire do 10, aiiparlieniu'ni 
ndce.ssairenionl a Su; done la surface 3n esl loncMo par la surface W suivant la coiti-i**' 
(laitehe U'ordre {tin — ■ll)(Ha — •21), el par ia surface polaire pure du plan TO S}iir,tne 
la courbe tjaucite d’ordro 8(u — 2)(5a — 11); et ces eourbos do conlaet sont placccs ensnnhtf 
sur la surface )!(/). 


■*) n I'Caiilto <le lit {(u« rousombijo (le lii Ues.iiouno, do 3 h (d d’uno .surface arbilrali'o ‘l> d'ni » I r* ■ 
■Ijt— 9 peat 6tra (Jugondrt’) au moyon do deux faiscoaux pi'ojoctifs (B, ilm <1>, ...) d’ordre 11« iT-t 
0 t SisCi, .,.) d’ordro 7tt— 16: oil Sisdiislgno la surface polftlvo pure du plan E. 
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. Oil (lemamlc le Upai d'liu point. tp,l gHC son plan poUwc par rappod a la Ilessienne 
la quadmpte polaire du mcme point, relative d F,,, et deiir plans donnes E, E', 
i line coniipte et deux droites conjtqpwes u celle-ci. Soil r un point irune droite iirbi- 
G; X lo plan pulaire lie par rapport ii la Ilcssiemic; lo lien des poles dos qua- 
!S polaires (relatives a K.) (pii conpenl ce plan X suivaiit des coniques conjugiices 
roitcs XR, XK, est la surface polaire mixtc do cos droites (d8), qiii coiipcra G 
2) points Rdciproqnoiuont, soit Q la quadriqne polaire d’un point .r’ par 
rt a P„; on saitqno los plans qni coiipent la quadriqiio Q el les plans donnds E, E' 
it lino coniqiie et deux droites conjugiides, onvoloppent une aulro surface quadriqne. 
surface el I’enveloppe des plans polaires des points do G,par rapport a la Hossiennc, 
(d(;i--2)— 1) plans tangents coininiins, auxqiiols correspondrolit aiitant de poles .» 
. Le lien domandii done imo surface '3 f,,.; d'ordre 2{)!— 2)-|-2(d»t — q)=2(5H — 11). 
lilt point .r coinmnn ii (") et nn lion 3 b( 1>9) ost Icl que son plan polaire par rapport 
[Io.ssieniio coupe la quadriqne polaire do x relative ii F„ ot lo plan E siiivant 
droites passant jiar un seiil et incine point. La dornioro do cos droites a un 
re infini de polos (on ligne droite) par raiiport il la couiqiio formt’O par Ics donx 
ieres droites, d’ofi il suit que, relativeinont ii cette coniqup, la derniero droite est 
glide a touto droito tracdo dans lo dit plan polaire do done .n est aiissL un 
dll lieu C'ost'ii-dire quo ce Hen passe par les deux eourhes ganohes d'ordre 

-11)(11jj — 2d), suivant lesqnelles la surface ^ est touehve par les lietix’Suct Sb'. 
1. On demaiule le lion d'un point tel que ses plans polaires par rapport d F„ ci 
TIessienne, et sa quadriqne qwlaire par rapport a P„ aient tin point coimitin snr 
'an donne E. Soil rc iin point d’unc droito arbitrairo G; la droite coinninnc aiix 
polaires do .n rencontre E on un point y, ot les quadriqiies polaires relatives 
qni passent par ;/ out louvs polos snr la denxiome polaire do ce point, laqnellc 
jra Q en n — 2 points a;'. Rdciproqucinent, la quadriqne polaire d’un point x' (par 
irt il E,J coupera le plan E snivant une cortaino coniqno Or, il y a siir G 10{w — 2) 
,s X, dent cliacun a la propridtd qiie ses plans polaires, relatifs ii P„ et A la 
ionne, se roncontront siu\5r’'');donc, lo lion deniandd est une surface d’ ordre 11(«— 2). 
[uel quo soil le plan E, cotto surface passe par les 2(« — 2) points a. on la liessienno 

) Par nil point quolconqno i tl’niio droito E on pout monor donx promlftros poluiroB re- 
cS il , IcH polos doaqnolles sent los iiitorseollon.s do jK avocloplnn polaire do e; ot los 
iOrcs polaires do cos polos, par rapporLA la TIossienno, couperont E on 2(dM— S)) points i', 
roqnomonl, par nn point i on pout falro passer donx prcinidros polairos rolativca »l la 
onno, dont los polos sont les intersections do JC aveo lo plan jpolairo do i' (rclatlf A la 
enno). Los preini^ros pol.airos do cos polos, par rapport it K, , couporont R en 2^n— 1) 
s t. Done 11 y aura, snr R, 2(ln--9)-|-2(M ~ J)---iO(JE— 2) coVneidonces do i avec i', q. d. o. 
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CHt IouoIk^o par iiiia droiUi ft Hititro daim la mirfaco fondaiiKMilulii ((iO); Rar p.j, pimiii 
polaiiTa ot la (luadriiino polairo do 7, pnHsoiil. par la droilt' a oi, dt>H lorn »mt 

nn paint (anmuiiii avoa lout plan daniid 


(ftlAI'I'I'WI'l fllNQtlll'lMK. 

j\ppUo.atlon (loH proprUtlfw Bfinfirulcs h uiio Hurl’aco fourtamoiiiahy 

du oi’rti’<». 

72. (la atirfar.o fonrtmiiciilulo Hora dt'iKaniiniH uiio Kiirfina' I'', dn l.ioiHiomo ordro, I i*»it 
a fail, j?4ndra.lo, n’cal.-A-diro miiw painis at lipiK'fmmllJpU'K, TiOh iliAorAinoH ddmoiif n‘-'* 
prfaalilouiuu'nl, onntioniiont ddja tin (Jirand imnilifo dt' proprit'li^H doa aurfnoi'H cnltitiiii***, 
nniift nous nonotw lUTAtoi'nimimHAdoiinorloai'aioiKa'aparlicnliorH. Nous nous pioiai!h!*i.n^* 
Honlomont do ddvt'loppnr co (pi’i! y a do apiVial at du oaractdristuiuo A hi Hurfiu‘«' <lii 
IroiHii^nio ordro. 

lai promiAvo polairo (Haul., dans In rns antiiol, la (Hiadrlipio polnii'o, in 
Ifmimw H in Hlphurinim fo'inciiinti rn inir. srulfi d vii'hic Mtrfurr liii iinttfrirmr t*> ti»*- 
et (la In xahihnn elnsxa (52, 54). /w'.s’ poinlit tir ctilf iturf'nt'f’ ar aorraftpontlnil tlriu' 1 ) r ; 
0 H i‘lfml fianx foinls aonrufionffmlit, r/inami ti'cit.)' rsl la simnud //’a» aoiia ((nnilt t^^tt*- 
polnira iltwt I’atih'V ast la polr; i<l t;)t rJiucuu tla van fionifu In liassiniva a ptntr plan tniit/r at 
le plnn polairo flit I’linlra, (Jos mOinos poiuU soul, ooiijugiid.s liar rapport a lotiluH li'‘i 
(|uadri(|noH pnlairos (il7). 

72. Tai donxIAinn polairo iiii.\'to do doii.x poinls n, h dovioiit un plan, lion d'nii »*•! 
point, ipio par rap)»ort A sa (luadriipio jiolairo his points 0 , h sont oonjui^uds (4 m i. Sj 
I’on HO doiiao an dos points «, h, ot lour plnn polairo inixto, on tronvo I’nnirt' 
do la miuihVo Biiivanto: los (nuidriqnoa polairos dos points dn plan donnCi formoii# im 
rdsoiui, uL l(>.s ])lans polairos do a par rajiport A roa surfaoos paaaonl par nn 
point i>, (pii Hora In point oluM'ohd *). 

Ri ft CHt (ixo, ot quo lo plnn polairo inixlo tonriio anlonr d’nno droitn donut'*** *; 
lo point I) d(5orira ima droilo (f, inlorsoolion dos plans polairos do a par rapport i*iix 

■"J I Si lo plan polairo inlxUi OHt iin plan (loniiA «, ol h1 lo point a di'iorll um plan *■'< Ut-u 
do b sova nuo surfaoo dii IP onlro, la poloivo inIxto dos iloiix plaiiH a a'. I 
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quadriques polnires des points do 0-. Or, 6 coupe la Hessienne en quatve points, done 
les planfi polnires d'tin point donnc a par rapport aux cones polaires enreloppent itne 
surface tie In quatrihne classe [**]. Si a est un point de la Hessienne, le plan polaire 
niixte passe tonjouvs par «' (somraet du cone polaii-c de a) [la]. 

Si a, est donn6 avbitrairoment clans I’espace, et & est Yariable dans un plan fixe E, 
le plan polaire mixte passe toujours par un point fixe e\ le pole de E par rapport 
i\ la quatlriquc polaire de a. Done, si h ddcrit la courbe d’intersection de la Hessienne 
avoc le plan E, le plan polaire mixte enveloppe nn cone de sommet e, cle la qnatrifeine 
classe (circonscrit ti la surface qu’on obtient lorsque 6 parcourt la Hessienne); e’est-a-dire 
Clue le.s plans polaires d’un point fixe, par rapport a tons les cones polaires dont les 
sontmels sont dans nn manic plan, cnvcloppent un cone de In quatrihne classe. 

7'j. CJe quo nous avons nommd en gdndral surface polaire mixte de deux clvoites Q, G' 
dcivient nue qiuvdriqne (un hyperboloide); ct pnisqiie, dans locus actuel, la courbo po- 
lairt' d’nno droite par rapport a uno premiere polaire (3) devient la droite rdciproqnc 
dc' la droite doniide par rapport iV cine surface qnadriqno; il s’onsuit qne Vhi/perlolo'ide 
polaire des deux droUes 0, G' est le lieu des droiles reciproqnes de cliacme dc ces droiies 
pur rapport aux quadriques polaires des points de I'aidrc, on bien le lieu cl’un point 
tel quo la rciciproque de rune cles clroites clonndes par rapport it la qnadrique polaire 
de CO point, rencontre I'autre droite donnde. 

Si i est un point variable en G, et a, I cloux points fixes snv G', riiyperbolo'icle 
polairo est ongendrd (48) par dtuix faisceaux projectifa, clans lesqiiels le plan polaire 
niixte clc a, i correspond nn jilan polaire mixte de b, i. Or les points a, h peiivent 
dtre roniplacds par deux autres points (luelconquos de O'; Vhpperholo'ide polaire dc deux 
droiles est done aussi I’enveloppe du plan polaire niixte do deux points vuriaUcs stir les 
droUes donmies, rcspcelivement. 

75. Si 0, (i’ co'fnciclcnt, nous aurons la surface polairo pure cVime droite O, qui sera 
un cone du second ordre (14, 4 8), clout le soininet est Icj polo clc la qnadrique polaire 
qui passe par 0, ct clont les gdndratricos sont les droitea rdciproqnos de G- par rapport 
aux quadriques polaires clcs points do 0. Qe cone est Venoehppe des plans qiolaires des 
points de G, el par consequent il ost aussi le lieu cles polos cles quadriques polaires 
tangentos ci G. Nous clonuerons <i cette surface lo noin cle cone polaire de la droite 0, 
qn’il no faut pas confondre avec lo cone polaire cl’iin point de la Hessienne. 

78. La surface polaire mixte dc dear, plans E, E' est du troisieme ordre (47); elle 
est le lieu des poles iVuii plan par rapport aux quadriques polaires des points de Vaidre 
plan, oubien (ce qni roviont an inoino) le lieu du pole d’une qnadrique polaire, par rapport 
ft lagiiclle les plans E, E' sont conjugues. 

he lieu des poles d'un plan ¥jpar rapport aux ■quadriques polaires des points d’une 
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dfoUe G (30) csl imc etibUjHC (coni'be dii ti’oisicme ordre) gauche, qui so tvouvo sur 
riiyperbolo’ide polaire do G ot (I’linc aiitro tlroito situde dans E, ot aiissi sur la siu-ftu'ft 
polaii-o mixto do E ot d’nn autre plan passant par G (51). D’ou 11 suit quo I'liypcrboloitlj'! 
polaire do doiix droilos G, G', si 6 cst fixe cl, G' variable dans un plan K, engeii(li'<f 
HU rdsoaii do surfaces passant jmr uno o.iibiqiie gnncho fixe. 

77. Si los plans E, E' coinci«lent, on a la surface polaire pure tVun plan E, ipii soni 
I’enveloppe des cones polairos doa droiles siUidos dans Ic plan donno (48), ot answi 
lo lieu dos polos dn plan par rapport atix qiiadriqucs polairos dos points do co iiiuiuo 
plan (<f7). Cette deuxienio definition reviont }\ diro quo cottc surface ost lo lion d’nn 
point dont la qnadriqne polaire ost langcnte an plan doiind; done (15, 51) la nidiiio 
surface so confond avoe Vcnveloppe dos plum polairos des points da plan donne. Idlln 
cst du troisklnio ordre, do la qnatrifcino classo, et a quatre points doubles, sitn6s dai>H 
los cones polairos ot dans los hypcrbolo'idos polairos do toutos los droitos du plan donn6 * ). 

Soit a un point do eotto surface; la quadriquo polaire do a dtant tangeiitc aii plnu 
E, coupora co plan siiivant deux droitos croisdos an point do contact d, Les plans i»o- 
laires des points do ccs droitos doivont passer par a, ot toucher aillours la surfiu't'' ; 
un }mnt quclconque de celto surface est done le sommel do deux cones qtiadriqiws tdr- 
conscriis a la surface (ils sont les cones polairos dos doux droites croisdes en «')• I**- 
plan polaire do o' o.sl tangent d la anrfaco on «. 

Si a ost run dos points doubles do la surface, los doux cones tangonts doivt'ut, 
co'incidor; et par suite la quadriquo polaire do a coupora E suivant deux droitos (Ui'in- 
cidentos. Parmi les gtiadriques polaircs tangentes a un plan E il y a done quatre coiimi 
Icurs poles (qui appartiendvont aussi it la Ilossicnuo) sont les points douUos de la surfum 
polaire pure du, plan. 

Cotto surface ost la rdciproque do la surface Momaine do Steineb **). 

78. Si uti plan E est frxo et qu’un autre plan E' soit mobile autonr d’une dniitu 
G, la surface polaire mixto dos plans E, E' engendro uii faisceau; on effot, si cottc- 
surface doit passer par un point donnd *, le plan 15' passora par le polo do E roliitif 
a la prcinidre polaire do x. La base du faisceau est composde d’lme coiirbe gamdio 
(III sixiemo ordre (lieu dos points doubles dos qiiadriqucs polairos des points du jilaii 


■*') Si mi point cst ft distanco infinio, son plan polaii’fi ost iin plan cUamfttml rlo la Kuvl'at*«* 
fondaiinontalo, L'enveloppe des plans diamOtrauv est done la surface polaire pure du plan A 
i’infmi, Ootte surface ost iiiserito dans la dftvoloppablo civconscrito ft F„ suivant la sciisliuu 
ft IMiiflni (16). 

[Voir los Monatsbci’lclito de la v. Acad, do Berlin (jiiillet ot novombro 1803), ot lo loiiio 
LXin do 00 journal, p. 816]. [Qneato 'Opore, n. B5 (t." 2.“)]. 
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fixo) el d unc cubiquo gmtclio (lion des poles elu plan fixe pai* rapport aux qnadriques 
polaivcs des points do la droite donnee) (47, 70). 

I, a surface jtolaire mixtc des deux plans E, E’ et lours surfaces polaires pures sont 
touehdes onsomblo (51) par Ic cono polaire do la droite EE’ en quatre points de la 
Ilossiouno (corrospondaiits aux iutorsectioiis do cette surface avec la droite EE'), ot 
passont par les dix points doubles de la Ilossienne (47). Ges points dtant Equivalents a 
4 . 4-|-’10 iutorsectioiis, Ics trois surfaces uominEes, qui sent du troislEme ovdre, auront 
HU autro ct soul point coinmun: e’est lo pole de la quadrique polaire qui passe par 
la droite EE'. 


CirAPi'i'BE Stxi^ime. 

Pi’Opi'IdtEs do la suri'aco Ilossiouno (Vnne surface foiulainontale 
du trolsibmo ordro. 

71). liOS ))lans polaires qni passent par im point domiE p ont leiirs poles sur la 
quadriquo polaire do p. Si cos plans doivont toucher la Hessienne. Ics poles scront 
dislribuds sur la courbo du huitibmc ordro, intersection do la Hessienno avec la polaire 
quadrique do p (72). IjOS points de contact forment nuo courbe du douziemc ordre, 
intersection do la Ilossioniio avec la proinibro polaire do p par rapport a la Hessienne. 
(Jos denx courbos du liuitibmo ot du douzieme ordre sont done correspondantes (57). 

80. Considdrons los droitos qui passont par p et qui toucbcut la Hessienne. Anx 
(Iroitos qui passent par p correspond un rdsoau *) do courbes gaudies du quatriemo 
ovdre (5) situdes sur uno surface B du second ordre (la quadrique polaire dep). Gba- 
cuiie do cos courbos gauebos rdsulLo do I’inlevsoction de S par une autre quadrique 
polaire, et par suite (71)) ics points doubles do ccs courbes (points do contact entre 
S et los antros qnadriques iiolairos) seront siluds dans la courbe G du luutieme ordre, 
intersection de la Ilessionne avec S. Aux courbes du rdseau, qui forment un faisceau, 
correspondent des droitos par p, situdes dans un plan; or, dans ce faisceau il y a douse 
conrbes nvee point double c’est-iVdiro (pie les droitos par p, auxgxidles correspondent 
des courbes pnuehes du tjuulrieiuv ordro ctvec point double, forwent un cone S du dowibnie 
ordre, A un point quolconque o do la courbo 0 correspond une gdndratrice de i., qui 
joint p au point o' qui, dans la Hessienne, correspond ft o. Lc lieu des pioints o est 
done uno courbe G' du douzibino ordre (79). Lo plan polaire do o passe par p et touche 

'^) Till tol I'Csoau rCsulte dos lutorfloctions <lo S avec un rCseau 4 auties suifuces quadriques 
polah'os. 

Car, dans im faiscoau do qnadriqiios, il y a douze surfaces tangentos i S (83). 
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la Ilosaiciiiio (72) on o', oL, pur aia(.(>, il uoiitioul, lu tlroiU« UingcMiUt i\ O' on 

cc plan cat tnngonl an coiu) auivunl, lu dniito ltd. 0’('H(.-u-(lir{‘ (|iio hi (‘ono < f 

{'irconsfii'it II la Ilossiciino .suivant lu (’oui’Ik' O'. 

La quudriipic poluini d’liti point (jiKilrompK! couini 0 cn soizo points; do la ivsuii.* 
quo ^ (at par .suite la l[e.ssi()nn(') cat do lu acizicmo cluasc (fi-l), 

Si Ton considiiro line droile (i paM.sunt par p, coiiitiio intcracctimi dc donx » 

tniigonts dll cono il, eliueuii do cea plans uurn iiii pole, siir 0, ct lu eoiirhc guia-lir t«l<t 
r^aoan siir S) qui passe purees donx poles .sera lu cori'cspoiidaiite dc (I. Si Ic.s ili-ti *. 
polos oo’incidenl, lu eoiirbu gunelie deviciit Luiigcntc u 0; d’ou il suit iiii’aux diml* 
traet'es 8ur Ic cone il ot duns sos plans stiilioiuiuircs, corrc.spondimt dos rourlic.s r-tu- 
dies (dll n'lsoau siir S) tungenU's a 0. 

81, Los points oil lu Ilossionue ost oseiili'o pur des droitos issues do p, soul 5«' • 
iiitoi’soclions do eotle mirfuec uvec lu premiere et la deuxieiiie polaire do p, [mr rapiHH i 
a la memo siirfaeo. Ainsi, pnriiii los eonrlies guiiehes dii rcsi'iui on .S il y a t*ii *- 
4.:). 2— 24 qiil out iin point do rebroiissciiiciit. 

Ainsi le cone il ost dii 12" ordro et do lu id" cliisso, et a 24 gcii»''iaU’i('cs slul «•>■«< ■ 
nairos; il aura done (u (‘uiiso dos foriiiiiles do I,'i.()()KI’;k) 22 gciii'-rutriecs doubles. I’m m* 
ces gdiidratrices doubles, dix sent dues uiix points doubles do la llessiciiue et nui. • 
spondont il des courbe.s dii rdsoaii eomposiJes do deux l•oai(lues (e.linqiio pioinl doiil'S- 
a, enciret, pour qiiadriquo polaire uno couple do plans (.'jii}); les iiutres douze geui-m 
trices doubles corrospoiidront il nutant do eonrbes dii rdseau eoiui)o.si'!es d’line ciibiqu*- 
gauche ot d’lino droite. 

four ddmontrer cotto a8.sertion, eonsiderons le rdseaii do coiirhes giuielies dii )|iiu- 
trihiiio ordro siirlu surfaco qiiadriquo tS, ot, i\ eiuiso do brievetd, iioiiiinoiis tjninvttf > ■ 
et (lireclrkes los droitos dos doux systeiiios qui existent sur eetto .siirliici'. Koient L, .M , 
trois gihidratriccs do S; uno eourbe quolconque du quutriiuiio ordro qui soit triirce 
S coiipo on deux points cliaciuio do cos droites; ot si trois do cos points (iiu sur clunjii* ■ 
droito) tombont on ligno droito, la eourbo so ddcoiiiposo on deux parties, uno (uibiiju* • 
gaiiclio et uno droito (direct, rice), Si I est im point qiieleonquo do L, la direetriee <jta» 
passe par / couporaM, N on deux points m, h, ot lu coiirlio du rdseuu (pii passe ]»ji» 
m,n reucontrera L on deux points Udeiproquonieut, si 1‘ est iin point (jiiclconinii* 
do L, les combos du lAseati qui passent pur V forinoiit uii raisconii et, pur suito, di'di-i • 
minoiit sur M ot N deux involutions (quadratiquos) projocUves. Bi imo eourbe du futscraM 
coiipo M en m m' ot N on n n', le lieu dos droites aiinlogues i\ win, «?»', w'h, in'n' est in*»' 
surface du quatri^,mo ordro (pour laquollo M ot N soiit lies droitos douidos), i]ui willin' i .a 
L oil quatro points /. Il y aura done, on L, six coincidences do I nvee l\ c’est-iViln *- 
qu’il y a six courbes du rdseau, donl chacuue est coinposdc d’uno cubiquo gaurlui ci 
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(I’line droitc directrice. Analoguenient, il y aura six autres courbes compos(5es d’une 
cubique gaucbe et d’une gbndratricc. 

Ainsi, dans un rescau da courhcs (/auches de qiiatricme ordre, Imcves sur tine surface 
q-uadrique, ['■‘J iZ y «; 1." doiige courles composces d’une cubique gauche et d’une droitc; 
2." dix courbes composces dc deux coniqiies; 3.“ migt-quatrc courbes avec rebromsemcnt. 

82. Si p est un point de la Ilessiennc, le eonc il est du 10“ ordro ot dc la 10“ 
classe, avcc 10 gd'iidratrices doubles (dirigdes anx points doubles de la Ilessiennc) et 
18 gdndratrices stationnaires. C’ost-i-diro quo (Zaiis un rescau de courhcs ganches du 
quatrieme ordre Iraeees sur m cone (quudrique polairo deyj) il y en a; l.“ dix composces 
de deux coniqiies; 2.“ dix-lmit avec rcbroussemcnt ; 3.o six cimposees d’uve droitc el d’une 
cubique gauche (correspondantes aux six droites qui touclient la Ilessiennc on p et ail- 
leui’s (7)); 4.® deux avec rebroussenieni an sammot du cone: ccllcs-ci correspondent aux 
deux droites qui oscuient la Ilessicnno on p. 

83. Si est un point double dc la Ilessicnno, cotto surface est touchdc en p par 
un noinbre infini de plans, dont I’enveloppe est iin cone qnadriquo; In preinidre polaire 
de p aura done un noinbre infini dc points doubles en ligue droito, c’est-il-dive qu’elle 
sera le systdine dc deux plans se coupant suivant uno droitc n, situde dans la lies- 
sienne: ainsi qu’il vdsulte mdnic dc la tlieorie gdndrale (56). Les points de cetto droite 
seront les poles d’autant de cones avcc le soininct 21 ; cos cones forinenl done un fni- 
scean et passent par quntre droites, dont lo syst6iuc reprdsente la courbe polairo do 
7c. Dans CO faisceau il y a trois systbmes do deux plans: ccs trois systiiincs .seront les 
quadriques polaires do trois points spdciiuix do la droito ic, doubles pour la Ilessienne. 
Les dix points doubles p sent done dislribues, trois <1 trois, sur les dix droites et cel- 
les-ci iMssent, trois a trois, par les dix qioints p, 

84. La Hessienno dlant en gen6ral de la 16“ classe, n’a pas d’antres points doubles, 
outre les dix points p. Et de indmo, olio no contlent pas d'autres droites, outre les 
dix droites u. En elTet, les qnatro intersections d’une droito G avcc la Ilessicnno cor- 
respondent aux quatro cones qui passent par la courbe (dn qualrieino ordre) polairo 
do G. Si G appartient entiiircment a la Ilessiennc, nux points, on nombro infini, do 
G corrospondra un noinbre infini de cones formant un faisceau et, par suite, ayniit 
le m&me sommet. Go soinmet sera un point double pour la Ilessienne, car cetto surface 
y serait touclide par les plans polaires do tons los points do 6. 

Un point double p n’est pas, en gdndral, situd sur aa droitc correspondanle it; si 
cola dtait, la preinibro polairo de p serait un cone avec le sommet p, et par suite ce 
point serait double pour la surface fondamentalo. 

85. Soient 0 , o' deux points correspondnnts de la Ilessienne; les cones polaires do 
0 , 0 ' auront lours sommets cn o', 0 reap, ot sc pcrceront entre cux suivant line courbe 
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gaiiclie du qiiatricmc oi’drc; ot lc.s (Ipux auU'o.s conoH jmsstuil par 

co«rl)e Beroiit Ics prciniores poliiiros d(‘.s points ii, /> on la Hcssu'imo ost roiicout r*’’ 
do iiouvcnii pai' la droilo oo'. Cos auLi'os roues auroiit loins soinuiets aii\ jioiiil.s if', f’ 
qui corrch'iioiuieiit a «, v. Los iioinls po'«'i''sout done los soiniiiots dit liHraodiv. ooiijuii.iii''’- 
atix quadriquos passant par la coiirlio du quaU'ioiiio ordre, ot par suite los plans o' 

()aV sunt los plans polaires do o, e' I'espoctivenient. C’ost pourquoi lea lUtm tt 

la flcssiennc m o, o' pusscront par la droila no', 

Puisquo los plans polairos do o, o' jmssout par v\ rdcijiroqueiiicnt los cones polai- 
res do !«', y' (dont los soiniuots sont u, a) passoronl par a, d\ done, ils coutienneiil Mml 
entiei'o la droito oo'iio ol so roncontroront do iioiivoau suivant iiuo ouliupio pam*lit“. 

Do CO quo les conos polaires do d passout luir lu droito oo', il s’ousiiit quo 1(> (num 
polairc do cotte droito aura son souuuol (Tfi) on ii et I'li a’, c’ost-a-diro ipi’i! so n'Miui ra 
ft la droito iiv\ Done, lesplma polairos dos poinls do oo' passciil has par la droito iit'*, 

Los points on la droito «'«>' rcucontro la llossieiiue flout los polos dos quatro c.duck 
quadriquos passant par la courbe du quatriiiiuo ordro ([ui ost la polniro do la droiln 
considdrde; or, ootto conrbo so ddeoiuposant on deux partii's (lino droito et uiio (•iilii<iiu‘ 
gauche) ii n’y a tpio doiix conos qiuulriipioa passaiil par co systbmo; la droito a'v' 
done tangonto it la Ilessionno on li ot d. 

Ainsi, iloKiy droito joiyiumt doux poinls correspondanls do la I/essiotiiiv joiut do in 
propricli que los plans polairos do ses poinls passnd par am droito face, qui ost «>/<• 
kingehto double do la mtime surface, 

80. Si ot V co'ineidont, c’ost'iVdiro, si la droito oo' ost tangonto )\ la Ilossioinn» 
(on un point u diffdreut do o, o'), les plans polaires dos points do oo' passcroiit imf 
une memo droito qni aura un contact du troisibnic ordro (en «') uvec la IIofisieiiit«‘. 

Si u ot a co'mcidont cu un point double p, los poinls it, d devioiiiicnt iiul('!leniiiin''*s 
sur la droito corrospoiulaute ic (83); or, les cones polairos do Lous les points do cntLi^ 
droite (levant passer (85) par od, il en suit quo oo' esl I’nno drs quatro droitos giii 
ment la courbe polairc de ic (83). 

87. Si 0 est 1111 point parabolique do la .surface I’ondaiuontalo, sou cone polairc Ji In 
soinmet an point correspondaiit o', passe par o et cst touclid suivant oo' par lo plan 
polairc do o (5), savoir par lo plan qui toncho la Ilessionno on o'. Lc comt polaiiuj d«* 
o' ayant sou sommet on o, il s’onsuit quo los cones polairos do cos doux points so oou- 
poroiit suivant une coiirbo gancho dont o sora uu point double. L'lin dos points «, o 
coincide avoc o'; I’autre soil y. La droito od {h^tiv') ost done (85) tangonto a la Uo»- 
sienne on o ot v', Les plans qni toiichont la surface fondamontalo et la Ilossienno cMi 
0 so coupeut suivant od, e’est-d-diro quo eettc droito ost tamjento on o d la conrht; jtn- 
rdboUque (do In surface fondamontalo). 
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Soit 0 ) le point oft la droite ov' roncontro do nouveau la surface fondanientale; la 
premiere polairo de to passe par to et par oo\ et par suite ellc rencontre le plan oo'v' 
suivant deux droites, dont rune ost od cL I’autre passe par w. Ge point o> esl done 
le point (iiniq^iie) ilHnflexion dc la courbe dii troisibme onlre (avec rebroussement eno), 
suimnt laqiiellc la surface fondanientale esl coupee par le plan stalionnaire odd *). 

88. Bans im plan arbitraire E, combion do droites y a-t-il, analoyucs d od (joignant 
deux points corrospondants de la Hessienmj? Le plan E coupe la Heasienne suiviiiit une 
courbe du quatriftine ordre a laquollo correspond (57) la courbe (gauche du sixiemo 
ovdre) do contact entro la Uessienno et la surface polaire pure du plan E. Soit o run 
des points oft E roncontro cotte derniere courbe; ce point, conuno apparlcnant a E, 
aura son correspondant d sur la courbe du sixiftme ordre; et commo appartonaiit a 
cotte courbe, il aura son correspondant on E. D’oft il suit quo les six points coinniuns 
an plan E ot a la courbo gauche du sixiiiine ordre sout corrospondants, doux a deux. 
Mais d’lm autre cOtd, deux points correspondnuts do la Uessienno sent coajiigiu's par 
rapport A une qiqulriquo polairo (iiielconque; done, d’apres iiu thdorfeme conuu (dfl A 
M. Hesse), les six points dont il s’agit sont Ics sominets d’un quadrilatoro coniplot; 
et les diagonalcs dc oelui-ci sent les seiilcs droites analogues d oo', contenim dans le pilan 
donnS E. Les droites analogues A u'd (86), qui correspondent aux droites od dii plan E, 
sont situdes sur la surface polairo do E (oL dans un nioino i)kui tritangent dc collo-ci), 
parce quo les plans polaircs dos points do E sont tangents A la surface polaire do 
ce plan (77). 

89. Le quadrilatftre consuldrd cst ddtorinind [lar les intersections do quatro qiuulri- 
ques polaires quelconques (n'appartenant pas A un uiomo rescan) aveci le plan E; on 
salt en oiTet quo, quatro coiuipies dtant donndcs <lans un plan, il y a nn (luadrilatero 
coinplet (unique) dont los diagonalcs sont rcncontrdes luirmoniquumont par cliacune 
des coniques clonndes 

Deux sommets opposds du quadrilatftro dtant conjuguds par rapport aux coniques 
suivant lesquollcs le plan E coupe les quadriquos polaires flo ses points, il s’ensiiit 
que ce quadrllatdro ost inscrlt A la courbo du troisiftmo ovdre, Jacoblenno du rdsoan 
des coniques raentionndos ot section do la surface polairo du plan IC par ce inOinc plan. 
Or, les moines six points (sommets dn qimdrilatdro) sont sillies dans la courbo plane 
du quatrieine ordre commune A E ot A la Uessienno, qui ost toiicbdo par la surface 
polairo do ce plan dans tons los points de la courbe gauebo du sixidme ordre; done 
ces six points sont autant de points do contact outre los conrbos suivant Icsquellos 
E coupe sa surface polairo et la Ilossionnc. 


*) Et oiu GSl la tangoiilo Htatloimairo. 

[Mathein* Questions from the JSducaiional Times IV, Loiicloii 18G6, p, 110], 
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II miil do la (nie Ioh <;OU')h dii ((iui(U'ilat()i'o roncontroroiiL do nouv(3au la courho jiluni) 
<lii quiiti’Kitiio oi'dro oii qimtro points (ilifiii(''H sur uuo di'oilo (1; ol, colto courlio jtlmit* 
iipparticndra an faiscomi (UHoiniind par lo Hyst^.nio doH <iuatro droll, os foriuanl, lo iniu- 
drilatiii’o ol par le systfiino do la oouiImi du tronsiomo ordro ol do la droilo <}. 
si colto doriiifjro ooiirl)o a mi point doublo a, co ((ui arrivo lonsfiuo lo plan W ost tuiiixi^nl 
on a il la suid'aoo fondaiiienlalo la droilo polairo do a par rapport tl la courlx' 
piano d‘H qiiatrifiiuo ordro vloudra so confondro avoo la droilo polairo dn inoino piiinl 
par rapport an syslciino des qnatro c(Hd.s dn qnadrilaloro (la polairo harnioniiiuo tlo i** 
par rapport an qnadrilatiJrc). 

Mats (raillciirs on suit (|uo, si uno ciibiquo |)lano avoo jioint doublo passo pai* It'H 
soinmots dbin quadrilalfero complot, la droilo qui joint Ioh trois points d’inllcxioii «’st 
In polairo harmoiiiqno du point doublo pur rapiiort an quadrilalfiro; done la droit-ii 
polairo do a par rapport a la eonrbo jilano dn qnatriemo ordro pnascra par Ioh poijits 
d’inflexioii do la coiirbo du troisiftino ordro, (pti Honl an8.Hi Ioh points d’inlloxion (l« In 
soetion do la surface foadainontalo par I). 

Ainsh la dmio, inlerucction d'nn lilan (angent a la sarfacn fondamentalG avw h jilttn 
polairo, dn point do oontaet par rapport a la llrmonno, pasno pur los Irois 2)omts <rijx/^-- 
xion do la sevUon faito par le plan tuwjeni duns la si<r/uGo (ondamcnlulo. 

Si lo plan tanp,out ost stationnairo, on rotonibo sur itu thdor^ino ddji\ ddmonlrd (HT). 

i)(). Dans nn i»lan ([uolcomjiio K, ooiubion y a-l-il do droitos analof^ucs a u'n' (droil-OM 
dont la courbo jiolairo soil lo ay.st6mo d’uno droito oo' ol d’uuo cubiquo h'^uoIio)? J .ivi 
droitc.s Iraecos dans lo plan M corrospondont aux oourbo.s ganelum dn quatrioiiio onij't* 
passant par los Iniit polos ilu plan. On sail quo cos Iiuit polos soul lols quo la onbinuo 
gauclio (Idci'ito par sixd’onlroonx roncontro doux fois la droilo (pii joint los doux luil.ri'S. 

Or, luiit points combines par couples donnonl ’ couvbca du qnntriiiuio 

coniposdes d’uno droito ol d’uno cubiquo gaucho. Lojdan donne conlient done 2H droi/t ^f 
analogues u u’a'; olios sont d’nillours los 28 Inugontcs doublos do la soetion do la 1 
sionno par lo plan E. 

Ootto section ost do la 12“cla3so ot a 2<l points d’inllexion; on rotrouve ainsi (Hti) 
la propridtd quo dans nil faisccan do courbos gauchos du qualritnno ordro il y t'Ji a 
12 avec point doublo; ot do plus, on voit quopami los eonrbes gauohcs do cct 
<lid passent par tes hull inlerseelions do trois surfaces quadrigties, il y on a 2d fptf- truf 
un rclroussetnenf. 


'*') 81 uiio cubiquo piano a un point doublo, touloH loo coniquos polaircs passonl pnr 
point, qui cut, pur suite, double auBsl pour la Jaeoblonnu du rdsoan dos polairo, s. 
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91. Une droite quelconquo G rencontre la Hcssienne en qiuitre points (ihed\ soieiit 
a'Udd'leH points correspondants. Piiisquc«'i!»Vffsont les sommets des qnatro cones d'nn 
nidine faisceau de qiiadriquos, lo point a' sera lo pole dn plan b'dd' par rapport anx 
cones polaivos do h, c, d, c’ost-a-dirc quo h'c'd' est Ic plan polnire mixte des conples 
de points a' on bion encore, i'c'd' est Ic plan polaivo de cliacun des points 
h, e, d par rapport an cono polaire do a'. Or cc cone a pour soninict le point a ; le 
plan Ved' passe done par a. 

Ainsi si abed sent qiiatrc points de la Uessienne en ligne droite, Ics points eorresiyou- 
dants a'b’c’d' sont Jos sommets d’un tetrabdre dont les faces h’c'd', c'd'a', d'a'V, a'h'c' 
passeni par a,h,e,d resp. 

92. Tontos los quadviques polaires passant par un point o forinent im i'dsoan;et 
il y en a nno qni est tangento on o i\ nn plan dcnuid arbitraircineut. Ceponclant, si 
0 est nn point do la Hossienne (ct o' lo point corvespondant), toiitos los proiniferes 
polaires passant par o y sont touclidos (53) par des plans passant par la droite oo', 
et cellos qui tonchent en o un indme plan forindnl un faisccan et out lours poles snr 
nno droite tangento it la Hossienne en o'. D’oil il s’oiisuit quo la droite oo' est la polaire 
du plan tangent & la Hcssienne on o par rapport au cone polaire dc o', ct anssi la 
polaire du plan tangent ii la mdinc surface on o' par rapport nn cone polaire de o. 
En d^autros terines; le plan tangent en o it la Uessienne et le plan tangent en ce meme 
point a line quadriqne polaire quelconqno qui y passe, sont conjuguas par rapport uu 
cone polaire de o', 

Ildciproqnoment, loiite droite iangenlc en o' a la Uessienne eoniienl Us poles cl’nn 
nombre infini de quadviques polaires toueMcs cn o par nn sent et menie plan. 

93. Soit p un point double do la Ilossienrie et it la droite correspondanto (83). 
Des quo chaqne point do % corrcsponcl tip, los plans polaires do tousles points do it 
soront tangents il la Hessienno en p (72), c’c8t4-(liro quo la cone quadrique (osculatcur), 
formb par les droites oseulatrices d la Jfessicmie m p, est le com polaire de la droite it. 
Ce cone conliont les trois droites itiitsit;, (analogues il it (83)) qni passent par p, car 
tout point de cos droites est lo polo d’un cono polaire dont lo sonnnet est run des 
trois points doubles piPt Pi de la Ilossienno, situds sur it, 

94. Le plan polaire de p est tangent il la Ilossieniie tout le long dc la droite it 
(56) et, par suite, il coupera cotte surface suivant imc conique G. Do mdme, le plan 
polaire de p, touchora la Hessienno suivant it, ; or p, ost un point do it ; done la Iles- 
sienne et le cone polaire de it sont touches le long des droites coynmunes it, , its , "Ea par 
les inSmes plans (fes plans polaires de Pi,Pi,p^, 

95. Le point p ot un point quolconqne do it sont deux points correspondants de 
la Hossienne ; done la droite qni joint cos points ost le lieu des poles dont les plans 
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polaipes passeut par iino irioiiie (h'oito, taugcnto (.louiilo do la IlesHionue ot BituiV (htii?' 
lo plan polaii'o tie jj (85), L’un tics points do coiitaet ost sur it; I’antre upparlictidi -'' 
a la coiiiquo 0, C’est-ii-dirc qu’il toiito droito Irnedo par p dans lo plan pm, t>), 
ddrtio comino droito oo', correspond ooimno droito ftV uno taugoute do G. Soituil. t* 
point oil la pronii6ro droito roncontro it, ot u lo pojut oii la mdnio droito coiipi^ 
nouveau la Ilessieimo (loa points o' ot v seat coTncidonls on id ; it' ot o' los pcinis **1' 
la douxicuic droito touclio 0 ot coiipo it, rospoctivonicnt. On volt quo la coni(|m> C • h 
pour coiu'be correspoudaiite la cubittno piano (lion du point h) suivant luqiiollo la pluM 
im coupe la Ileasioimo. 

La droito »'a' est dans lo plan polairo do o; or ce plan ost tangont an cone polaii'*' 
do 7c; done ce cone est touclid par lc8 droitos aiialoguos a ?(V; c’ost-a-diro (pM’ Ih 
coniqno G qst la trace dii oono sur lo plan iiolairo do p. 

Ainsi le cone osculateur a la llessienne en nn point douhlc loncJio ceitc surfuc/i 
Irois droites, et la com^e en outre suivant tine eonitiue sUuce dans le plan po/tdrt! *ft* 
pomt double, 

!)6. II y a d’autros propridtds du plan pit (pii nidritont d’dtro roiuarqin'’os. 

Le cone polairo do u' passo par p; do plus, lo plan polulro do p juir rapion t A 
00 cono (savoir lo plan tangent ii co cono suivant pii) ost lo plan iwlairo do a' pni' 
rapport aii cone polairo do p (11), c'ost-a-diro, lo plan pit. (Jo dernier plan ost <h*ii** 
tangent aux cones polairos do tons Ics points do la coniiiuo U, ot los gdiidratricoH il** 
contact passont par p. 

D6s quo lo plan touclio on o los prciniiVos polairos dos points p ot u', il toiicln* i 
on CO memo point los premieres polairos do tons los points do la droito 2>n, ot I*"' 
coupora suivant dos couples do droiteS on involution, dont los rayons donbloH fumt 
op et It. Deux droitos It, II' conjugmies dans cotto involution appartiendront A im*- 
premiere polairo dont le polo soit q (point do pu')\ concovons uu plan passant pur v 
ot par line tangento quclconqno u'iv\ do G. Los proinieros polairos do m'i, u', pusM-ui 
cnseinblo (85) par la droite piq qui correspond ii u\v'i (do nidmc quo il u'd) ; iloiu' 
los points oft cotto droito roncontro It, It' soront deux polos du plan </u\v\. O’o.st-iVdi* »- 
quo los plans polairos dos points des droitos It, R' onvoloppont im seal ot niftiuo 
gG. Tons les cones analogues passont par la coniqno C; collo-ci roprdsenlo done, (‘Mu 
seule, renvcloppe dos plans polairos des points du plan pic. Co qu’oii pent ddmoiili’*-!- 
aussi do la inaniftro suivaiite. 

Lo point doublo j) a la propri6t(5 qiie toutos les quadriqiios polairos qui y pasKi’Ut . 
y sent touchdes par mi inCmo plan p% (92); d’oft il rdsiilto quo, si par p on tiro !<•?, 
deux droites qui rencontrent, cliacune deux fois, ia courbo (gauclio du quatriome <irdi*^*i 
polaire dbine droito quoleonqiie T de I’cspace, cos cloiix Iransvorsales soront touj on » ,si 
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comprises rtaiis lo plan pjc, c’ost-il-rtiro que la conrbe polaire d’uue droite quelconquo 
a toujours doux cordos issues do p et sitiidos dans Ic plan pK. Soit pu rune de ces 
cordes ; cliacnn iles points on olio s’appuie snv la conrbe gauclio aura son plan polaire 
passant par T ot par u'u' (d’ou il rdsiilto quo T coupe n'v'): inais ces donx droites 
donnent nn seul plan, done los doux points on 2>it traverae la conrbe gaiiclio sent los 
poles d’un memo plan passant par T. Deux de ces plans polairos (relatifs aux clonx 
droites fm) sont d(itorinin6s par les doux droites h'v' qu’on pent mener dans lo plan 
de 0, par la trace do T, it (.ouclicr cotte conique; done, par uue droite nrbitraire T 
passoiit doux seuls plana ayant des polos dans le plan pTc, ct ces plans sont tangents 
it 0; on d’autros tormos, ccUe conique est Venveloppe complet des plans jwlaires des 
points du plan pn. 

Uii point qnclcoiiquo dn plan polairo do p appartiont a deux droites nV (tangentes 
do C), ot par suite la qnadriquo polaire do co point passora par les deux droites pu 
corrospondantos (85), (s’est-iVdiro qu’ello sera tangoiite on p an plan pn. Le lieu des 
points doni les premihres polaires iouehcnl le plan 2 ^ est done eoniposS; 1.® duconepG, 
dont les points out lours quadriques 2 >oluircs tangentes an plan pn, avec le point de contact 
stir la droite tc; 2." dii plan polaire de p, dans leqiiel les points de la conigtte G sont 
les poles de cones polaires tangents au pilan p% suivant des droites issues de p, iandis 
que les qnadriques polaires des atdres points du menic plan toubhent le plan pn en p. 

II est dvidont, d’apr6,s co qui prdeedo, quo la conrbe gaucho du sixifemo ordre qni 
on gdndral (47) est la courI)o do contact entro la Ilessioimo et la surface polairo d’un 
plan, lorsquo ce plan ost pn, so rdduit au systcino dos quatro droitos icjciirairj ot de 
la eoiiiquG 0. 

97. XJno droito inondc arbitrairoinont par lo point double p rencontrera lallessieniie 
on doux autres points e, d\ soiont c', d' los points corrosponclauts. Les premi6ros polaires 
dos points do la droito ped passont par deux coniquos situdes dans deux plans qui 
forinent la quaclriquo polairo do p ot qui passont i)nr tc (83) ; ot dans le faisceau do 
cos promidres polairos, los i)oints dont lo plan polaire est constant par rapport a ces 
surfaces, sont 1.® los points c', d' (aommols dos cones du faisceau), dont les plans polairos 
I’clatifs aux quadriquos du faiscoan sont %&, ito' respoctivoinent, et 2.® les points de tt, dont 
les plans polairos relatifs aux mdmes qnadriques passent par la droito Lo plan 
Ttd' ost done lo plan polairo mixto dos points dd, e’est-A-diro qu’il est lo plan polairo 
do d par rapport au cone polairo do c\ dont le sommet est e, 11 rdsulte d'ici que le 
plan nd' passe par c; ot analoguomcnt le plan nc' passora par d. 

Ell outro, si * ost un point qnolconquo do ic, le plan polairo de x par rapport 
au cono polaire do c passe par c'd * ; on d’autres ternies, dd’ est dans le plan polaire 
do 0 par rapport au cono polaire do a;, dont le sommet est p. Done les points pdd 
sont on ligne droite. Ainsi; 
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Si line droite maiee par 2e point douUe p rencontre la JTessienne en c, c?, les points 
correspondants c\ d' sont aussi en liijne droite avee p; et les droites ed\ dd se rencontrenl 
sur la droite n. 

08. Ccs conciu.sions SHbsistent mfiine si le point e toinbe sur one droite 'itp. une 
(les droites de la Ilossioniio, diftereiite de n (correspoiulante a p) et do 7c,%7Cj (rpu 
passent par p), savoir correspoiulante (\ nn point double pt siluo, par ex., snr it, . Alors, 
o' devient le point double et iV cst nn point do la droito tc,. Ce mdme point d' 
est le pole d’une preinifere polaire avec le point double cl-, or, loa points non-doublos 
de ti, ont pour quadi'iques polaircs des cones de sonimet p,; done d' est lo troisieiue 
point double ps situo snr it,, et par suite d tombe snr la droite %. 

Si le point c est variable sur ic.,, les points c'(=2?^) et d' (—Po), sitnes tons les 
deux sur la droite fixe restont invariables ; ainsi d ne sortira pas de %. D’oil il 
rdsulte que les droites it, et its sont dans un in(jme plan passant par p. Co plan dolt 
en outre conper la Hossieime suivant une ligiic de second ordre avec un point double 
en p; cetto ligne sera done le systeine do deux droites, qui n(5cessairement so confon- 
dent avec Hz et Xg , 

Le point coininun aux droites x, et x,, est le pole d’une quadrique polaire aveo 
point double en eti;,,, savoir d’lme quadrique coinposdo de deux plans passant par 
x, ; ainsi co point cortininn a x, et x.-, sera p, (situ6 sur x), 

Les droites x^XqXjX^ ferment done un qmdrilath'e plan eomplet, dont les sommets 
sont six points douhles de la Hessienne. Deux sommets opposes sont des points corrcspon~ 
dants, c’est-ii-dire (jne ohaenn d’eux appartieni d la droite mrospondantc d V autre. 

Quel eat le noinbre des plans analogues a ceini qui contient les quatre droites 
xj X3 x, X5V Par chacun des points p passent trois de ces plans, et cliaquo plan contient 

3 10 

six points p\ le noinbre des plans est done —t-— =5. 

6 

Ou bion encorei deux tels plans passent par cliaqne droite x, et chaque plan con- 

2 10 

tiont quatre droites x; le noinbre des plans est done — - — =5. 

4 

Ces cinq plans forment un poiitnbdro (ddcouvert la premiere fois par M. Syryesteu) 
dont les sommets et les aretes sont les dix points p et les dix droites x respeclimnent. 

De ces cinq plans, trois passent par p et les deux antros par x; done Ic soininoL 
coniniiin a trois faces du pentabdre a pour droite correspondanto I’intersection des deux 
autres faces. 

99. Lorsqu’oii vent consid6rei‘ le systeine de ces cinq plans, il est convonablo do 
les repv6sen.ter par les nombres 1 , 2, 3, 4, 5, de sorte que les dix sommets p (points 
doubles de la Hessienne) et les dix ardtes opposdes respectiveinent (droites x corres- 
pondantes) seront d6sign6es par 
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133 13-1 125 134 135 145 234 336 246 346 

46 35 34 26 34 38 16 14 13 12. 

Uii point quolcoiwpiG de la dvoitc 12 a pour quadiique polaire un cone conjngue 
au trifedre (83) formd par les plans 346; et do mfnne les cones polaires dont les poles 
soiont pris arbitraivoment siU' les droites 13, 14, 16 sent conjuguds aux tri^dres 
346, 236, 234, I’cspectivement. D’oxl 11 s’onsuit que toutes los quadviques polaires dii 
rdseau ddtormiiid par cos quatro cones, savoir les quadinques polaires Ae tons les points 
dll plan 1 sont conjngudes a un soul ot mdme tdtraddro, qui est forrad par les plans 2346. 

IjCs plans 1, 2, 3, -1, 6 soni los souls ihiUis do cetie proprieti qtie les gitadrignes 
polaires do tons les points do ohaotm d'eux soiont conjiiguks a m memo UtraMre (forme 
par les attires quatro plans); parco qu’on ddinonlre quo, si les quadrlquos polaires d’un 
rdsean sont conjiigudos a un soul et nidiirie tdtraddre, les aretes do celui-ci sont sitndes 
dans la Ilossienne. Ootto surface est, on offot, la Jacobienne (37) du systtme lindaire 
ddtermind par lo dit rdsoan ot iiar uno autre qimdrique polaire quelconque S (dtrangerc 
an rdsoan). Or, si I’on proud sur Vuno des aretes du tetraddre un point o, et sur 
I'nvSte opposdo lo point o' o5 colle-ci est oonpdo par le plan polaire do o par rapport 
f\ S, los points 0 , o' sovont conjuguds par rapport d toutes les surfaces du systdmo, et 
par suite ils appartiondroiit jl la Ilossienne. 

100. Nous avons constatd (86, 90) quo toute droito bitangente it la Hessienne a la 
propridtd d’etre ronvoloppo dos plans polaires des points d’unc autre droito (qni joint 
(loux points corrospondants do In surface). Parml les droites doudes de cetto propridtd 
il y a los dix ardtos du pontaddre ot les quinze diagonales de ses faces. Chnque ardte, 
commo 12, correspond it nn faiscoan do cones polaires (83) dont la base est le systdine 
de quatro droites concourant au point correspoudant 346; et rdeiproqncnient (3) les 
plans polaires dos points de chacune de cos quatro droites passeront 2?ar la droito 13, 
Oliaquo diagonalo, commo jl3S|)146[, correspond it un faisceau' de quadriques po- 
lairos (qui no sont pas cones) dont la baso est le systdme des quatve droites, inter- 
sections des deux couples do plans qui forinent lea quadriques polaires des points 
123, 146; ot rdciproqnemont, les plans polaires des points de ces quafre droites pas- 
seront tous par la diagonalo consid6r6e. 

101. Nous avona vu qu’it nno droite quelconque ped passant par le point double 
p correspond uno droite pdd' (97), et il rdsulto de ce qui prdedde (98) que, si la droite 
ped tombo dans I’une dos faces du ti’Mre iCjiTsiCa, la droite pc'd' coincide avec Parfete 
opposiie dll m6mo tri6dro. Rdciproquement, si ped est I’une des droites iti-Ejs-iCa) la droite 
po'dl est inddtermindo parmi celles qui passontpar^i et qui sont situdes dans le plan 
des deux autres droites it. 

Si pod coincide avoc po’d\ c’ost4-diro si <?, d sont deux points correspondants, pod 
sera (86) I’uno des quatro droites par lesqiielles passent les cones polaii'es de Bommet 
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Si pcd est menee dans le plan le point o' coincide avec p, ct par suite 
est osciilatriee a la Hessienne en done, si ped cst variable tautour deji) dans 1** 
plan pit, la droite pc'd' engendro lo cone polairo de n. Et, pendant quo c parconi'*- 
;c, et (jiie d ddcrit une cubiqne plane avoc un point double en p, lo point d‘ engundroi' il- 
ia coriique 0 intersection dn cone siisdit avec la Hessienne (!)5). Lorsqiio pod est ost'-*!" 
latrice a la liessienne, e’est-a-dire qu’cllo touche on p une dcs branches de la cubia'i'^’ 
jilane, le point d tombe en p ct par suite cX en d’oil il rdsulte quo les deux inter- 
sections de la conique C avec la droite % correspondent aux deux points de la pubitiitt> 
plane, infiniinent voisins do p. 

102. Si la droite ped est variable dans un plan E (par p) la droite pdd' engendro r it 
iin cone passant par ir|,;c^,ir 3 , a cause dos trois droitos suivaiit losqiiolles E coux>o 
les faces dll triedre itiTtiic., (101). Ce cone est detenuiiie par deux autres gdndratricos, 
parce quo deux droites passant par p ddtermiuent lo plan E. Le.H cones, qui do cot.tti 
nianiere correspondent a deux plans E, Ei, ont une sculo gdndratrico coinmnno (oiitro 

rta), qni est la droite pdd’ correspondanto a I’intorsoction ped des deux plan« 
Done, ces cones correspondants aux plans E sont du second ordre. 

jAiiisi nous avons une transfomalion dc figures formves par des droites (cl desidrtv/s 
et des cones) issues dti point p. A une droite correspond une droite^ d im plan corre- 
spond un cone quadrique cireonscrit aii triedre Xt-rc,'!!;,, cl r6ciproqueme,nt. 

Basque les points cc', et de memo d(f, sont conjuguiis par rapport a touto qua- 
drique polaire, les droites ped, pc'd' seronl conpiguccs par rapport d tons les cones polairo^t 
de sommetp. Cos cones fonnent un faisceau et passout par les quatro droites qui corro- 
spoiulent (I elles-in6mes; et ces quatro droites fonnent un angle solido dent les droiloK 
diagoiiales sont x,, Xa (intersections des couples do plana qui font partie du faiscoim 
et qui sont les qnadriques polaires de PuPa.Ps). Aiimi, le cone quadriquo, cireonscril 
an triklre XjXaXs, qui correspond d un plan E est le lieu dcs droites polaires de ce plan 
par rapport aux cones du faisceau. Par consequent, ce cone coupe les plans x^Xg, XgXi, Xjicjs. 
siiivaiit les droites coiyugiiecs aux intersections de ceux-ci avoc E, par rapport aux 
couples de droites x^xg, XgX,, XjXg rospectivoinent ['’I; lo memo cone rencontre lo plan 
E suivant deux droites correspoiidnntes, dont clmcuno est uiio gdiuiratrico do contact 
entro E et mi cone dn faisceau; les plans passant par x, ol rosp. par deux droites 
correspondantes fonnent un systeme harinonique avoc les plans x,X 2 , xiXg; etc. 

103. Considdroiis mi cone cubiqne (du troisiemo ordre) passant par les six droitos 
VP\>VPi^VP^>‘^\,'^^^ ’fa. 0 t touche suivant les trois dernihres par les plans polaires do 
PiiPa.Pa*); soit jjtfd une generatrice de ce cone. Lo plan %e coupe la Hessienne ot 

*) Les coites cubiques analogues formciit uii faisceau, cai' loa conditions coinmuiios sont 

6quivalont0s 4 neuf droites par lesquollos passout io syst6mo do trois plans XgXj, XjXg. ot 
lo systems du plan p% et du cone polairo de la droit© x. 
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ce cone suivant deux ciibiqnes ayant aept points eomnuins, donl trois ont les nidines 
taiigentes; done cos cubiques coincident ensemble. C’c.st-i\-dii'e quo Ic cone cuhiquo ren- 
contre la Ilessicnne suivant une courhe plane (du Li'oisi5ine ordro) donl le plan ost itc, 
cl, par suite, suivant une autre courhe- plane (du mdme ordre), doiit Ic plan som 
Chaciin do ces deux plans sufflt dvidommont pour ddtermiiior (d'linc maniere unique) 
le cone cubiquo et I’autro plan; done, ces couples do plans, conteiiant las courhes d'inter- 
seetion de la Ilessicnne avee les cones cubiques du fuisccau dont il s’agit, forment une 
involution, dont les plans doubles coiitiendrout los conrbes de contact outre la Iles- 
sicnne et deux cones du faisceau. C’est-iVdive quo les lungcntes qu'on pent mcner a 
la Jlcssienne, du, point p, forment deux cones cubiques, et les courhes de contact sent dans 
deux plans passant par it; lo systdino do ces deux plans c.st done [’*] la qnadrique 
polaire du point p. Ainsi, la quadrique polairc de p est constituee pur deux plans formant 
tm syst'eme harmonique avec les deux plans qui contiennenl les deux cubiques planes 
appurtenant a un mdme cone ciibique du faisccari. 

Parini les cones de cc faisceau il y a celui qiii ost fonnd par lo jilaii pir avec lo 
cone polaire do it; les plans des sections qni y correspondent sent lo plan pit ot le plan 
polaire de p. Un autre cone du mdnie faiscoau ost le triddre iCiitjTCa, forind par les 
Irois faces du pontnddre (98) qui conconrent on p; los sections corrospondantos sent 
dans les doux autres faces du pentaddre (qni passent par m), ot cliacuno d’elles est lo 
systoino do trois droites. D’odi Ton tire quo les deux plans formant la quadrique polaire 
de p, et les deux faces du pentabdre qui passent par ic forment un systbme harmonique. 

lOd. Los plans ice, %d passent respoctivemont par et, d (97); done, lo cone cubique 
(dll faisceau mentionnd) qui passe par per? passe aiissi parpe'd'; e’est-a-diro quo (102) 
ce cone correspond a lui-meme. On coucliit d’ici et des proprietds connuos dos cubiques 
planes *) qiie les plans tangents it notro cono suivant deux droites corrospondantos 
pcd,po'd', se coupent suivant iino gdndratrico dn moino cone; quo tout cone qiiadriqno 
circonscrit au triddre coupe le cone cubiquo suivant les trois gdncratrices do 

contact de ce cone avec un seal et inoino cono de second ordre; et que ces trois gend- 
ratricos forment un triddre dont les faces roncontrent le cone cubique suivant trois 
nouvolles droites situdes dans le plan qui correspond au proniier cone quadrique. Etc. 

105. Nous ferons maintenant quelqnes reinarqiies siir la surface polaire d’unplan qiiel- 
conqiie E passant par le point double p. Ce point dtaiit le sominot crim nombre infini do 
cones polaires, dont los poles sont los pointe de 'it, la surface polaire passera par cette droite 
et sera touclide suivant celle-ci par le plan polaire de p. La indme surface passe *en 


*■) On pent, en offot, consUldror le ooiic cubiquo corame Jacobionne d’un rdseaii do cones 
quadriques (de sommotp) auquel appai'tiouno lo faisceau dos cones polairos dos points de it. 
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outre par 2> et y est touchdo par le plan polairo du point i , on E est rencontrd par it, 
Parnii les cones polnires de soininet p, il y en a deux tangents an plan E; done (77) 
la surface polaire a deux points doubles sur n. 

Les quadrirpies polaires passant par p renconlront E siiivant cles coniques touclides 
en p par une seule ot indme droile pi (intersection des plans R ot p-d). Un point 
quelcouqiio do cotto droitc est double pour I’lino de ces coniques, c’est-Ji-dire qu’il est 
un point de contact entro E et une premiere polaire passant par p ; toutes les preinibres 
polaires analogues passent done par la droite^ji, ct leurs polos soroni situds dans la 
droite, intersection des plans polaires dop eti D’oi'i il derive qne cette derniero droite 
appartiont d la surface polaire de E. 

Cette surface polaire est tangente a la Hossienne suivant une eourbe gauebo du 
sixibine ordre (d7) qui, dans Ic cas actncl, so ddcompose on deux parties, la droitc % 
ct une eourbe gauche du cinquiftme ordvo passant parp. Cette coiirbo, dtant corros- 
pondanto sur la Hossienne a la section dn plan E, fonno conjointoment avec les droites 
ail iti ^3 rintersection complete de cette surface avec lo cone quadriquo qui correspond 
an plan E (102). Ce dernier cone coupora done do nouveau la surface polairo de E 
suivant nno droile. En effet, des quo lo plan E passe par les points corrospondants 
p, i de la Hessienno, il toncliora on i un faiscoau de quadriquos polaires (92) , dont 
les polos sont sur nno droite passant par p ct situde dans la surface polairo; et cette 
surface sera touchde suivant cetto droite par le plan polairo de i. La inCmo droite 
contiondra les deux autres points doubles do la surface, qui sont los polos do deux 
cones appartonant au mdme faiscoau. Ces deux cones nuront done lours sommots (dans 
le plan E) sur une droitc passant par p ot correspoudant a la proinidre droite. 

lOG. En appliquant ces considdrations aux plans du pentaedro 12346 (99), on 
volt quo los ardtos'du tdtraddro 3345 formont la courbo du sixldmo ordro (corre- 
spondanto au quadrilatdro des quatro droites 12, 13, 14, 16) suivant laquollo la 
Hossienne est touchdo par la surface polairo du plan 1 ; cotto surface a done les points 
334, 336, 345, 346 (sommots du tdtraddro) pour points donblos*). Cette mdmo sur- 
face (dtant la rdciproquo do la surface Jtomaine j77|) contiont trois autres droites 
situdos dans im indino plan; cos droites seront (106) les intersections dos plans polai- 
res dos couples do points (133, 145), (124, 136), (134, 135^, sommots opposds du 
quadrilatero. Les inOmes droites formont un triangle o,&iCi dont chaquo sommet sera 
i„ n«in rn.,.,n •"■ninidi’o polairo tangente au plan 1 et passant par deux couples de 
tt quadrilatdre ; ainsi, los diagonales do ce quadrilatdro, combindes 
intersections du plan 1 avec les promidves polaires dos points 


TO mlxlo dos plans 1, 3 ost formde par los plans 3, 4, 5; olc. | 
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«i7iiCi; c’est-a-dii'c quo les soinmets aipiYi fUi triangle diagonal sont les poles du plaiu/iSifli. 

II correspond de indme au plan 2 un plan aJ)iCi, qni sera lo plan polaire de chaque 
soinmet du triangle formd par les diagonalcs du quadrilatere (21, 23, 21-, 25); 
etc. pour les autres plans du pontaiidro. Or, les plans mends du point 315 aux diagonalos 
(1231 |121j (1351=^'/, oti, jl25| jl31j = «,p, passent aussi par los dia- 

gonales|123! j215}~p2Y8) |1211 (2351=^7204, (1251 (2311 = 72^2, parcc quo los couples 
de points (115, 215), (135, 236), (131, 231) sont en ligne dvoite avoc 315; done 
les droites a.ya^, P,p2, 7,72 concourent au indnie point 315, 

Le plan o,?>iCi dtant le plan polaire des points ai pi 7,, il en rdsiilte que la quadrique 
polaire du point commun a ce plan et d. la droite 12 cat un cone passant par les 
points Oi pi 7i et par les quatro droites (issues de 315) qui formept la base du faiscoau 
dos cones polaires des points de 12. De mdnio, la quadrique polaire du point mi le 
plan a2&2ej coupe la droite 12 sera un cone passant par les points a2P2'fset par les 
mdme quatre droites. Or los points OiOj, P1P2, 71 72 sont on ligno droite avec lo point 
316, sommet commun des deux cones; ces deux cones sont done coincidents, e’est-d-diro 
quo los plans , a 2 hiCt roncontront la droite 1 2 au mfimo point. Ainsi, m plans 
Wi&iCi, ... qui corresponcle}4 aux faces 1, 2 , ... du pent aedro foment itn nouveau 

pentabdre dont les arStes rencontrent les aretes cormponduntes du premier ; et par suite 
les cinq droites suivant lesquelles se rencontrent les faces correspondantrs des deux pen- 
taedres sont dans un seal et mame plan. 

107. Nous avons ddmontrd qu'd une section plane E de la Hessienne correspond nno 
conrbo gauche K du sixieme ordro (57). Soit 0 nn point deK; o' lo point correspondant 
de E. La droite polaire du plan E par rapport au cone polaire de 0 rencontre la 
Hessienne, non-seulement en o', mais aussi en trois autres points I, m,n, Lo plan E 
est done le plan polaire mixtc des pairos do points ol,om, on, C’est-a-dire qu’il est 
lo plan polaire de 0 par rapport aux cones polaires do I, m, n. Done E contient les 
sommets de ces trois cones, et par consequent les points I, m, n appnrtiennent d K. 
Ainsi, les droites polaires du plan E , par rapport aux cones polaires dent les sommets 
sont dans ce plan, rencontrent la courhe gauche K, chacune on trois points, 

Combieri de ces droites polaires du plan E passent par un point quclconquo 0 
de K? II faut cliorclier un point qui, avec 0 , ait le plan polaire mixte E; tel est tout 
point de la droite polaire de E par rapport au cone polaire de 0 , Cette droite rencontre, 
ainsi qu’on a vii ci-dossus, la courbo K en trois points I, m, «; et les droites polaires 
de E par rapport aux cones polaires de I, m, n passeront par 0 . 11 y a done trois droites 
polaires qui passent par un point qudeonque de K. 

Corabien de ces droites polaires sont rencontrdes par une droite arbitraire G? 
Autrementi comblen de points y a-t-il sur 6 lesquols aient E pour plan polairo, par 
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rapport a lui cone polaire dont le pole soit sur K? Les poles des qiiadriques polaires, 
par rapport auxquolles les points de Gr soiit les poles de E (76) , sont dans line cnbiciiio 
gauche qiii a liiiit points coinmuns avec K (28). Done, les droites polaires dii plan ID 
par rapport aax cones polaires qid ont les sommets _dans ce plan, forment nne surface 
dll Imitieme ordre. Pour cette surface, K est une courhe triple, car en chacun de ses points 
se croisent trois gdn^ratrices. Im mcme surface passe par les dix droites ir, parce ijuo 
chactme des celles-ci pent 6tre rcgard6e coniine polaire d’nn plan qnelcoiique par rapport 
a la quadriqiie polaire du point correspondant p. 

Les gendratriees de la surface rcncontrent le plan E aux sonimets des cones polaires, 
ainsi cette surface contient la section plane E do la Hessiennc, Elle contient, de plus, 
quatro droites situ^es dans E; ce sont les gdndratrices de contact do E avec les qnati’e 
cones polaires dont les poles sont los points doubles dc la surface polaire do E {7T), 
Si E cst lepian a I’infini, los cones polaires des points de K sont des cylindros, 
parnii lesquels ceux (en noinbre do qiiatre) qni touchent E sont paraboliques; et los 
droites polaires do E deviennent les axes do cos cylindros. 

108. De quelle classe est Vcnvcloppe des plans qni coupent la surface fondameniale D'':( 
suivant des cuhiques harmoniques *)? Soit G une droito arbitraire, x iin point cominnii 
a G eta la surface fondamentale; il faut cherclior un tol plan passant par 6 quo los 
quatre tangentes menees du point x a Pa, dans ce plan, fonneiit un syst^ino harinoiiiqiio. 
Or, toiites les tangentes qu’on pent menor par x a F3 fonuont (G) nn cone du quatriSnio 
ordre qui, n’ayant pas en gdneral de gdndratriccs doubles ou stationnaires, ost de la 
douzieme classe. En coiipant ce cone et la droito G par un plan, nous anroiis une courbo 
gendrale C du quatrierae ordre et un point.!/; et il s’agira do inener par.c/ une droito 
qui rencontre C en quatre points liarinoniques. On sail que cette question a six solu- 
tions I’enveloppc demand(5e est done une surface de la sixihme classe. 

On ti'ouve de la induie maniero quo les plans qui coupent la surface fondamentale 
suivant des ciibiques eqtii-anliarmoniqiies enveloppcnt une surface de la quatrieme classe, 
Une cubiqnequi ait un rebrousseinent est siinultandment un cas particulior do la 
cnbique harinonique et de la cubique dqui-anharmonique; done les deux surfaces clc 
sixieme et de quatrieme classe, que nous avons considdrdes toiit-a-l’lieure, sont inso’iics 
dans la developpable (Gl) formce par les plans tangents stationnaires (e’est-a-diro cir- 
couscrite a la surface fondamentale suivant la courbo parabolique). 


0 Une oourlie plane du troisldmo ordre est dito harinonique on dqul-anJiarmonigue d'aprfos 
les valours singuliferes dn rapport anliarmonique coustuut des cjuotre tangentes issues tl’viii. 
point quetconque de la courbe. 

STuiuBm, Udnr solohe algebi'dische Ourven etc, (t. XLVII, p. 102 de ce Journal). 
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Parmi les plans qui coupent la surf ace fondamenUile suivant lies cubujnes eqiii-anhar- 
moniques, il y a les dix plans analogues a pn (96), c’ost-a-(lii'e passant par nn point 
double de la Hcssienne et par la droite coiTcspondante. En effet, ia premi6i'c polaire 
de p est une paire de plans passant par %, ot les preinibres polaircs des points de k 
sont des cones qui coupent le plan pit suivant des couples de droitos (parp) en involution: 
les rayons doubles do cette involution et la droite tc formcnt done la Jacobienne dii 
rdseau des coniques suivant lesquelles Ic plan pn coupe les quadriques polaircs de ses 
points. (Cette Jacobienne est la section du plan p^: par la surface polaire du mdine 
plan). Or, si la Jacobienne du rdseau des coniques polaircs est un systbme de trois 
droites, la courbo fondamentale est dqui-anlmrmonique; done le plan piz voncoutvo la 
surface fondaraoutalo suivant une cubique 6qui-anhannoniqno. 

ClIAPl'l'UB SBT'TriflJIJ!). 

Los vingt-sopt droitos d’lmo surface du Iroisibine ordro. 

109. Si uu plan est bitangont ii, la surface fondainonlale Fa, il conpera cotto surface 
suivant une cubique avec deux points doubles (les deux points de contact), savoir suivant 
une droite ct nno conique. T^e noinbro des droites situdes sur Ea est done 6gnl a celui 
des plans bitangents qui passent i>ar un point arbitrairc do I’cspace, on bicn a la classe 
de la surface ddveloppable enveloppde par les plans bitangonts. Or, cette classe (8) 
est 27; une surface du troisihne onlre eontient done, en general, 27 droites. 

Si a est une de cos droites, tout plan mend par a coupe de uoiiveau la surface 
suivant une conique ot In touclio aux deux points d’intcrsection do cette conique avec 
a (60). Si Ton fait varier le plan autour do a, les deux pcbils de contact engendrent 
une involution, dont les points doubles sont les points dc contact dc a avec la Ilossionno, 
oil ce qui vovient au mdme, avec la eourbe paraboliquo. Parmi les plans mends par a, 
il y en a cinq (60) qui coupent I'V suivant une conique avec point double (deux droitos, 
outre a), e’est-a-dire que par toute droite situ&o sur la surface passent cinq tri- 
tangents (deux points de contact sur la droite, et lo ti'oisidino au dehors). Rdciproquement, 
tout plan tritangent doit couper la surface suivant trois droitos (une cubique avec trois 
points doubles) ; done, une droite quelconquc de la surface rencontre 2.5 = 10 autres 

5*27 

droites (le la mfimo surface, ct le nomhre des plans tritangmts est — 

Si », 1), 0 sont les trois droites contennes dans un mdme plan tritangent, par ohacune 
de ces droites passent quatre plans tritangents, outre aho\ cliacun de cos plans eontenant 
deux noiivelles droites, on a ainsi les .8.4.2=24, droites qui avec a,b, c eompldtent 
le nombve 27. 



62 


MEJIOIBE BE QEOatETBIE PURE SDR BBS SURFACES DU TROISltiME ORDRE, 


110. Les iieuf droites suivant lesquclles s’entrecoiipent les faces cle deux tri^dres 
doniids fonnent la base d’liii faiscean de surfaces cubiques, auquel appartieiinent les 
deux triedres. On obtient la surface dii faisccau qui passe par un point donnd 2 >, 

la maniere siiivante: un plan mend arbitrairenient par coupe los neuf droites en neiif 
points lesquels, dtant les intersections ties c6t6s de deux triangles (sections des deux 
triedres), formeiit la base d’uii faisceau dc courbes dii troisidme ordre. Une de cos 
courbes passe par p, et le lieu de toutes les eourhes analogues, gu’on oUient en faisant 
tounier le plan autour de p, sera dvideinmcnt la surface cuUgue demandee. Soient 
flidaCi!, C3i«3&i les droites suivant lesquelles la premidre, la deuxienie et la 

troisidme face dii premier tridclre coupent respoctivement les faces du second; autre - 
raent, soient aifijCji, hcnds, CnUilh les droites suivant losquolles la premidre, la deu- 
xieme et la troisidme face du second triddre coupent rcspectiveinent les faces dn pre- 
mier. Alors, nous pouvons former les tei'nes 

aAcs3 (hi) Cat aACii 

l)\b^a aiitaUa 

dans cliacune desquelles on a trois droites qui no se coupent pas. Les trois droites 
«i6,Ci; 3 ddterminent uii hyperbolo'ide qui coupera de nouveau la surface cubique suivant 
line coiivbe L (non-plane) du troisidme ordre. Un plan mend arbitraireraent par rei 
touche rhyperbolo'fde en un point x et la surface cubique en doiix points yiya, en faisant 
tounier le plan autour de a,, les points i/i^o donnont imc involution projective a la 
sdrie simple des points x: il y aura done trois coincidences d’tni point x avec ini ties 
points correspondants ?/. O’est-ii-diro quo I’liyperboloide et la surface cubique se touclicn t 
en trois points de (h, et de indme on trois points do bi et on trois points de c^. Or, les 
points de contact do deux surfaces sent les points doubles dc leur intersection, done 
L coupe en trois points cliacune des droites ai&iCj*. D’ou il suit que L est le systeme 
de trois droites appuydes sur ni, &i,e23*). Analoguemont, cbaciin des hyperboloides 
correspondants aux cinq aiitres ternes coupera la surface cubique suivant trois nonvelles 
droites : nous aurons aliisi 3 . 6—18 droiti iqiii, avec les neuf intersections des faces 
des triddres donnds, fonnent le systeme de. 27 droites. 

111. Un faisceau de surfaces S de second ordro, dent In base sera une courbe G 
du qiiatrierae ordre, soit projectif a un faisceau do plans E passant par une droile a.. 
Le lieu des conigties suivant lesquelles les surfaces S sont couples par les plans con'e- 
spondants E est ( 17 ) une surface Fj da troisidme ordre, dont on obtient les intersections 


•'') [Voh’ un thdortme plus gdaCral de M. Mohtahd clans la TeorUi yeom. delle superfleie, 
note do la page 48.) [*“] 
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avec uiie cU’oite nrbilvaivo G, de la mani^re suivante. La droito G roncoutro S en deux 
points et E en un point les couples j/ij/u donnent une involution projective a 
la serie simple dos points o;; il y aura done trois coincidences d’nn point x avoc nn 
des points corrospondants y. 

La surface F 3 passe par les bases des deux faisccaux gdndratcnrs (17), savoir par 
la courbe gauche 0 et par la droite a. Cbaqnc plan E touche Es cn deux points: ce 
sont les deux points oii la droite u coupe la surface S correspondanto a E. Parini 
les surfaces S il y en a deux qiii touclicntrt, c’est-iVdiro qn'il ya deux pk«s E gai 
sont {tangents) stationnaires. Chaquo surface S touche Es en quatre points: ce sout les 
points oil la courbe gauche C est rencontrdo par le plan E correspondant a S. 

Parini les plans B il y en a cinq (60) qui toiwhent les surfaces S coirespondanies: 
cliacun de ces plans est done tangent a Ea en trois points et coupe cotto surface suivant 
deux droitos, outre a. En partant d’nn quclconquc de ces plans tritangents, on retrouve 
le systeino complot des 27 droites, commo ci-devant (100). 

112. Supposons maintonant que les plans E soient les plans polaires d’nn point 
fixe p par rapport aux surfaces quadriques S; le lieu des eourbes de contact entre les 
surfaces quadriques d'un faiseeau et lea cones circonsorits de soinmd p, est done une 
surface ciihiqne E 3 qui passe par la base C du faiseeau, et aussi par le point p, a cause 
de la quadriquo S qui passe par p, Los plans E des eourbes do contact passent par 
une mdme droito a, qui, par suite, est sitneo dans E 3 . ’’) 

Dans lo faiseeau quadriquo il y a quatre cones, et pour cliacun d’oux la courbe 
do contact se decompose en deux droitos, situdes dans un plan par a. La surface S 
qui passe par p est coupee par le plan polairo de p suivant deux droites croisdos en 
p, dont le plan passe par la droite «. Ainsi nous avons obtenu 10 {U'oites sitndes, par 
couples, dans des plans passant par a. 

En considdrant les deux droitos croiades enp, chacuno d’ olios est appuydo on deux 
points a la courbe gaucho C, et Von pent mencr par cettc droite quatre plans tangents 
a 0. Ohacun de ces plans touche an indine point (outre 0 ) la surface E 3 , parce que 
la droite qui joint p au point de contact touche, eu cc dernier, Ea, et ddtonnine avec 
la tangente do C le plan tangent de E 3 . Cliacun de ces plans est done un plan tritangent, 
et par consdquent il coupera F 3 suivant deux nouvelles droites. Ainsi, nous aurons 
2.4.2 droitos qui, avec les 10 ddjd obteniies et avec a, coinplctent lo systdmo dos 
27 droites. 


'') lUna reUa arbltrarla pei' p toeca duo superfleie S; i duo punti dl contatto sono qiielli 
in cui la rotta incouti-a ulterlormenta F3 . 1 duo punti coincidono quando la votta incontra C ; 
d\xuqu.e 0 & la eurva di contatto di Fg collo tangeiiti cho escono da £>; ossla la piiina polave 
di p rispotto ad F3 6 una quadrioa dol fascio (S), e proclsamonto quella che passa per p. \ 
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113. Nous dirons qu’un systeme (lin 6 aire) de plans est projectlf au systeme des 
points de I'espace, lorsqu’a iin point quclconque x correspond un (senl) plan X, et quo 
rdciproqiiemeiit a cliaque plan X corresponde un (soul) point cc; de plus, qu’aiix points ;» 
d’nn plan X' correspondent les plan.s X (d’un rdscau) passant par un indme point ic\ 
et par suite qu’aux points x d’uiio droite correspondent les plans X d’lm faisceau. 
Inversement a un faisceau de plans X correspondront les points x d’une droite, ot 
anx plans X qui passent par un point .c' correspondront les points x d’lin plan X'. Los 
points a/ et les plans X' formeut de nouveau deux syst 6 mes projectifs. 

On a ti'ois systeines (lineaires) do plans, projectifs ontre enx et aussi an systemo 
des points de I'espace ; de sorte qiie cliacini des quatro dieraents hoinologucs X| , Xj, X,, or. 
ddterinine, avec nnc solution unique, les trois autros. Soit od lo point coninnm aux trois 
plans Xi, X 2 , X 3 ; les points x, .'c'se ddterminoront Tun par I’antrc d’uno manifere uniquo ; 
car, si x' est donnd, par cc point passe eii gdndral une seule terne de plans corro- 
spondants X,, Xa, X,, aiixquels correspondra un point uniquo x (rdsultant de I’intor- 
sections des trois plans X',, X',, X '3 qui corre.spondont au point *'). On pout regurder 
et x' comme points lioniologues de deux cspaces projectifs chei'chons done k (Idterminoi' 
les courbes et les surfaces qui correspondent, dans Tun do ces espaces, aux droitos 
ot aux plans de I’antre. 

Si X parcoui't un plan E, cliacun des plans X produit un rdseau; on aura ainsi 
trois rdseaux projectifs dont trois plans con’espondants so coupont on .r'. Le lieu do x' est 
done (23) line surface F 3 du troisidine ordre ; d’ou il suit quo les points de oette surface 
correspondent, cliacun d chaciin, aux jioints du plan E. 

Toutes les surfaces euUqnes F 3 corrospondautes aux plans E du premier espace formoni- 
un systeme Unmiro et passent par une mhne courbe gauche K du sixihne ordre (35), 
lieu d’un point par legitel passent trois fuisceaux correspondants de plans X. Ainsi, « 
un point quelconque x' de K correspondra, au lieu d’un simple point x, une droite i. 

Si X decrit tme droite, les plans X forinent trois faisccaux projectifs; par suite (18), 
le lien de a/ sera une (courbe) cidnqiie gauche, Cette courbe formera avec K la compldto 
intersection des deux surfaces Fs qiii correspondent it deux plans E passant par la 
droite denude. 

Une droite et un plan, dans le promier cspace, ont un point commun a;; le point x' qui 
lui correspond devra rdsulter aiissi d'nne manibro unique de I’intersection de la courbes 
et de la surface qui correspondent A la droite et au plan, respectiveinent. Or cette 
courbe et cette surface, dtaiit toutes les deux du troisiemo ordre, ont neuf points 
eonimuns; de ces points luiit appartieiidront (28) A la courbe K, et le neuvibme sera od. 

De ce que la ciibique gauche correspondanfco a une droite quelconque rencontre K 
luiit fois, il rdsulte que cette droite sera croisde par les droites 5 correspondantes A, 
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huit points x de K; c’est'a-dire quo les drcites i c 2 n premier cspuec, qui correspondent 
aiix points de la courhe gauche K forvient tine surface du huitieme degre, 

Trois plans E se coupcnt en un point done trois surfaces E, ont un seui point 
commiin ®', au deliors de la courbe K. 

R^cipi'oquement, si le point «' ddcrit (dans le second espace) une droite, le point x 
ongondrera une (courbe) cubiquo gauclie; car le lieu de x sera rencontrd par un plan 
arbitrairc E on autant de points quo la droite donnde a d’intersections coininuues 
avec la surface F3 correspondante ce plan. Si est variable sur un plan E', x engen- 
drera uno surface cubique F3; en olTot, le lieu de * sera rencontrd par une droite 
quelconque aiix points qni correspondent aux intersections du plan E' avec la conr))e 
correspondanto a cotto droite. Et d6s que le point x est I’intcrsection de trois plans 
homologuos X'l, X's, X's do trois systbmos projcctifs an systeino des points (du second 
espace), il s’ensnit que F'3 pent fitro construite coniine lieu du point x coinmun a trois 
plans correspondants do trois rCsoaux projectifs. Par consdqnent, les surfaces F's (cor- 
rospondantes aux plans du second ospace) formcront dies aussi un systtSrae liudaire et 
passoront par uno seulo ot nidmo courbe gauclio K' du sixidnio ordre, i\ chaque point * 
de laquello covrospondroiit les points x' d’une droite i' ”'). 

Soit cd nil point de K, qui sera commun it tons les plans Xi, Xs, X3 de 
trois faisceaux correspondants, dont Ai,A2, A3 soienl les axes; et soit 4 la droite qui 
contient los points x correspondants it cos plans, e’est-ii-diro la droite commune aux 
plans X'i,X'2,X'3, qui correspondent it od. Chaque tornc de plans liomologues mends 
par A|, A2, As rospectivcnient correspond it mi point.« de', do faqoii que cc point x va- 
riable SUV 4 a toujours son liomologue au point fixe x'\ niais pavini ces tcriies il y en a 
trois dont cliacune est comjiosde do trois plans passant par uno mdnic droite. En effet, le 
cone engeiidrd ( 42 ) par lea faisceaux projcctifs Ai, As, otle cone engendrd analogue- 
men t par les faisceaux A,, A3, auront, outre I’axe commun A, , trois droites communes, 
cliacune desquelles sera par suite rintcrsection do trois plans correspondants Xi,X2,X,. 
Ainsi la droite 4 a trois points dont run quelconque correspond a une droite passant 
par a;'; autvoment, 4 est appuyde it K' on trois points auxquels correspondent trois 
di'oites ( 4 ') passant par x, Analogiiemenl, it chaque point x de IF correspondra une 


'*•) An cas parliciilioi' quo X,, Xj, X 3 aoiout los plans polairoa du point x par rapport a 
troia aurfacos quadrlquos Axes, los poiuta oc, cc* ont uno relation pnrfatteniont rOolproque (i?J- 
voluforischc), eta un plan B, quol que soit I’eapaco auquol il est consd appartonir, correspond 
uno seule et mdiue surface F 3 , lieu des poles du plan E par rapport aux surfaces du rdseau 
dOterinlnd par lea trois quadriquos donnfics (30). Dans ce cas les courbes K, coYncideut, et 
il dev lent inutile de distingiicr les deux ospaces, 


Cfrcmona, tomo IXI. 
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droite i' appwjee a K cn trois points, et Ics droites i correspmidantes d ces points se 
croisemit en x. C’est-a-clirG que, si me droite rencontre K en irois points, les trois droites 
qui correspondent d ces points passent par iin niemc point x (de K') ef forment dies seides 
la cuhique correspondante d la droite donnce, de maniere qu'd tout autre point de celh-ci 
correspondra le point fixe x. 

Si le point x' decrit une droite 6, les plans X'l, X'*, X'3 donnent naissance fi trois 
faisceaux projectifs, et par suite lo lieu de x sera, ainsi quo nous I’avons doja moiitr6 
(113) uno cubiquo gauche, commune aux trois hyperboloides quo les trois faisceaux 
engendrent, dtaiit pris deux a deux. Cette courbe se ddcomposora 1.“ en une conique 
et une droite lorsqiie G- rencontre K une fois; 2.® en trois droites (dout deux, 
qui no se coupent pas, sent croistSes par la troisibrae), loraquo G rencontre K deux fois; 
3.® en trois droites U, (3 (issues d’un indme point do K')> lorsquo G rencontre K 
trois fois. En faisant abstraction des droites i correspondanles anx points de K, nous 
pouvons dire qu’a G correspondra une culique gatiohe, une conique, une droite ou un 
point, suivanf que G a 0, 1, 2, 3 points commnns avec K. 

D’ou il s’eusuit quo, si G est situdo sur uiie surface F,, ello roncontrera K an 
moins une fois, car la ligno correspondante a G doit etro placde sur le plan E qui 
correspond it F3 . Done, si nous considerons trois droites situees dans un memo plan iri- 
tangent de Fs, il nepeut arriver que les deuxeas suivants: ou les irois droites rencontrent 
E ohaomie en 2 points, ou elles coupent ceito eourVo en 1, 2, 3 points respoctivement, 

114. Soit P3 la surface ciibiiiue qui correspond i un plan donnd E; ce plan coupera 
la courbe gauche E' en six points 1, 3, 3, 4, 5, 6, quo nous noininerons points fonda- 
nwitaux; done, en regardant ces points comine des positions de x, les six droites cor- 
respondantes — (q, «*, Oj, «4, as, (lionx des points liomologuos «') seront situees sur 
F3 ot ai)puy6cs d E, chacime en trois points, Et I’on voit aisdmont qu’aux diffdrents 
points de la droite a, correspondent les points du plan E infiniment voisins du point 
fondainental r, c’ost-a-dire que la sdrio des points a/ de Ur est projective au faiscoau 
des droites niendes par r dans E. 

Les autros di'oites de Fa seront appuydos a K en deux points ou en un soul point, 
et par consdquont ellos correspondront a des droites ou a dos coniques traedes dans 
lo plan E (113'’**). Dans le premier cas la droite en E doit aussi roneontrer deux fois 
K'; or, dans lo plan E il y a quinze droites qui ont deux points commuus avec cette 
courbo gauche, 

33 31 13 66 64 46 14 16 16 34 36 36 34 36 36; 
done F3 eoniiendra quinge droites 

Ci’i ^*31 ^ 1 % ^10 Czi 

chacima appuy^e a K cn deux points. 
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Los droites a,, et c, , (ou r, s sont deux points fondainontaiix) se reiicontrent en 
un point qui correspond ii la direction rs issue do r; done Ic plan do ces droites 
coupom Fg suivant uno troisiomo droito qui n’mira qu’mi seul point coiinnun avec K, et 
quo nous dcsignorons par h, . Oc mCine plan rencontre les cinq autres droites a, dent 
uno, Ut, est croisdc par c,., (car la droito correspoiulantc passe par lo point s) [*’*]; 

done 6, conpera, outre a,, quatre autros droites «, liormis ff,. D’ou il s’ensiiit que 

la couiqno correspoiulante a 2», pasaora par cinq points fondainentaux, hormis s. Ainsi 
Fa contietii six noimlles droites 

h h bj bt bi &a 

appuijecs d K, chacunc on im soul point, et correspondantos aux coniques 
urn') 134r)<> 12»5(i 13340 13345 

qii’on pout ddcriro par les points fondainentaux, pris cinq a cinq. 

115. VoilA done les 27 droites do la surface Fj. D’apres cc qui prdc^de (113’''“) 

un plan tritangent quolconquo contioiidra uno droito a, uno droito b et une droite c, 
ou bieii trois droites c; et par .suite deux droites a ou deux droites b no soront jamais 
dans un intSme plan. 

Si uno droite b ou c rencontre la droito a,., la conique correspondante it 6 ou la 
droite correspoiulante k c doit passer par lo point fondaincntal r. Done deux droites 
a,., bf so rencontreiit toujours si les indices r, s sent diffdrents, et no se rencontrent 
pas si olios out lo mfiine index. Kt une droito (t, coiipera, outre los cinq droites b 
d' index diflerent, les cinq droites qiii ont un index dgal ii r. 

Si doux lignes ou E ont iin point coininun a;, les lignes correspondautes siir Pg 
s’enti’oconperoiit an point homologuc .t:'; inais si les premieres lignes passent ensemble 
par un point fondamontal r, ceci indiquera seiileinont que les lignes sur F., sont rencon- 
trdes I’une et I’autre par la droito a,, aux points qui correspondent aiix directions des 
premieres lignes en r. 

II rdsulte cl’ici que deux droites o, on bioii une droite b etune droite c se rencoii" 
troi’ont, si les lignes correspondantes ont un point d 'intersection qui ne soit pas I’lin 
des six points fondainentaux. Done b,. rencontre toutes les droites c gtii ont un index r ; 
et deux droites o se coupent si tons lews indices sont diff'erents. 

II est maintenant tr6s-facile de trouver les 46 eombinaisons de trois droites qui 
sont dans un mfiine plan. Le plan qui posse par Ur et bg contiendra atissi e,s\et cette 
derniere droite sera aussi dans le plan o, b,., car les syinboies Cr, et Ctr expriment une 
Soule et inCnie droite (colle qui correspond a la droite inende par les points rs). Enfin, 
trois droites c sont dans uu mdine plan, si leiivs indices contiennent tons les six nombres 
1 3 3 4 5 G. 
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Voici done les qnarante-cinq ternes de droites situdes dans les plans tritangents : 


ftj. 2^2 

a^hy €21 

Og&lCgi 

i ^4^1^41 


^0^1^01 


Cif2&3 Cgs 


^4^2^42 


Cffl Cflj 

(hh^Gu 

^( 2^4024 

»Acu 

^4^3^43 

^5^3^53 





dib^Ci^ 

^5^4^64 


WiJq Cio 



^4 bo C 4 Q 

«5&(jr5o 

CtfQhfyC(yr^ 




<^14^23^30 

^16<?23<?40 

^lQ02^C.i^ 

C 12^^33 ^40 

^13^26 ^46 

<^14^25^30 



CigCgg C 45 



(^\^026Csi 

^ 10 % 


IIG. On pout faire id phisieurs remarques intdressantes. Par ox. ihiix droites nm 
situces dans un mime plan, conime a,, bi, soni renconirees par les memes cinc[ droUes 
(C|B, C| 3 , On, Cj 5 , Cio). Parini les avitros vingt droites, il y en a cinq qui rencontront sou- 
lenientai, cinq qui rcncontrent soulciuent 6i, et dix qui ne coupcnt aucune des deux 
droites (ii, h. 

Trois droUes qui ne se coupent pas, comme Uu at, « 3 , sent rencontrees par les memes 
trois droites (6<, h, &«); et il y a six droites {au as, ao, Cm, Cm, e^s) qui ne rencontrent 
ni Oi ni ni aa. 

Qaatre droites qui ne se coupent iias, comme a,, a^, a^, a,, sont rencontrees par deux 
droUes (&b, be), et ne soni pas rencontrees par trois droUes (as, ae, Cm). 

Deux systomes de six droites, comme 

<X>\ (I2. (XtJi dfQ 

ou deux droites homologues ne se coupent pas, et deux droites non-homologues se 
coupent toujours, ferment ce qu’on nomine, d’npres M, SchlAfli, iin double-sicc Cinq 
droiieSy comme ag, «.i, «6> gftii appartiennent d tin meme six sont coupces panme 
setile droite (&o) et ne sont pas rencontrdes par une autre droite (ao)* Mais cinq droites 
qtii^ sans se coupevy appartiement pas d tm meme siXy comme ^i, a^y a,i, sont 
rencoitrees pay deux droites {hy &o); et il n’y a aucunc droite qui ne rencontre pas Tune 
ou Tautre do ces cinq droites. 
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117. La m6thode de gdndratioii que nous avons adoptdo pour la surface Fa nous a 
conduit naturellement an double-six forme par les droites a, h. Mais on pout arranger 
autrcinent les 27 droites do maniere it former un double-six. (Jn doiibU-slx est dUemim 
par deux droites homologues, comme a,, l)i\ car les cinq droites qui con pent &, sans 
eouper ai, et les cinq droites qui coupont «) sans couper Si, complfetent les deux six 
du double-six. On dddnit d’ici le nombro des double-six qu’on pent former avec les 
27 droites. Chacune de cos droites n’est pas rencontrdo par seize autres droites: il y 
27 « 16 

a done — ^ — paires de droites qui ne so reneoutrent pas. Chaque pairo determine 


un double-six, mais chaque double-six contiont six couples de droites homologues: lo 

27 1 6 

nomhre des doubles-six est donc-7r-7r-=36. Yoici le tableau des trente-six double-six. 

2 . u 


fil ^23 £>>24 Cjs Crtq 

rta CiaCuOitOio 

1 rti 61 Cca Ooi Ctj Oso 

rta &a Cm Cm c^ Cm 

1 ft\ bi C 42 Ct3 Oi5 Cm 
«1 &1 CigCloClpCio 

Wi hi Cf.aCu3C„iC(a 
Wfi he CmCmCi4Cm | 

«! hi CoaCoaCciCcj 
Wo be CmCiaCi4Ci5 

Wg hi CaiCjj^CaoCcrt 
Wa ^a CgiCjiCejCio 

«2 ^41^^13^46 016 

«4 64 

1 fffl <^68 

tta ^6 Cai C 23 Ojji Crtfl 

(h Cfli C(53 C(3J C 06 

Wo ba C 21 Oga Cgi C’o 

W 3 CiiCmCmCm 

«i i>4 C.JI Can Cfij Cjo 1 

Wa be CoiOsgOjiCm 
Wfi be CdiCwCoiOM 

W 3 ha Coi O 02 Coi Cot 

Wo ^^0 CaiCi,gCajr3.'i 

«4 ^^4 <’61 <^62 ^ 6 ^ Cm) 
Cl4i<54aO}H<>4a 

(llhi Coi <^03 Con Co, 
&6 C 41 043 04<1 C 46 

Wfi bf, Cfli Co3 Cc3 (*iti 
Wd be Cfii Cy 2 (*63 C 6 I 

Wi Wg Wa CyoCtiiCir, 
C23Cm Ci9 h^ hf, he 

Wi Wa W 4 CjvijCojCdf, 
CaiCiiCmia h^ he 

rti Wg W 5 CmCiiaCji 

CjoCfliCia^a ^^4 

«l «a ^*0 <^46 <^63 
O2Q0|ilCl3&a ^-*4 ^6 

etj rtj «1 652 fca C 2 D 
j CaiCiiCi9?>2 ?;5 5o 

rti rta Wfi Cm Cqa C 24 
&4 be 

Hi Wa Wo C4iiCfigC2i 
Cc(s%Cm/;j hi he 

«1 «4 Wj CsoCj33C23 

C4r,roiCit&2 hg, be 

W| W 4 Wfl Cjij Cjg Cga 

C4(jCoiCi4&3 ?/a be 

rti rta Wq Csi O 43 O 23 
Zifl &4 

rtg (ta (li 6(A Col Cm 
C 34 C 43 C 2 J &1 ha 

(h CmCoiCi4 

CoBCftjCgi&i &4 be 

(h WdWflCmCfiiCii 
Co(jCo2C23Z>i hi he 

Wg 04 W 5 C 30 Cfli Cm 

C45C62Cci^'i be be 

ffj «4 Wo Cifi flfil Cia 

OieCia^iibi ba h 

rta ^6 Wfl ^^41 <h 8 

rta rti Uq CjflCoaCai 
CiaCaaCsi&a ?i>i />o 

Wa W 4 Wo C 25 O 61 Cm 

C4oCoaC3i bi bi b^ 

<h Wj Wfl Cji C 41 C 1 Q 
CfioCjjoCflfi&i hi ^4 

W 4 Wi, Wo Coj C 31 Cm 
C6oC(j|C45^>j hi ha 

Wi Wa Wa W 4 Wfi Wo 
h be h he he 


118. On a vu que, trois rdseaux projectifs de plans 6tant donmis, le lieu dii point 
coinmun d trois plana correspondants est uno surface du troisifeme ordre, dont les points 
correspondent, un un, aux points d’un plan fixe. Rdciproquemont, on peut ddmontrer 
qu’wHC surface qiielconque (gdndrale) Fg du troisieme ordre peut &tre engendrSe (d’une 
inflnitd de mani6res) par trois rtsemx projectifs de plans *). 

Soient Ui, ctg, Wg trois droites de la surface dounde Fg, qui ne so coupont pas (110). 


*•) Abstraction faite de la r6alit6 dea 616ments, 
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Un plan A, inenc arbitrairemeut par et uii plan Ai moii6 par rencontreiit Fa 
suivaiit deux coniques qiii ont un point coramun (car les points oil la droite A, A 3 
rencontre les deux coniques doivent reprdscnter les trois intersections de la inoinLe 
droite avec F3); par ce point et par ch menons un plan Aa. On obtient ainsi trois 
faisceaiix de plans, qui ont entre eux cctte relation quo M. AucniST dit duph-projective : 
c’est-il-dire que, deux plans 6tant dioisis arbitraiveinent dans deux faisceaux, le plan 
eorrespoiidant du troisieine faisceau en rdsulte d(itorinin6 d’line maniero unique. Et 
la surface F3 est le lieu du point cominuii h trois plans corrospondants. 

Un plan tritangent mend par «i rencontre as et fla eu deux points apparteiiaiit 
aux deux droites de la surface que le plan conticnt, outre Ui. II y a done deux cas 
possibles: on le plan tritangent coutient nne droite qui coupe et a,) et line auti'o 
droite qui ne coupe ni «2 ni «3; on bien il conticnt deux droites doiit I’lme coupe ce-s 
et I’autve coupe (h. II y a (110) trois droites qui rencontreiit Oi , ch et a^, done le iiombre 
des plans de la secondo esp6co est deux. Solent fcjCia, Cnhi los droites comprises dans 
ces plans, dont &3, c,2 soient coupdos par ai, ot los autres par a^, Los droites Zi2«3 ne 
rencontrent pas hai\ done la droite Cjs commune aux plans &s«3, inUs ost situde siir 
la surface. De meme les plans Cisrts,Ci3«3 so couporont sulvant une droite 61 de la 
surface. Ddsignons los six plans aJ>iCi2, (hhGn; Uihcia, agliCis, UshtCii par los 

lettres j 7 u J^'a- Aux plans correspond (dans la relation 

duplo-projective) un plan inddterniind par car cos deux plans se coupent snivant 
line droite de la surface. De mdmo aiix plana jf,, J^'a correspond un plan quelconquo 
par flj; etc. 

Soit E un plan fixe, et mn, nl, hn trois droites tracdos dans ce plan. Supposons 
la droite mn divisde projectivoment (homographiquoment) an faisceau ai (savoir an 
faisceau dont I’axe est la droite «,), tcllement qu'aux points m,n,'k(, correspondent los 
trois plans JJn A®. De mdme la droite nl soit divisde projectivement au faisceau 

£l condition qu’aux points n, I, p-o correspondent le.s plans J 7 i, JJ't, AX\ et la droite 
Im soit projective au faisceau «3, do maniere quo les points I, in, % correspondent aux 
plans jfj,, Jl'a, AS; et supposons de plus que les plans A?, AS, A® soient correspondants 
dans la relation duplo-projective (e’est-a-dire qii’ils se coupent en un point x'o de P3), 
et que les droites wijio, concourent en un mdme point % de E. 

Alovs un point quelconque x du plan E, joint aux points I, in, n, donnera trois 
droites qui rencontreront mn,nl,lin en trois nouveaux points X, |a, v; et a cos points 
correspondront dans les faisceaux Oi, a*, a, trois plans A,, Aj, A3, doiit le point com- 
inun soit Quel est le lieu dii point a:'V 

Si i est un point quelconque iruno droite arbitraire dans I’espace, on pent inener 
par ce point un plan du faisceau a, et un plan du faisceau «»; le plan correspondant 
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dll troisi^me faisceaii coupera la draita avbitraive en un point i' - Si au contraire on 
pi'end arbitrairomont suv cette droite lo point i' pour y faire passer im plan dii troi- 
sibme faisceau, les couples de plans des autres faiseeaux, (lu’on pent prendre comrae 
correspondants, marqueront siir la droite denx divisions hoiiiographiques. Ghacun des 
deux points doubles de cos divisions est un point i on pas'sent deux plans des fais- 
ceanx ai et respectivemont, correspondants au plan du troisieine faisceau men6 par i’ . 
II y aura done, sur la droite arbitraire, trois co'incidences d’un point i avec son corros- 
pondant i‘ , savoir trois points du lieu ; on d’autrea termes le lieu du point af est uiie 
surface du troisibme ordre. 

Cette surface passe paries droitos ni, as, axes dos trois faiseeaux dnplo-pvo- 
jeetifs: car tout point de ces droitos est dvidemment sitnd dans trois plans covres- 
pondants, Mnis ce n’en est pas encore nssez. Si les points X, p, proiment les positions m, I 
I’cspoctiveineut, lo point v dovient inddtormind; or, aiix points m dsuui ot I do nl corres- 
pondont les plans dos faiseeaux ai.a^; done le plan du troisibmo faisceau, 

coiTOspondant a cos plans, rosto inddtermind. On conclut d’ici que la droite Cj* com- 
muno anx plans est situdo ontieromout sur le lieu de x'. Le in dine raison- 

noinont subsiste pour los autres droites suivant lesquolles les plans Jl\ jfs ren- 
contront los plans jfa", done Ic lieu do x' et la surface donnde ont en comrauii 

nouf droites et un point a)'o, c’ost-iVdire quo le lieu de x' coincide avec la surface Fa, 
Ainsi, ^ un point quelconquo x du plan E correspond un point de Fg. Rdcipro- 
quoment, un point quelconque x! de cotlo surface ddtoi'raine trois plans ai'ai ^ Ai , 
a;'oj = Aa, «'as = Ag auxquels covrospondront trois points sur «tn, «?, ; et ces points 

joints a l,m,n respectivemont donneront trois droites concourantes au point 
Oonsiddrons les trois ternos do plans correspondants 

<*i) Ai A'l A”i 

a») Ki As A's 

Og) A* A'g A’g 

dont une quelconque est ddtenninde par les deux autres^ qui restont arbitraires. Mais, 
ces ternes une fois clioisies et fixdes, on pent les regardor comme ddterininant trois 
rdseaux projectifs de plans, ou a lieu la circonstanco particulidre que les plans d’lui 
mdine rdseau ont en commun une droite, au lieu d’un simple point [*®]. Autreinent: 
ai A'"i est un nouveau plan arbitraire par ai, et si Ton ddtermine les plans A'"g, K\ de 
inanidr'e que les groupes A,A’iA"i A"'i, AgAgA^sA"'*, soient projectifs, je dis 

quo A'g est prdcisdraent le plan du troisidme faisceau qui correspond aux plans A"'i, A'% 
dans la relation duplo-projective [“*]. Dans le plan E, en effet, les droitos de cliacnne 
des ternes (iX, wja, w), (2X', nv), {JX", wp-", n'/) concoiirent en un point; et les trois 
groupes de quatre droites ?(X, X', X", X'”), jj.', ia", p,'"), »(v, v', V, v'") ont le merae 
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rapport anliannouique, parce qu’ils sont projeetifs aux trois groupes cle plans A; done 
Igs trois droites /X'", w"' se couperont en an mcine point, ot par suite Ics plans 

A"'!, A%, A'"3 passoront par an mSme point do la surface F3, e’est-a-diro qu’ils sont trois 
plans correspoiulants dans los faisceaax cluplo-projectifs. 

Apres avoir transformd do la sorte les trois faisceaax diiplo-projectifs on trois 
faisceaux projeetifs eoinino eas particulier de trois reseaux projeetifs, nous ponrrons y 
appliquor la indtliodo exposce ailleurs ( 45 ); c’est-ii-dire quo nous ponrrons (sans altdrer 
la surface engoudrdo) subrogcr aux sdrios projectives 

A, A', A", . . , 

A* A', A's . . . 

Aj A's A3 . , . 

les rdsoaux projeetifs 

A, A, A3 ... P ... 

A', A'e A’3 . . . P' ... 

A''i A"s A''3 . . . P'' . . . 

oil trois plans correspondants n’aiiront plus en gdndral qn’un seul point commun (dont 
le lieu est la surface proposde); mais il y aura six tomes (comnie AiA'iA''i) de plans 
correspondants passant par un memo droite 

Et ici nous pouvons de nouveau fairo corrospondro les points de la surface Fg, 
chacun A. chacun, aux points d’un plan quelcouqiio donnd cS; car il suflit d’dtablir uno 
relation projective (rdciproquo) entro les points du plan <§ ot les plans de I’un dcs 
trois rdseaux, do faqon qii’a un point en S corrospondo un plan du rdseau, qu’aux 
points d’lino droite en S correspondent los plans d’un faiscoau dans le rdsoaii, ot iu- 
versemont. Alors, a un point quelcouque do correspondra un plan dans chaquo rijsoau 
et par suite un point de F3, et invorsoment. 

CirAPiTRE HumiiME. 

Reprdsonlnlioii rt’uno surface dn troisibnio orilro sur un plan. 

119 . Oil a deinoiitrd ( 114 , 118 ) quo toiito surface (gdnerale) du troisidmo ordre 
F3 pout etre roprdsontdo sur un plan donnd E, do inanicre quo los points x do E et 
les points a;' do Fg so correspondent, nn a un, D’ou il rdsulte qu’oi pent etudier sur 
le plan la ffeometrie des lignes tracees sur la surface du troisihne ordre. 


*) Co qu’oii (lOmontrc par des considerations employOcs antOriouroment (113) ou bion par 
la niOtliodc sutvlo par M. Soiirotdii dans son mdmoiro sur los 27 droites. \2g(ichweis dcr 21 
Geraden atif Acr altgetneimn Oberflilohe drittor Ordnung, Crelles Journal, Bd. 62, 1863 j, 
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Dans cetto roprdsoiitation, anx 27 droites do F, correspondeut en E, 1 six points 
ia:t 4 56 , quo nous avons nomnios fondamcntanx; 2 .° les six coiiiques qn’oii pent ( 16 - 
crii’o pjiv ciiui dos points foiiclanientaux; 3 .“ les qninze droitos qui joignent, par couples, 
les points fondainentaux. Les droitos a (pii correspondent aux six points, et les droites 
b qui corrosponclent aux six coniqiios, forinoiiL los deux six d’nn double-six ( 115 ). 

i’roposons-nous maintonant do rosoudre, an nioins dans los cas les plus interessants, 
ces donx questions, l.“ trouvor la nature do la courbe ]3lane qui correspond a une 
couvbo (lonudo sur Pj,; 2.® trouvor quolle courbe sur F* correspond a une courbe 
plane doniide. 

120 . A un plan quolconque correspond une surface du troisieine ordro ( 113 ) 
qui passo par In courbe K'; done A rintorsection de Fa par £' correspondra I’interscc- 
tion d(3 E par c’ost-a-dire qu’« une cttbiqiie ‘plane tracee sur F3 correspond, en E, 
une Giibique passant par les six points fondamentaux; et inversemont, a une ciiblqiio 
quolconque ddcrite par ces six points correspondra une section plane de F3. Deux cu- 
biques dderitos on E par les six points fondamentaux so coupent eii trois iiouveaiix 
points, qui correspondrout aux intersections do F3 avec une droite quelconque (com- 
miino i\ deux plans (§), 

Si S' est tangent A F;, an point x', la cubique corrospondante en E aura un point 
double an point correspoudant x. Si id appartiont A la droite x dovient lo point 
fondamental r qui correspond A cetto droite; or, dans ce ens, le plan S' contient la 
droite reel coupe F3 suivant uuoconiqite; done une cubique dScrite par les points fon- 
damcnlaux et ayant Vun d’eux pour point double, correspond a une conique commune 
d Fa ct a un plan bitanf/ent, passant par une droite a. Toutes les cubiques analogues 
qui out lo noeud an ineme point fondamental r forment un faisceau; I’ involution des 
couples clos tangontes au noeud correspond A I’involution des couples des points ou 
la droite a,, est rencontrbe par les coniquos des plans bitangents; et les rayons doubles 
do la premiere involution correspondront aux points doubles de la deuxiAme, e’est-A-dire 
que les deux cubiques du faisceau, pour lesquelles le point double r est un point de reh'ous- 
soment, correspondent aux deux coniques de F3 tangentes a la droite a,.. 

Do mdme, ou trouve aisdment qu’d la eonique eontenue dans un plan Utangent, qui 
passe par la droite c,,j, correspond une eonique passant par quatre points fondamentaux,^ 
excepte r, s; cette eonique et la droite rs forment la cubique correspondante A la section 
complfetc clu plan bitangeut. Et a la conique contemie dans iin plan Utangent, qui passe 
par la droite b,., correspond une droite passant par le point r\ cette droite et la conique 
qui passe par les autres cinq points fondamentaux forment la cubique qui correspond 
A la section complAte du plan bitangent. 

121 . Ala courbe gauoJie Oa,,, suivant laquelle Ps est coiip^ par une surface d'ordrre 
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«, eorrespond tine courlto plane did passeya n fois par chaque point fondamental, k cause 
des n points ou la surface d’ordre n est rencoiitrde par cliacuno dos droites a. Cette 
cotirbo plane est rencontr^e par uiio ciibiquo quelconque ddcrito par los six points 
123456, on ces points qui sont dqiiivalents a 6 n intersections, ot on 3n aiitrcs points 
correspondants it coux dans lesqiiels C 3 ,, est rencontrde par uii plan. Done la courhe 

plane correspodanie a Cg,, est de Vordre 3» et dii genre — 3n-|-2)... [*®] *). 

122 . So it w— 2 . Dans co cas une surface quadrique coupe F 3 snivant nne courhe 
gauche Oj.i, sixidme ordrc ot du qmtricme genre, qui roncontro deux fois cliacuno 
dos 27 droites; ot it laqnelle correspond, en E, une couvbe plane du mdme ordre qui 
passo deux fois par cliacun des points 133456. Cette coiirbe pout avoir quatre autres 
points doubles, done me surface quadrique pent toncJier Fj cn quatre points, an plus, 
sans qiie la courhe d' intersection se discompose cn courbes inferieures. 

123. Si la surface quadrique passe par une droito de Fs, jiar ox, hi, la courbe 
gauclte 03,4 se ddcomposera on deux parties, dont la deuxiemo sera une courhe gauche 
(b.s du cinquieme ordre et du deuxibme genre. D^s quo hi corrospond it la conique 
33456, ft la courbe Or,,* correspoudra une courbe piano 1’'33466 (c’ost-il-diro, passant 
deux fois par 1 et une fois par 33 ... 6 ) du quatri 6 ine ordre. Cette courbe plane ron- 
contro (an dehors des points foiulauiontaux) la coniquo 33456 on trois points, los 
autres coniques 13456,.., en deux points, los droites 13, ... , 16 on un point ot les 

autres droites 33 56 on deux points; done la courbo ganchc Cr,,s roncontro trois 

fois la droite hi, deux fois los droites a,, hg, hs , ... e^, Cu, ...Cm, ot une sculo fois 

les droites a*, Ci®, ... c, 6 . 

Si la surface quadrique, au lieu do passer par Si, passe par une droite c,® ou par 
lino droite ai, on obtiont une courbo piano 123*4*5'6® du cinquieme ordre ou une 
courbe plane l'’3®3®4®6*6® du sixi 6 nie ordre, qui correspondent toujours it une courbe 
gauche analogue it Cj,®. 

GImque droite de F® determine (sur cetto surface) un systeme do oourhes analogues d 
Cb,®; toiitos le.s courbes d’lin sysLfemo roncontrenl trois fois la mdino droite. Ghaque 
courhe d’lin systeme domic est determinee par six iiomts, car la courbe plane 1*23456 


*) SI uuo courbo piano d'ordro n a d points doubles (y coinpris les rcbrousscnionls), on 

dltqu’ollo est clu ^ —d (d’aprbs M. Cubbsou). Lo genre d'lino courbe gauche 

qui est donn6 par la m6mo forimilo, ou d oompronne aussi los points doubles apparents) sltiifee 
sur F® est le mOmo que colui do la courbe plane corrospoudante [Voir la Teoria geomeirica 
delle super fide, 64 et 55]. 
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pent passer par six points arbitraires. Deux courbes eVnn meme aijstbme sc conpenf m 
sept points; deux courbes de systcines diff 6 rents correspondants a deux droites qui no 
so rencontrent pas (qni so rencontrent) out hiiit (neuf) points eommuns. 

124. Si la surface quadrique })assc par deux droites non sitndes dans im ineine 
plan, comme &i, & 2 , elle coupora de nonvoau Fa suivant tine com-he gauche Cj.o chi 
quatrieme ordre et dii genre 0 , qni n’est pas I’intcrsection do deux surfaces du second 
ordre, En effet, la quadrique donniie a deux systcines de g 6 n 6 rntricos rectilignes: dont 
I’un est formd par des droites qui rencontrent h et b^, ot I’antre par dcs droites qui 
ne rencontrent ni ni Or, cliaque g 6 n 6 ratrico du premier systcinc rencontrera 
Fa on deux points situds sur Jh, & 2 , et par suite Oj,o en un seul point, qui est la troi- 
siome intersection avec la surface. k\\ conlraire, toutc gdndratrice do I’autre systdme 
rencontrera Fa (au dehors de hi, b^ et par suite C.i,o en trois points. Done, il u’y a pas 
line autre quadrique passant par G.i.o)Parce quo la courbe coinmuuo a deux surfaces 
du second ordre coupe on deux points toute gdndratrice rcctiligne do cliaquc surface 
quadrique passant par la courbe clle-mduie 

A la courbe gauche G^,* correspond, en E, uiie coniquo passant par les points 13, 
qui, avec les coniques correspondantes aux droites 5i, & 3 , forme uno courbe 
du sixidine ordre. On ddduit des intersections de la coniquo 13 avec los lignos cor- 
respondantes aux droites de Fs, que la courbe G^.o coupe &i, bt en trois points, les dix 
droites bi,b^, ...bn, Cjt, 035 , ... Cm en deux points, ot les dix droites «i, flj, Co, Cu, ... Cj* 
en un seul point. Les cinq droites restantes a.,, ... a^, Cn no sent pas rcncontrdes par 
O^.o. Do ce qu'il passe une (seulo) coniquo par lea points 12 et par trois autros points 
quelconques du plan E, il suit que par trois points donnes de P 3 on pent decrire sur 
cette surface une (seule) courbe gauche de quatriemc ordre et genre 0 , qui doice btre ren- 
contree trois fois par deux droites donnees (non situees dans un memo plan) de la surface 
cubique **). 

Si I’on fait passer la surface quadrique par b, ct 0 ^ 3 , on par et 0 , 3 , ou par Ui ot 
&i, ou par ai et 033 , ou par Oi et a^, on obtient dans le plan E une courbe 1*456 du 
troisi^me ordre, ou une courbe 334*5*6* du qiiatrifemo ordre, ou une courbe 1*33456 
du quatrieme ordre, ou uuo courbe 1*334*5*6* du cinquieme ordre, ou uno courbe 


*) Les tli 6 or 6 mcs Cnoncfes par Stbinbu, A propos do cette courbe gauche, onfc d 6 jA 
d 6 montr 6 s gdomAtriquement, avee plusieurs autros, dans un Mdinoiro ins 6 r 6 aux Annnll di 
Mateniatica, t. IV, p. 71 [Quest© Opero u. 28 {t. l.“)l. 

**) Deux coniques passant par 1 , 2 so ooiipent en deux autres points; done, deux coivi'bes 
du quatriOmo ordre ot genre 0 , trac 6 os sur P 3 , qui roncoiitront trois fois los mftines droites 
( 61 , 6 j), se coupent en deux points. 
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13333242526^ dll sixieme ordre, auxquelles coiTospondra toujoiu's, sur F3, une conrbe 
analogue a O4.0. 

125. Si la surface quadrique coupe F3 suivant une coniquo situ6G par ex. dans 
un plan passant par les doux surfaces aiirout, do plus, eu coiuinun une coiirhc gauche 
Ci,i dll quatrihne ordre ct du 'premier genre, qui sera rencontrde en deux points pav 
toute droite sifcuiie dans la quadrique; car cette droito, ayant un point coininun avec 
la conique, coupe la surface cubique en deux autres points. Tout plan mend par la 
droite a, coupe F3 suivant une conique qui a quatre points cominuns avec Oi.,, d’ou 
il suit que par cette conique et par C, . 1 on pent faire passer une surface du second 
ordre. Done, la courbe Oi.i ost la base d’un faisceau de quadriques. 

A C4,i correspond, en E, uno courbe 23450 du troisibme ordre (car la conique a 
pour courbe correspondante une cubique 1*23456). Done, la courbe gauche Ci,, lie 
rencontre pas o,; elle rencontrera en deux points les dix droites &j, ... &0) 0 i 2 , ... Oio, et 
en un seul point les seize restantes. 

Les dix droites couples deux fois par la courbe gauclio sont roncontrees aussi pav 
la droite unique qui ne rencontre pas la courbe. Done, F3 contient 27 systemes de eourbes 
Ci.i, les eourbes d'un mbme systeme nMtant pas rencontrdes par uno m6me droite. 
Quatre points determinont une eourbe d’un systhne donnr. Deux eourbes d’un mhne systhno 
ont quatre points conmuns; deux eourbes de systhnes di/fcirents se eoiipent en cinq points [*®] . 

Si Ton change la droite on pent obtenir d’autros eourbes planes d’ordre supd- 
rieur (raais toujours du genre 1) coinme correspondantes il des eourbes gaudies ana- 
logues a C^.i, 

126. La courbe d’intersection de Fj avec une surface quadrique pent se ddcoinposer 
en deux cubiques gaudies Oa.o, dont si I’uno correspond h, une droite quelconque (113) 
en E, I’autre correspondra a une courbe 1*2*3*4*6*6* du cinquieme ordre. L’analyso 
de ces eourbes planes fait voir tout de suite qu’ioie ciibique gauche (d^erite sur F3) 
rencontre deux fois six droites, ne rencontre pas six autres droites et coupe en ten point 
les quime [*’] restantes. Les deux groupes de six droites sont les “ six „ conjuguds d’un 
inline double-six, de nianidre que ohaque double-six determine deux systemes conjugues 
de cubiques gaudies, dans lesqiiels chaque courbe rencontre deux fois les droites d’un 
six, et ne rencontre pas les droites de i’autre six. Deux cubiques gaudies, rSsultantes 
d’tine meme surface quadrique, appartiennent toujours d deux systhmes conjuguSs (et 
reciproquement), et se rencontrent en cinq points. Deux cubiques gaudies d’un mdme 
systbme ont nn seul point comniun. 

127. Oonsid^rons raaintenant les eourbes rdsultantes de I’intersection de F3 avec une 
autre surface P3 dumfime ordre. G6n6raleinent, cette intersection sera une courbe gauche 
4u nemibme ordre qui rencontrera trois fois cliacune des 27 di'oites; la courbe plane 
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coi'respondiulio osl du iu6inc ordro ct passo Irois fois par cliaquo point fondaineiital ; 

8 T 

d’ovl il suit quo cotto courbo, ainai quo lamirbc (jauclic, cst du genre -3.0— 10- 

a 

La courbo piano pout avoir dix aiitvcs points doubles au plus; done, deux surfaces 
eubUiucs peiivont se loueher <111 ^diis an dix im'mts, sans quo leur eourbe d' intersection se 
partage cn courios infSricurcs. 

Trois cubiquos gauchoa fovinont 1’ intersection de F3 avoc nno surface cubique, 
lorsquo lours courbos planes cor reap on dnn tea foriuent onsomble unc ligno 
du ucuvi6nio ordro; tollos aonl ])ar ox. los cubiquos gaudies correspond antes a uno 
droito quolconquo ct ii doux courbos ISS-FG*!}** du quntrieino ordro. 

Sous la inOmc condition, donx courbos gnuche.s du {pintridno ordro avee une droHe 
pouvent former la courbo connnuuo a Ft ot FJ. Si los doux courbos gaudies sont dn 
genre 0 olios so coupont on huit points, ot rencontrent la droito, cliacuno deux fois. 
Si los deux courbos gauc.hos sont dn premier genre olios appartionnent ft deux 
Bystdnos correapondants 11 doux droitos situcos dans un mdnio plan: Iatroisi6tn0 droito 
do CO plan 6tani collo qui complbto rintorsoction dos doux surfaces cubiquos. Los doux 
courbos gauchos so coiqKnit on six points, ot diacnno d’ollos roncontro doux fois la 
droito compldincnlniro. Knfin, si dos doux courbos gaudies I’lino ost du genre 0 ot 
Tautro du gonro 1 olios so coupont on sept points; otla droito coinpldiiiGntairo 
roncontro la ])romittro courbo on trois points ot I’antro on un soul point, 

Rous la mdiiio condition, I’intor.socLion do F, ot F3 pout rdaiiltor d’une courbo du 
qiiatriCniio ordro, il'iuio mibiqiio ganclio ot d’uno coiiiqiio (on do doux droites, uidtne 
non situdos dans un plan); iiiais nous ii’avons pas I’intoiitioii do nous arrflter sur tons 
los cas possibles. 

Supposons quo Fa ot F." aiont on coiniiiiin la courbo gauclio 0 b,*( 123) qui corres- 
pond i\ uno courbo piano 1®2!145() du qiialribmo ordro; le,s deux surfaces se coiipcront, 
on outro, suivaiit unc courbo gauclio du quntrieino ordro, doiit la ligiie plane corres- 
poiidanto sera uno courbo 1 du ciiiquibmo ordro; done la deuxibme combo 
gauclio ost du proniior gonro. Ainsi, doux courhes gaudies (Jb.j et Oi,i peuvent former 
V intersection do F3 avee tine autre surface eiibigue potirvu que les sgsthnes (123, 125) 
auxquols ellos appartionnent correspondent a une memo droile; savoir, d condition que 

■*') Par ox. colics qui cori-osponilont A. uno cuWquo 14B0* ofc A uno courbo 1*8^3* du qua- 
trlAmo ordro; la* droito Clant 6,. 

*■*) Par ox, oollos qui corrospondoiU A uno cublquo 1234:6 ot A uno courbo 1*23466® 
du qualrlAino ordro; la droito complAinontalro cst bj. 

•*■'>■■1') Par ox. cellos qui correspondont A doux courbos 234*B®6®, 1*23*466 du quatriAine 
ordro; la droito coniplCinontairo ost Cio. 
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la premiere courbe coupe en trois points la droite qui n’est pas rencontree par I’aiitre 
courbe. Les deux conrbes gaudies out huit points cominuns. Mais ime coiirle Os.s et 
une courhe 64,0 ne peuvcnt pas elre situees a la fois sur deux surfaces du troisieme ordre. 

Comnic cas particulier dii prdcdrlent, I’intorseclion des surfaces F3, pent se compo- 
ser d’unc courbe Cj.s, cl’une cubique gauche et d’line droite rencontree deux fois par 
chacune des courbes gaudies. Gelles-ci out six points commiins. 

128, Mais il y a lieu de coiisiderer d’aiitres courbes gaudies du cinqiii&me ordre, 
diffdreiites de Cs.j. En effet, si F3 passe par une droite et par uno cubique gauche, 
situees dans Fj, I’intersection sera compl^tde par une courbe gauche du cinqui5ine 
ordre, qui est (127) du second genre en cas que la droite et la cubique gauche aient 
deux points coniiuiins. Mais, si la droite coupe une sciile fois 011 ne coupe pas la cubiqiio 
gauche, on a des courbes gaudies d’un genre infdrieur. 

Le premier cas a lieu par ex. si la courbe plane du neuvidno ordre correspondante 
a la coinplMe intersection de F3 et Fj est composco do la coniqiio 33466 (qui correspond 
^ la droite t,), d’une courbe do qiiatribme ordre 1®3'3H66 (qui correspond a une 
cubique gauche appuy4e k bi en un point) et d’une cubique 1466; it colle-ci corres- 
pondra done tine courhe gauche du cinquieme ordre et du premier genre, qui coupe 
la cubique gauche en sept [’®] points et la droite on trois points. On obtient cette 
infiine courbe O5,,, lorsque les deux surfaces ciibiquos out cn cominim une courbe O^, 0 ; 
les deux courbes gaudies ont alors dix points cominuns, etla preniiitre courbe rencontre 
en 0, 1, 2, 3 points les indues droites quo Tautre coupe eii 8, 2, 1, 0 points respecti- 
vemeiit. 

On aura Ic dernier cas si par ex. la courbe plane du neiividne ordre se ddcomposo 
dans les trois lignes suivantes: la conique 23466, qui correspond a la droite A,; une 
courbe 1“2*3*4*6*6* du cinqiiidne ordre, qui correspond it uno cubique gauche n’ayant 
auciin point coinmiin avec la droite bi \ et une conique passant par le point 1, a laquelle 
correspoiidra par suite une courbe gauche O5 , 0 du diiquidme ordre et du genre 0. Cette 
courbe coupe la cubique gauche en huit points, la droite ii en qnatre points, les droites 
6*. ..., &o en trois points, les droites Cjj, .... en deux points, les droites ai, Cu, ..., <7io 
611 un seul point, et les autres droites en aiicun point. 

De ces trois courbes gaudies Cs.s, Cs,,, O5.0, du cinqiiihme ordre ce n’est que la 
premiere qui est sitii^e sur une surface quadriqiie. Elle a quatre points doubles appareiits 
(e'est-a-dire que par un point arbilraire de I’espace on pout mener quatre droites A. 
rencontrer la courbe deux fois), aii lien que la deiixieme en a cinq et la troisieino 
six. La troisieme, la plus simple de toutes, est la seulo qui admette une droite qui 
la coupe en quatre points. 

129. Cette mdthode d’etudier sur le plan E les propridt^s des courbes trae6es sur Fg 
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est si 6Yidonte et si facile, quo nous nous borneroiis ddsorinais a enoncer des rdsultats. 
Ainsi, pour obtenir les courbos gaudies du sixienio ordre qiii font par tie de i’ intersection 
de deux surfaces cubiques, il fandra considdrer les cas sniYants: 

1. ® Lea surfaces F3, FJ out en cominnn unc section plane;rautre partie de I'intersection 
est alors um courho gauche C# , 1 du sixicmc ordre et du gtialrieme genre, qui rdsiilte 
aussi de la rencontre do F3 avcc une surface quadrique (122); 

2. ® Les surfaces Fj, F, out en coinmuii une cubique gauche; dies sc couperont aussi 
suivant une courle gauche Co, 3 du sixicme ordre et dalroisicme genre, qui a huit points 
coininuns avec la cubique gauche et coupe en. 1,2,3 points les mCnies droitcs quo 
la cubique rencontre en 2, 1 , 0 points respcctiYeinent. D’ou il suit qiic Cs.s, de mdme 
que la cubique, correspond a un certain double- six. 

3. “ Les surfaces F3, FS passent a la fois par uno droitc et une conique qui n’ont 
aucuu point coininun, L’intcrsectiou est alors conipldlde par unc cottrbc gauche G&,i du 
sh'Aome ordre et du second genre, qui coupe la conique on six points et la droile donnde 
en quatre points. Parmi los nutres droitcs il y a 8, 9, 8, 1 qui sent rencoiitrdes en 
3 , 2 , 1 , 0 points respcctivemont. 

4. * Les surfaces F3, F| out on coinmun trois droitcs qui ne se conpent pas; dies 
sc roncontreront en outre suivant tme coiirbc gauche Co , 1 dii sixibme ordre et du premier 
genre, qui coupe cliacune des trois droitcs doinides on quatre points, etc. 

Do ces quatre courbes gaudies du sixiomo ordre, la premiere seule est sitiidc sur 
uno surface quadrique. Files ont respectivcinent six, sept, huit, neuf points doubles 
apparonts. 

La courbe Ca.acst colie quo nous avons rcncontrde ailleurs (25, 78, 107) coniine 
lieu des soininots des cones qundriques d'un rdscan. La courbe plane correspondante 
pent 6tre une courbe gdndrale du quatri6nic ordre (passant par les six points fon- 
dainontaux) ; d’ou il rdsulte que, comnio par ex. cette courbe plane a 28 tangentes doubles 
et 24 tangentes stationnaires, do indine parmi les cubiques gaudies qui conpent en 
deux points los droitcs de F3 que Oo,s rencontre trois fois, il y en a 28 qui touchent 
Go, 3 en deux points, et 24 qui ont avcc cette courbe un contact du second ordre. 

Do memo que pour los cubiques gauches, ohagtte double-six determine deux sgstemes 
conjugues de courbos du sixieme ordre et troisihne genre. Deux courbes appartonant a 
deux systbmes conjuguds ont qnatorze points communs et forment la complete 
intersection de Fj avoc une surface du quatrieme ordre. 

130. Il y a aussi une courbe gauche du sixieme ordre et du genre 0, raais olle ii*est 
pas situde a la fois sur deux surfaces cubiques. On obtieiit cette courbe, en faisant 
passer une surface du quatridmo ordre par trois droites, comuie by,hi,b 3 , qui iie se 
coupent pas, et par une cubique gauche (correspondante a nne courbe 1*2*3*466 
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dll qiiatri^me ordre) qui rencontre cliaciuie tie ces droites en un point. La eourbe ganclio 
rdsultante Ca.o correspond A line coniqiio qui ne passe par aucim ties points fondanientanx, 
et coupe la cubique gauche en huit points. Des 27 droites de F3, il y en a 6, lb 
rencontrees par Oo.o en 4,0,2 points respeetiveineiit. Cette eourbe Ce,„ a dix points 
doubles apparents. 

131. De I’intersection des deux surfaces cultiques F3, FJ il ne peut r^sultor i)Uis 
que deux eourhes gaudies du sepUeme ordre Ot.s el C,.!, ctmie seide courhe gaitche du 
hiitihne ordre 63,7; on obtieut ces courbes en faisant passer par uno coniqiio, 011 
par deux droites qui ne se coupent pas, ou par uno droito (tie F3) respectiveinent | ““j. 

Il y a, sur F3, 27 systeines de courbes analogues a Cs.,, cliaque systeme corresponclnnt 
a line droite de F3. Si le syatbme est donnd, la eourbe est ddterniin^e par quatorzo 
points. Deux courbes d’lm ineine systiiino out vingt points coinmuns. 

L’iiitersection de F., avec des surfaces d’ordres supdrieurs donno d’aiitres courbes 
du 7“, 8«, 9®, . - . ordre. Par ex., si par deux droites qui ne so coupont pas et par imo 
cubique gauche qui ne rencontre aucune de ces droites, 011 fait passer une surface tin 
quati'ibine ordre, on a une eourbe gauche O?,! du septi'eme ordre et du premier genre, qiii 
coupe la cubique en onze points et chacuno des droites donndes en cinq points. Si 
par trois droites qui ne se coupent pas et par uno eourbe 0<,o qui rencontre deux do 
ces droites en un point et ne rencontre pas la troisibiue, on fait passer une siirfaoo 
du cinquibine ordre, I’intersection sera coinpldtdo par wie eourbe gauehe Og.i du huHiemc 
ordre et du premier genre, qui coupe Oi.o on seize points, los deux prenubre.s droitos 
on cinq points et la troisieme en six. Enfin, on obtient tme eourbe gauche du neuvihne 
onlre et du genre, lorsquo I’intevsoction do F3 par uno surface du sixieino ordre 

se ddcoinpose en deux courbes du ni6mo ordre [®^|; etc. etc. 

132. On viont de voir qu’il une m6me courbo sur F3, dont I’ordre otle genre soient 
donnas, correspondont en E des courbes pianos d’ordros diffdronts, inais toujour.s il’un 
inline genre En nous bornant a considdrer, pour cliaque genre, la eourbe piano de 
rordre le plus petit possible, nous pourrons donnor le rdsumd suivaiit: 

1 .“ vi me droite en E correspond, en F 3 , tine conigue ou une cuhiguo gauche, suivatit 
que la droite passe ou no passe pas par un des points fondamentaux, 

2P Auneconique en'E correspond, e» F9, une eourbe gauche Gt, a 1 ou Cg.o, ou Og.o, [^®] 
suivant que la eonigtie passe par 2,1,0 points fondamentaux. 

S," il tine cubique (ghihale) en E correspond, en b'a, une oubique plane Os,,, oti tine 
eourbe gauche C^.i, ou Cs.i, ou Oa.i, ou Ot,,, ou Os.,, ou G»,i, suivant que la cuhique 
donnie passe par 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0 points fondamentaux. 

Etc. etc. 


*) [Teoria geom, delle superficie, 64], 
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133, Soit en general doiui6e, dans le plan E, une course d’ordro «, qui passe a,, a,. 

fois par les points 1, 'i, ... U respect! veineut et qni est donee dc f/ points doubles 
et ?c points do rebrousscinent, situes aillcMirs. L’ordre de la courbe gaiiclic eorrespondantc 
cn Fn sera dvideminent 3» — et son genre sera celni jneine de la courbe plane, snvoir 

Or, une courbe gauche d’ordre \\n — ^a, doiu^e do d points doul)les, rebroussements 
et h points doubles apparejits, est du genre donne par la forinulo 

i (3 M — X a — 1 ) (3 a — i: a — 2) - (7t -h d + Ji) , 

done 

h—iii^ — 3n(^«-|-l)+K(^“+l)* + — !)• 

2 A 

Oonnaissant, do cetto manibre, Tordre do la courbe gauche (d6signon8-le par m) et les 
noinbros des points doubles effectifs ot apparents, on pent, d’apres les fonuules dues 
M. Cayley, calculor les autres caractdi'istiques de la courbe; savoir 
Fordro de la ddveloppable osculatricc 

p = (}» — 1 ) — 3 (/» -| - d) — 3 A = M (« -|- 3) — « (a. -|- 1 ) — (2 d 3 /(•) , 

la classe de cetle ddvoloppablo 

V = 3 }« ( w — 2) — 6 (A -|- d) — 8 3 (n® — 11 a®) — (G d -|- 8 li) , 

le iiombro des plans osculateurs stationnaires 

o=A4-2(v — m) — 6n(n — l) — 2Sa(3a — 1) — 3(4d-|-6A), 

la classe do la ddveloppablo bitangento 

i/=A + i (p -«i)(p -f — 9) 4-d 

= 1) (»+6)+iSa®(v:aH- 1)— i [2 cH-3/H-i:a(«+l)][2»® -[-Gm— 9- 2d— 3A— Xa®] 

A A A 

+ li:a(2d4-3A+lia— 7)-l-d, 

A 


Oremona, tomo in. 


6 
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le ROinbre lies plans qiii toiiclient la coiirbe eii trois points 

~[(p — 2);/ — p(3y-|-}H)4-6v-t- lO(a-l-)tt)], etc. etc. 

tJ 

Ecciproqiicmciit, ces nombres ox]u’lniciit aussi dcs propridtds dc la coiirbo plane 
denude; eVst-a-diro quo dans lo systdtne des cubiqnes jjas.sant pav les six points 
123456, il y eii a o qiii ont nn contact dn troisibmo ordre avec la combe donnde, 
ct t qui touchont cette conrbe on trois points distincts; quo dans un rdseau do ces 
cubiquos, il y on a v qui out nn contact du second ordro avec la courbo doniide, et y 
qui la tonebent cii deux points distincts; ot quo dans im faisceau dc ces mdines cubiquos, 
il y en a p qui sent tangentes a. la courbc donnde. 

Observons en oiitro quo la courbe plane ilonnde passe a,, fois jiar le point fonda- 
montnl r, coupe en 2« — points (difriircnts des points fond.) la coniqne qui 

passe par les points fond, oxceptd r, et coupe en n — (a, -j-a,) points (diffiirents des 
points fond.) la droito ns; done la courbc gaiuilie correspondaute j-encontrera la droitc ct, 
on a, points, la droito />, cn ‘2n-\-a.,. — points et la droitc c, , on n — (a,, + a,) points. 

134. Qii’il nous soit pcrinis do faive mention specialo du ens duns lequel tons les a 
soiit mils, c’est-a-dirc ((uo la courbo plane no passe par aucuii des points foiidanientaux. 
Alors, la courbc gauche, qui est do Vordre 3n, correspond « iin certain douhlr-six, dont 
die coupe 2)i fois les droites (Viin six, et ne renconlre pas les droitrs de Vnutre six; tandis 
que chacune dcs nidrcs qiiinse droites est rencontree pur la courbe gauche cn n points, 
Chcique double-six determine done denx sgslhncs conjugues de conrbes gaudies analogues; 

si le sy.steine est donne, il y a nnc (sonic) courbc qui passe, par points donnes 

arbitrairomont; et donx courbes d’nn indiiic systcnie ont id points conminns. 

Lii courbc gauebo d’ordre 3«, coirespondante ala courbo plane d’ordre « qui no 
passe par aiicuii point fond, et la courbo gancho du indme ordro, corrcspoiuianto a une 
courbe plane d’ordre !3«qiii passe 2 fois par cbaqno point fond., foriuent ensemble 
rintersection complete do i’a avec nnc surface d’ordre '2n, et appartiennont a denx 
systeines conjngiids (rclatifs an mdine double-si.x). Ces deux conrbes gnuches ont 5ii’ 
points communs. Si elle.s n’ont pas do poiiUjs doubles (e’est-a-diro, si les courbes planes 
correspond antes ii’ou ont pas aii dehors des points fond.), on bien si dies en ont le 
mdme uotabre, toutes les caraetdristiques seront coinimincs aiix denx conrbes gnuelies. 
Cos cnractdristiqiics sont (en supposaiit qu’il n’y ait pas de points doubles): 

ordre dn, 

genre ■- (n—l)(u—2), 

nombre des points doubles appavents m(4» — 3), 
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ordre (Ic la cWvoloppal)le osculatrice i2(??-|-3), 
classo tie cette fldvcloppablo 

norabre ties plans osculateurs slnUonnairos {Ih(« — 1), 
classe de la ddvcloppablo bitnujfentc i«(»r~-l)(jH-R), 

Ji 

iiombre des plans IvitanRents ^ »(» — 1 )(h*-1- 10j!^+7)j* — 7'1«-|-.18), 
etc. 

OiiAtuTRE NEUViJhn*:. 

Surfaces quadriquos qui coui)out uiio surface <lu troisibiiie ordro 

suivnut des coniquos. 

1 35. Dew.'c Goniques sitwies dans une surface donnee F,, dii troisikme ordre ei dans 
deux plans passant par deux droites (do la surface), qui, coinnio Wi, hi, se coupent, ont 
toujours deux points commnns: pnisqne la droito conimuiie anx deux plans rcncontie 
cliaque conitpio cn deux points, ot d’nillours cette droitc ne rcucontre Fj, qu’en deux 
points, outre lo point aibi\ cos deux points sont done coiniuuns anx deux eoniques. 
Et I’dciproquemeut, si doux coniquos (do la surface) ont deux points coiniuuns. la droite 
qui joint cos points, <5tant I’intcrsection dcs plans des coniqnes, conpern la surface 
on un troisiemo point qui sera comuiun aux deux droites de ia surface, situees dans 
ces plans. 

An coutraire, deux coiiiques (do Iti surface) situdes dans deux plans passant par 
deux droites qui, coininc «i,«2, ne se couiient pas, ont uii soul point couimiin, ainsi 
qn’on a ddjJi. roinarqud (118). Et doux coniquos situdos dans deux plans passant par 
uno mCme droite fl|, n’ont aucun point cominun, car dies conpent «i .suivant deux 
couples do point, s conjugiids d’lme certaine involution (i09). 

Par consdquont, une droitc de la surface, coiiuno a,, rencontre cn deux points tonte 
coniquo situdo dans un plan passant par et cn un seul point toiite conique situde 
dans uu plan passant par une droitc qui ne coupe pas a,; niais la luGine droite Ui 
ito reiicontre pas los coniqnes dont les plans pnssent par des droites appuydes sur ay. 

136. Deux eoniques (de Pa) situdes dans deux plans passant par Ui. respective- 
ment, ayant deux points communs, forment la base d’un faisceaude .surfaces qimdriques, 
dont chacuno coupera Fa suivant imo troisidine conique sitnde dans nn plan passant 
par la ch'dite Cu qui rencontre a, et *). Cette troisieine conique pent dtre clioisie arbi- 

*) Los plans dos trois coniquos fannent une surface cubiqnc qui coupe F., suivant trois 
ooiiiquos et trois droites; les trois coniquos dtaiit dans iino surface quadrique, les trois droites 
seront dans un plan (11, noid). 
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trairoineiit; car, la base du faiscoiui contcniiiiL (lualrc points do touto coiiiquo sitiido 
(Ians nil plan passant |>ar tfis, uii luitro point qnolcoiKpio do collo-ri snftlt pour dt^lGi’iiiiiier 
la qiiadi'iquG (du faisccaii) qui passe par (;ctto couiipto. II y a done title (.leiilcj stef/ftfe 
quadriqiic qiit, passe par trots eoniqiies sHiiccs dans irois plans menes arbUrah'omeni 
par H,, ht, €,« respcciioement. ll(''oiproqucincnt, si uuo siirfuiio (piadricpie roncontro Fj 
suivant trois coiiiqiics, lea plans de colios-ci eoujioront do nouveau Fa siiivant ti’ois 
dmites sitiides dans un inCino plan (11. note). D’oi'i il resnlto ipio trois couples (inol- 
conques do points conjngtids dos involutions, qui sont nuuspidos sur I’cs]), 

par les eoniquca do la surface (109J, nppartioiiuent a uno nifnuo eourbe du second 
ordre (qui u’est pas sitiuio snr F.,). 

137. Soient A, 15 deux plans bitiingonta do F;„ niends I’lm juir «, ct rautro par 
hi] par les doux coniqnos (A), (15), coiiloniuis duns ei'S plans, on ponrra fniro passer 
deux cones quadriques, dont les sonunols soront sur la droito rdcipnxpio do 1’ intersection 
AB, par rapport il nnc .surface quolconquo dii .socend ordro passant par (A) et (15), 
Nous pouvons fixer arbitraireincnt un plan 0 passant par cu; ot la surface quaclrique 
(ABC) passant par les coniqnos (A),(I5), (C) .sullira poiir (Idtorminer la droito qui 
joint les soniinels des deux conos. 

Si Ton fait tourner lo plan B autonr de hi, la qiuidri(|Me (ABC) ongciulrora un 
faisceau (AC), ot la dreitc AI5 produira, d.ans lo plan A ut aiitoiir dn point Oji'j, un 
autre faisceau projoetif au pededdent. Les droib's do co fuisreuu sent coupcios par la 
droito AO on dos points dontbis plans poUiiros, par rapport aiix .siivrnces correspondaiites 
du faisceau (AC), passont par une mdnio droito (la rdciprocjuo d<' AC par rapport aux 
quadriques (AO)); et seinblabloincut les plans polaires dn iioint per rapport aux 
quadriques (AC), passont par uno ludinc droito. Done, les plans polairiis dcs points rtibi 
et ABC, par rapport ii la surfac(j (ABC), siB ost variabUq engendroront deux faisceaux 
projoetifs, et par suite le lieu de la droUe rvciproque de All esl un hyperboldtde Ja, 
dont les (jencratriees de Vuutre systhme sent mdenmcnl les droites rt’ciproqucs de AO 
par rapport u la quadrique (ABC), oil lo plan 0 soil variable atdour do Cja. liOS droites 
AB, AC so coupent au point ABC; leui’s rciciprotpics soront par suite dans lo plan 
polaire de co point par rapport a la surface {KWV), L'hypcrbdldUle 3t.est done I'en- 
vdoppe da plan polaire da point kWO par rapport a la qimdrlque (ABO), on A est ftae, 
B ciJ C variables. 

Un point quolconquo do I’espaco est rintorsoction do trois plans A, B, C, qni doniiont 
line quadrique (ABO); ot rociproquomont, touto surface (ABC) ddtormino un point do 
I’espace. L'hyperboldide Ja est I'enveloqipc des plans polaires des points du plan A jjar 
rapport aux surfaces (ABO) qui correspondent a ces points, 

Dos quo les droites rdciproqnes do AB, AC sont situdes dans lo plan polaire du 
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point ABC par i'api)ort ii la quaclrique (ABC), lo point coinmun a cos r6ciproques 08 t 
le pole du plan A pan rapport a la inCinc surface; Vlunwholouh J,v est done U lieu 
dcs poles du plan fixe. A par nipport anx qnadriqms (ABC). 

Les surfaces (ABO) i)asscnt par la conicpio fixe (A), done les plans polaires du 
point aJh se coupont suivant la droito polaire de ee point par rapport a la coniquo 
(A) . D’ou il rdsiilto que riiyperboloulc J,v rencontre lo plan A suivant la droite polaire 
du point a^bi par rapport a la coniquo (A), ot aiialogncmcnt suivant la droite polairo 
du point ftiCii par rapport a la nifsmc coniquo. 

138. T)6signons par o lo ))oint f> 2 Ci 2 ; uno droite quolconquc ol ost rintovscctiou de 
deux jilans B, C. Soiont I, m, n les points coiijuguds liarinoniqucs do o par rapport 
aux couples de points d' intersection dos coniques (B), (C) avec les droitos ol,h.>,GK\ 
les droites hn, In seront alors les polaires du point o par rap])ort a ces coniquos, ct 
par suite Imu sera lo plan polairo de o par rapport aux quadriqiics du faiscoan (BO). 
En outre, si I'on luoiio par o dans lo plan B uno droito quolconquc, qui coupera la 
coniquo (B) ct par suite la surface I*'* en deux points, le point conjugud harmonique 
de 0 , par rapport a ces intersections, tombora sur Iih\ done Im et do mCme In appnr- 
tiennont a la quadrique 0, proniidrc polaire de o par rapport a F.,; on d’autres tonnes, 
le plan Imn est tangent on I a cetto quadri(pic polaire. D’ou il rdsulto quo les plans 
polaires du point o par rapport a tonics les quadriqim (ABC), quels que soient A, B, 0, 
enveloppent la quadrique polaire de o. 

On se souvient quo I’hyperboloi'de Ja. est I’envcloppe dn plan polairo du point ABO 
par rapport aux (luadriqucs (ABO), A dlant fixe; or, si le plan A viont coincider avec le 
plan tritangent ay\Gn (dans loquol cas, la quadrique (ABC) so rdduit aux doux plans 
B, C), tons les points ABO tombont sur o; done, Vhjperbolo'ide J.v , correspondant an plan 
A=«iZ> 2 Cu, n’est auire quo la quadrique 0 polaire de o. 

139. Si le plan Imn est mobile autour d’un point fixe i do I’espnco, son cnvoloppo 
sera un cone circonscrit a la quadrique 0; lo i)oint I ddcrira la conique do contact, 
et par suite lo lion de la droito ol sera un cone quadrique, qui passera tonjours par 
les droites b^, Cis; car, ces droitos dtant sitndos sur 0, les plans ibg, tci 2 touclient cette 
surface, quel que soit i, on dos points appartenant aux indmos droites bi, Cu, 

Soit p le point ABO ou la droito ol rencontre un plan fixe A (passant par Oi). Si 
oi! tourne autour do o, le plan polaire do p par rapport tl la quadrique (ABC) enveloppe 
I’liyporboloWe J,v . Or, commo les plans tangents de 0 correspondent projectivement[“”] 
aux droites par o (au plan qui touche 0 en I correspond la droite ol et inverseinont), 
de m&me aux plans tangents de Ja correspoiulront projectiveinont les droitos par o, 
de la maniere suivante. Un plan tangent de Ja coupe A suivant une droite, dont le 
pole p par rapport d la coniquo (A) ddtermine la droite correspondante olp. ll6cipro> 
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qiieracnt, Hiie (Iroito par o rt'ucontre A en im point p; et par la droite polaire tie p. 
I)<ar rapport a la coniqiic (A), il passera (outre A) un plan tangent do J^, qni est le 
plan correspoiidant a la droite inentSe par o. 

Los plfiiis tangents do qiii passeiit par le point i eiiveloppent un cone qui coupera 
A siiivant uno coiii(iue; la polaire r6ciproqno de eette coniqne, par rapport a la contque 
(A), est vno du point o siiivant nn cone qui passe par les droites (> 2 , Cn, quel que 
soit 1; ii cause dos deux plans ineiies par i et par les droites polaires ties points aiS?, a,C|j 
par rapport i\ la coniqiio (A) (137). Co cone et I’antro cone, formd par les droites ol 
cori'espondantes aiix plans tangents tie 0 qni passent par i, se couporont suivant deux 
droites (outre Ih et c,.;}; c’est-il-dirc que par un point qiiclconqtte i passent deux couples 
de plans correspondants tangents a O et .1*: ou I’on dit correspondants deux plans qui 
correspondent ii iino memo droite ol. 

Soit g la droite siiivant laquolle se coiipent deii.x plans tangents correspondants 
de 0, J,v, savoir les plans polaires ties points o et ABC, par rapport it une mdme 
surface (A13C); ou mieux, soit^t la r6ciproque de la droite BO par rapport ii la surfaco 
(ABC), oft le plan A ost donn6 arbitraireincnt. II r6sulte tie cc qui prdcfttlo, que les 
droites ij cormpondantes a toiifes les couples possibles de plans B , C {g ost inddpentlniito 
de A) fonneni un lei systenie que par tin point nrhiiraire i de Vespaee passent deux 
droites g 

140. IVoposons-nons inaiiitenaiit tie trouver les points do rospaco pour lesqiiels las 
deux droites g coinc.ident. 

Si la droite ol est tangeute en I h la surface ciibiquo Fa et [lar suite a toute surfaco 
qiuulrique du faisceau (RO), le plan polaire de p par rapport ii cetto quadrique passora 
par Z; done, parmi les plans tangents de Ja mends par Z, il y en a un, dont la droite 
coiTGspoudanto est olp. Plaqons le point i en Z. Les plans tangents mends du point o 
ii la surface 0 imssent par lo.s tloux gdndratrices Ini, hi et ont lours points de contact 
siir cclles-ci; les droites cori’espondantes issues de o forment done deux plans, ohn et 
oln (savoir B el 0). Or, an cone do soinmet Z, circonscrit ft Ja , corrosiiond un cone 
de sommet o qui passe par ol, ainsi qn’on vient de le voir; done les deux droites qui, 
pour un point quelconquo i, rdsultent de rintersection ties deux cones de sommet o 
(139) se rdfhiiseut, dans o,e cas, a la droite unique oZ; e’est-ft-dire quo les points 
coimnitns a Fj ot a 0 sont Ids que par chrwun d'eux passe une seilU droite g. 

141. Le point i soit, en second lieu, le sommet d’un cone quntlriquo passant par 
les coniques (B), (C). Coinme le choix du plan A pour la ddtermination de la droite 
g est arbitraire, on pout supposer quo ce plan passe par i. Alors, i dtant sur la droite 
rdciproque de BC (ou olp) par rapport ft toute quadrique du faisceau (BG), le plan 
polaire de o relatif a la quadrique (ABC) passera par i; de plus, le meine plan polaire 
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est tangent en I a la suvl’aee 0 ; dniic, il passe par i iin plan tangent de 0 rlont le 
point de contact cst et par suite la droite correspoiulante est olp. 

Analoguement, i est situd dans les plans polairca do tons Ics points do ol par 
rapport a la qiiadriqiie (ABO); c’est poiinpioi los ])oints i, p soiit conjugiids rolativonient 
fi la conique (A). 

Quant a rhyi)crboloide ,Ta , ses plans tangents mends par i conpent A suivant des 
(li'oites croisdes en i, dont les poles par rapport a la conique (A) se trouvcnt sur la 
polaire de i, qui est une droite passant par p. D’ou il suit qn’au cone de soinmot i 
cireoiiscrit a 0 correspond nn cone K de soinmet o, passant itar o?; et an cono de 
sominot i circonscrit a I’hyperboloide Ja correspond (outre lo plan ciihcn) un plan 
passant par op et par la droite polaire de i, par rapport d la conique (A). Or, on 
pout ddinontrer quo ce plan E est tangent an cone K suivant op. 

En elTet, le plan qui passe par i et touche 0 on I conlieiit un groupo harinoiiiquo 
de quatre droitos, savoir les droites gdndratriccs do la surface, la droite U 

gcndratricfi du cone circonscrit (do soinmet i), et la droite Ij tangento en I ii la conique 
do contact (ouy soit la ti’ace do cetto droito sur lo plan A). En projetant dn point 
0 siir le plan A cos quatre droites harinouiques, on a los droitos ?>(»,«, i.j)*) qui 
formeronl do lueme un groupe liarmoniqne. Mais d’un autre c6td, la couple do plans 
BO, le cone (BO) et la quadriqne (ABO) appartieniient i\ un memo fniscoau; done, la 
conique (A) doit passer par les quatre points oil los droites intorsections du cono avoc 
A rencontrent les droites AB et AO (savoir pti et i)o)\ c’ost pourquoi la droito polaire 
(le i pai' rapport a la coniquo (A) est la conjiigudo harmonique depi, par rapport anx 
droites p», pv'. en d’autros termes, la droite pj est la polaire do i par rapport a la 
coniquo (A). 

Done, le plan E est tangent an cono K suivant op; et par consiiquent le point i 
cst tel qiCil est situi sur une settle droite g. 

142. La droito p, r(iciproque de la droite BC par rapport il toute surface du faisceau 
(BC), est situde (137) sur les hyperholoi'des L, et.To. Inversoment, J,, est lo lieu de 
la droite rciciin'oqiie do BG (oil B est fixe et C variable) par rapport aiix surfaces 
du faisceau (BC), ot aussi le lieu de la droite riSciproque de BA (oil B cst fixe ©t A 
variable) par rapport aux surfaces (BA) , Et de memo pour Jo . Or, on a ddmontrd qu’il 
passe par tout point de I’espace deux droites g, r(5ciproques do BC, et analoguement 
deux droites r(5ciproques de CA, et deux droites rdciproqiies de AB; done, par tout 
point de I’espace on pent faire passer deu.v Jitjperholo'ides Ja , deux hyperholo’tdes J,, et deux 
hyperiolotdes Jo . Et do ce qui prdcecle il rdsulte quo, si i est lo sommet d’un cone quadri- 


"l M, V (Idslgnenfc los points a^b^, 
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qiie coupaiit F-j eii trois coiiiquos (A), (B), (C), par i il passe une seule droite rdciproque 
(le BC, et de meme une seule droito rdciproqiie do CA et uiio sonic droite r^cipi-oqnc 
(leAB; clone pari il passe lui seal hyperboloide Ja , uii seal hyperboloide J„ et iin 
seul hyperboloide Jc . G’est-a-dire quo Ic lieu des sommets des cones quadriques qui coit- 
peui la surface eithque F3 suivant irois eoniques (A), (B), (C) co'incide aveo Venveloppe des 
hyperhdldides de dhacune ties trois series Ja, Jr, Jo - Ge lieu passe par les trois courhes 
gaudies {da qmtribme ordre) suivant Icsquelles F3 est coupec par les qmdriques polaires 
des points o, n, v (140). 

Vu qiie ce lieu a la pvopridte quo par cliaciin de sos points il passe nno seule 
surface enveloppde de cliaque sdrie, il s’ensuit quo I’envoloppe et roiivelopp^e so tou- 
chent partout ou elles se reneontrent. La courbo do contact ost I’intcrsectiou do clenx 
envcloppdes siiccessives, et est par suite du quatribmo ordre; done I’enveloppe est une 
surface du qualrihne ordre; les courses de contact de deux enveloppecs de la meme s 6 rie 
soul situks sur une meme surface du second ordre; etc. 

143. Considdrons maintenant le faisceau des surfaces quadriquos S qui passent 
par la courbe gauche du quatri^ine ordre, intersection de F* avec 0, premifere polaire 
de 0. Deux surfaces S couperont do nouveau la .surface cubique suivant deux eoniques; 
la droite commune aiix plans de cos eoniques, ayant qiiatre points communs avec 
Fa (les qiiatre points 011 cette droito rencoiitro los deux coniqncs), sera situde tout 
entiere dans cotte surface. Or, une des surfaces S est la qiindrique 0, pour laquelle 
la conique rOsultante est la couple de droites h, Cn] ct la droite ofi le plan de celles-ci 
coupe (le nouveau F3 est ai ; done, les surfaces S coupent F3 suivant des eoniques 
dont les plans passent par la droite a,. Et rdciproquement, tout plan A, mend par 
«i, rencontreva Fa suivant une conique situde clans une surface Sa du faisceau qii’on 
considdre. IjOs plans A et les quadriques Sa forment dvidemmont deux faisceaux pro- 
jectifs, propres a engendrer la surface donnde F3 (111). 

Les plans polaires du point 0 par rapport aux quadriques S font nn faisceau pro' 
jectif a celui de ces quadriques; le lieu des eoniques de contact des quadriques S 
avec les cones eirconscrits de sommet 0 sera done (112) uno surface du troisieine 
ordre, passant par la base du faisceau (S) et par les droites h, Cis (qui forment 
r intersection de 0 par Ic plan polaire correspondant). En outre, la courbe-base du 
faisceau (S) sera I’interseetion de avec la premiere polaire de 0 par rapport a , 
savoir avec la qiiadriqiie S (=0) qui passe par 0 ’'■•^); done les surfaces cubiques 
F3 se toiichent suivant une courbe gauche du quatriemo ordre ot se coupent en deux 


*) [Teoria geoin. delle superficie, 47]. 
0 tv. 112, «o(et. 
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(Ivoites ; c’ ost pourquoi dies se coiifmulront on uiie sonic et ineine surface. G’est-ii-clire 
quo toute quadriquo Sa coupe F,, suivnnt line conique dont le plan A ed k plan po- 
laire du point o par rapport a Sv: on d’antros terinos, la surface cul)iqne Fa est lo 
lieu des conrbes de contact entre les quadriqiies S ot les cones circoiiscrits do soni- 
inet 0 . II rdsulto d’ici quo les sonimets des quatre conos dn faisceau S sont sitnds 
en Fa, et que les plans tangents a cette surface en ces quatre points sont des plans 
ti'itangents passant par o,. 

144. Si A et B sont deux plans donuds (passant par ot respoelivement), les 
qiiafli'ique.s (AB) ferment un faisceau aiiqucl appartiont la couple des plans A, B. Le lieu 
dos courbos de contact eiilre ces quadriqiies et les cones circoiiscrits de sonniict o est, 
d’aprds un theoiemo gdndral (112), une surface cnbiqiie; inais, pour la quadriqnc com- 
posdo des plans A, B, on pout rcgnrder la courbe do contact commo dpanohde sur le 
plan B; ce plan appartiont done tout entior a la surface cubique. C’ est-a-dirc que 
colle-ci so rdduira au plan B et it nno surface quadriqne il, contonant la conique (A) 
ot les coniques d’intersection des surfaces (AB) avoc les plans polaircs de o. 

D’ailleurs, la base dn faisceau (AB) doit etro la courbe d’intcrsoction do la sur- 
face cubique Bii avec la premiere polaive do o par raiiport a cetlo surface, done A 
est le plan polaire do o par rapport ft S. II on rdsnlto, do plus, (pic S passo par les 
sommets des deux cones du faisceau (AB) ot y ost touclide par deux plans, qui font 
pai’tio dll faisceau des plans polaircs do o, et (par suite) se coupent suivanl une droite 
3itu(ie dans le plan B. 

D’apres cela, les surfaces S ot Sa pn.ssent ensemble par la conique (A), et out A 
pour plan polaire du point o. Or, si du point o on mone les langoutes a la conique 
(B), les points de contact seront sitinis en X, car ils doivent appartonir a une qim- 
driquo quolconqne du faisceau (AB) et au plan polaire do o, correspondant. Mais cos 
momes points nppartiemiont anssi ii la courbe do contact do li’a avec lo cone civcon- 
scrit de somnict o, ot par suite, it Sa ; done los qiiadriqnes S ct Sa no font qn’uiie 
seule et memo surface. O’cst-ii-dire quo Sa est le lieu des eonrhes de contact de iottles 
les quadriqiies (ABO) (ph A est fixe) avee les cones circonscrits de sommet o; ot par con- 
sequent Sa coiitient les sonimets do tousles cones du systeino (ABO), on A soil fixe. 

Si le plan A est douii6, los soinmots dos conos (ABO) sont done situds dams cliacune 
des surfaces Sa et <Ta (137); ainsi le lien deoes sommets est hi coitrhe gauche du qua- 
tridme ordre, infersedion de ces deux qiiadriqucs. F<t si I’on fait varier A, le lieu de 
cette courle gauche, eommune aux deux surfaces correspondantes Sa d Ja > sera la sur- 
face du quatrihne ordre {lieu romplel des sommets de tons les cones (ABO)), quo nous 
avons ddja trouvde comme enveloppe ties liypcrboloides J. Naturelleraent, la meme 
surface du quatridme ordre est aussi le lieu cle la courbe gauclie du quatribme ordre 
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coiiimiine a doiix surfaces correspondantes Sn et Jn, ou So et Jo; Sh et Sc ayant pav 
rapport aux points o, n et aux jdaas B, C la luoine signification quo Sa par rapiJOi't 
au point o et an plan A'*') 

145. Cousid^rons de nouveau les troi.s droiles Ui, Ih, situdes dans un nieiiio plan 
tritangont. Soieat j/, doux plans passant par «,, (!/« respectiveiuent et coupant la 
surface Fj siiivant deux coniques tangentes a (h, aux points a, f5. Los quac1riqiie5i du 
faiscean {, 7 /^) rencontrent le plan (hh suivaut dcs conique.s ayant uii double contact 
aux points a, [3; et rdciproqueinent, tonte coiiiqiio touchde on «, (3 par les droites rci, h, 
sera la trace d'nne surface du faiscean. Or, panni ces coui(|uos il y a la coniquo in- 
finiinent aplatie (aj3)’'formde par la cordo de contact pstimde deux fois; dans le faiscoau 
{. 5 //^) il y a done un cone tangent au plan Uibi suivant la droite o[3. Cette tli’oite 
rencontre Cn en nii point y; eii co point, sera tangcute a ce cone et, par suite, 
anssi a une conique sitiiee siimiltandment en Fa, dans le cone et dans nn plan C (par 
C 12 ). Done, les si.c points oil les droites «i, Jo, e,, toiichnU la courhe paraholiqiie da F 3 (1 09) 
sont (UstribuAs, irois it irois, stir ([uatre droites qui sont les generatrices dc contaoi du 
plan ((iJaCu avee quairc eones quadriqitcs lesqupls eontiennent, irois d irois, les sLv coni- 
ques (jf), (S3), ((?) tangentes aux droites a,, b^, Cu, aux points susdits. Les deux points 
analogues a a sont les dldinents doubles d’line involution, dans laqnelle les points 
Uihi, fliCit sont conjiiguds (109); done les droites a,, Jj, Ci^ sont les diag'onnlcs du qiia- 
drilatorc forind par les qiiatre droites apy. 

Il y aun second cone qni passe par les coniques (.^), (.Cd), outre cclui qui touche 
le plan fljJj suivant a PY" Les plans tangents comnnius aux deux coniques euvelopiJoiit 
ces deux cones; le soininet dii nouveau cone i**] sera done le point coinnnm aux trois 
plans suivants: le plan WiJj, lo plan des droites tangentes qu’oii pout lueuer du point 
fliJj aux deux coniques (outre Ui, bi), ct le plan des droites polaires de co in 6 me point 
par rapport aux deux coniques. 

Kepresentons les qiiatre cones tangents au plan aJh ot le.s .six coniques suivant 
lesquelles ils coupeiit la surface Fa, par la notation suivante: 

sr^(dj'sj3e), s7r^(dA'SJS e). 

Les cones se coiipent suivant la coniquo et, par suite, suivant une 

autre conique (non situeo en F.,); ils auront done doux plans tangents cominuns, clont 
I’un est ctiijCis; I’autre soit it. Ce plan it est tangent aux cinq coniques (j^), (SSB), C (3), 
{S3'),(G'), situ^es en 3/C, SC) done, il sera tangent aussi aux cones SC' et SC” f ^'’j. 
Ces qiiatre cones SC, SC SC,” SC” ont, par consequent, doux plans tangents cominuus, 


Chftouii des 45 plans tritangonts donno lieu a une sui'faco analogue du 4.® ordro, 
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ffliijCis et 7t; d’oii il resiilte que Icurs sommcts sont allgitrs sur une mile H mcine droite 
{I’intersoction ties plans et ic). 

IdC. Passons a considdi-er los coniqnes (A), (B), (G) qiii se ddcoinposent on lignos 
clroites. 

Pavini les plans A 11 y en a quatve (outre ffiiaCi,) qni coiipent F, snivant dos cou- 
ples de droltes; et de infimc pour les plans B et 0. Si nous considdrons le plan A 
qui coiitient los droitos Ih Cm et le plan B qui contient tfas, les coniques (?j,iCi3), 
doivont se conpev on deux points (1 05) sur la droite AB; done rencontre o.it, ot 
0i3 rencontre «3. Les plans Ait'32. <hGi» couperont F., suivant deux droitos noiivellos, «2 et 

Or, dos iieuf droitos {nihiCy^ (ubAjCm) (rt,,&iCi,,) qui rdsnltont do rinterseetion do 
Fa i)ar trois plans, il y on a trois UiAjCia dans le i)lan A, et trois autres ailhCn dans lo 
plan B; done, les trois droitos r’cstautes «2/>|(?i2 soront dans un nieino plan G. 

Il rdsulte d’ici que les 24 droites, sitndos dans lea 12 plans tritangonts qui passont 
par All C|2 (outre «, AaCu), sont aussi distribudos en Ifi couples d’aidrcs plans ti'itan- 
gentst ehacune de ces couples dtant ddterininde par deux plans (trilangents) A ot B 
clioisis avbitraircniont. Au moyon de cea deux plans, est dctoriniud aussi un plan corro- 
spondant 0. 

Si nous concevons trois plans A, B, G coupant lA, suivant six droites (outre «i, Cu) 
qui ne soient pas placdos dans une couple do plans, cos six droites appartieiulront 
(13(5) a un liyporboloi’de (ABO) du sysU'nnc eonsiddrd ci-dessus. Oliaeun dos qnatre plans 
A pent 6tre combind avec cluicun dos ((uatro plans B cL avec clyuMin des qnatre plans 
C; mais 11 faut excopter les 1(5 coinbinaisons qui donnent six droitos placeos sur deux 
plans; le sjislhue de.'s quudriqiteif (ABO) done 4.4.4 — IG -- 48 II, 

cliacim clesqueh rencontre la surface cuhique F3 suivant six droites. 

Des six droites communes A F3 ot A un liyperbolo'ido II, trois appartiennent a un 
luoine systAmo de gdneratrices de cc.hu-ci, et los trois roslnntcs 11 I’antre systbmo '') ; 
on pent done, do six manidres differentes, distribuer ces droites en trois couples telles 
que les droites de cliaque couple soient dans un plan. Ghaque inanierc donne trois plans 
contonant les six droitos et coupant Fa suivant trois droitos nouvolles, qui seroiit ilaiis 
un merae plan, car les six premieres droites appartiennent a une surface du second 
ordre. Tout lu/pcrbolo'ide H fait done partie de six sijsfeines de quaUriques, analogues 
a celui des surfaces (ABO) fourni par lo plan UibiCu. Le nombro do cos .sysUunos est 
45, chaque systeme correspondant A un plan tritangont; done le nombre total des hyper- 

holokles qui rencontrent F3 suivant six droites esi! = 360. 

") Une surface oubiqiic ne ))ont jamais contcnlr quatro droites d'nii hyperbololdo, d’lin niome 
aystOme do g-eii6ratlou ; car touto gdniratrice do ratilii’O systfemo anrait qualro points comniune 
aveo la stu’face cubiquo, et d6s lora eerait sitii^e entiOrement sur oelle-ci. 
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147. Un liyperboloule II cst (letormin6 par trois droites (de P’,' qiii no se rencon- 
treut pas. Or, trois droito.s (do F3) qui ne se rencontreiit pas sont coiipdes par trois 
antres droites qni do memo iie s’entrecoupent pas (llfi'l; ces six droites formeront done 
I'iatorsection de H et Fs. O’est-a-cliro quo tout hyperioldide mipant F,, siiivcmt tyois 
droites qui ne se. rencontrent pas, coupe la mcme surface sidount irois antres droites. 

II y a done 2 . 360 proupes de irois droites (de Fj) qui n’ont aueiin point d' intersect ion; 
ces (jroiipcs sont conjuguts deux u dmx les droites d’un groupe rencontrent les droites 
d'un (jrotipe conjugu6; ct les six droites de deux groupes conjugues appartiennent d un sent 
et mme hyperloloide. 

OhAPITRE DlXIEJtE. 

Propridt^s divorsos. 

148. Soiont T, T' deux plans tritaugeiits (do la surface cubique F3) qui se rencoii- 
trent suivanl line droitemon piac(5o sur F;,; et soiciit chhcyi, adh\Ci'^ les di'oitos do la 
surface comprises dans ces plans. D6s quo la droite TT' coupe F3 en trois points 
aeulement, cos points seront comimins aux couples de droite.s «, 63 , Cja, ff,g. Les 
plans a, 63, hiC^, «3(?„ rencontroront F;, suivant trois nouvolles droites Cia, «3, ?j, respec- 
tivement, qui seront dans un m6me plan, car do cos nonf droites rdsultantes de I’intor- 
section de F3 avee trois plans, il y on a six placdes sur deux autres plans T, T'. 

Aiiisi les triangles adhCn, aib^Cis en determinent qiiafre autres, et les cotes de cos six 
triangles sont les intersections mutuellcs de deux groupes de trois plans, e’est-d-dire, des 
faces de deux triedres, que nous diroiis conjugues. 

Deux plans tritangents quelconques, dont la droite d’intorscction ne soit pas sitndo 
sur F3, peuvent .servtr do faces a nn tri6dro; fa troisieino face en rdsiilte detoriuinde. 
Ces trois plans contiennent neuf droites qui se coupent en nouf points coinmuns ^ 
F3 el aux arfites dn fcri6dro. Ces monies nenf droites sont distributes dans trois mrtres 
plans, qiii forineiit le triMre conjugut. 

On a ddja vii (140) qu’en considtrant les trois droites rtj IhCn situtes dans un plan 
T, les autres 24 droites de P3 sont distributes en 16 coui)les de plans, Chaqiio couple 
forme avec T un trifedre, e’est-a-dire quo cliaque plan T entre on 16 tritdres. Et, vu 
quo chaqite trledre contient trois plans tritangents, le nomire total des triedres sera 
45.16 

— g — — 240. Ces tritdres sont conjugiits doux a deux; il g a done 120 couples de 

iritdres conjugues, 

149. Les neuf droites 

hi Cs3 

di Csi 
Chi 63 Oit 
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sent plac 6 es, ainsi qu’on vient de le ddmontrer, siii* six plans tritangeiits qui fornient 
deux tviMi'es coiijuguc^s. Par cliacnne de ecs droites on pent faire passer trois antres 
pilaus Iritaiigents; il y a done 27 plans, chaciin dcsquols contient une des neiif droites 
et des lors deux antres droites; e'est-a-dire quo los antres 18 droites sont distribudes, 


2 27 

deux a deux, dans cos 27 plans, de sorto quo cos plans passcront =3 fois jiar 

lo 


chacAine des 18 droites. Il rcsto encore 45 — 6 — 27=12 plans, qni contiendronl 
exclusivement ces 18 droites, chaenno deux fois. 

Or, cliacuno des trois droites «i, h^, Cu, sitndes dans un memo plan, doit rencontrer 
(an dehors des droites de la matrice ci-dcssns) six droites non coiqiecs par los deux 
autros; done, les 18 droites sont rencontrdos par Pune ou piar I’autre des droites 
«i, hi, Cu. Et d’aillcnrs, trois droites, ninsi quo ch, &i, Cs.i) qui no so coupeiit pas, sont 
voneontrdes par los trois monies droites; ct pareillement Uj, Sa, etc. Done, on pent 
distribuer les 18 droites cn deux matrices nouvelles 






1 

Ci5 % <^35 

&0 


1 ^90 ^30 


tenement que les droites d’uno ligno verticalo do la prcniifiro matrice rencontreiit les 
droites de la ligiie verticalo corrcsiiondante do la secondo matrice, et les droites d’une 
ligno horizontale de la premibre matrice roncontrout les droites de la ligne vorticnle 
correspondantc de la troisieme matrice. Alors il est ais 6 de coiistater: 1 ." que los*droites 
d’une ligiie horizontale do la deuxibme matrice rencontrent les droites do la ligne 
horizontale correspondante do la troisiiimo matrice; 2 .® que lea neuf droites de cluicune 
des deux derniilros matrices sont les intersections des faces de deux triedres conjnguds. 

Done, chaqite couple de triedres conjugiies determine deux aulres couples, de manUre 
que les trois couples contiennent (deux fois) touies les 27 droites. Naturellcmont, le riom- 

120 

bre do ces groupes do trois couples do tricidres conjuguds est -—=40, 

150. Les 240 tribdres ont 3.240=720 arStes k, et 240 sommets t. Chaquo arete 
h rencontre la surface Fg en trois points 6, intersections do couples dc droites de 
la surface. On peut done dire que les 136 points sommds des 43 triangles formes 
par les 27 droites sur les plans tritangents, sont distrihuSs, trois d trois, sur 720 droites 
k qui se coupent, trois d trois, en 240 points t. Les mcmes 135 points sont allignds, 
dix a dix, sur les 27 droites de F 3 . 

Gonsiddrons le point 5 commun aux droites a,, hi. Par cUacuno de ces droites 
paasent, outre le plan a,hz, quatre antres plana tritangents et des lors 16 droites It. 
Tout point 8 est done situe sur 16 droites lo. 
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Le plan aihgCa coupe los qual.re plans tritangonts qui passent par L (exceptd 
suivant quatre droites A’, qui ronconireront h et Cu cn hnit points S', S''; dans cliacune 
de ces quatre droitos I: concevons pris le point X, conjugue Imnnoniqne de S rclative- 
meiit a S’o". Les qiiatro points X appartiendront a la droite polaire dn point S par 
rapport a la coniqiie coinposdc des droitos &,Cu; et ils appartiendront aussi a la qnadri- 
qiie polaire de o (par rapport a F.,). Lrs IC points X, mrespomtants aux IG ih-oHes 
k issues de S, sont done dislribues, gucdrc h tiuatre, sur qmire droites situees dans quatre 
plans passant par a,, et dos tors mtssi sur quatre autres droites situees dans quatre plans 
passant par bp, et ioutes ces huit ilroites sont des generatrices d\in seul et nieme hyperho- 
Idide, qui est la quadrique polaire du point 5. Cette quadrique passe 6 vidcnimont par 
les droites ai et 6 *. 

151. Soit t le sommet d’un tri 6 dre fonnd par trois plans tritangonts (150). La 
quadrique polaire de t (par rapport a Fa) coupera cos plans .suivant les coniqiies polaires 
de t, relatives aux triangles forinds par les droites (de Fa) conteniios dans ces nioincs 
plans, c’est-il-dire, suivant des coniques circonscrites a ces triangles, respectivomont. 
Or, ces triangles rd,sultent de I’intersection des trois plans consid6r(58 avoc les faces du 
triiidre conjngu 6 (148); done les aretes de ce triiidre rencontreront, clincnne on trois 
points, la quadrique polaire do A: on d’autres terincs, Aa quadrique polaire deteslun 
cone circonscrit an iriklre conjuguL Ainsi, les sommets do deux triklres r.onjugnes sont 
deux points corres 2 >ondants de la Hessienne (72). 

152. On a dcniontrd ailleurs quo toute droite sitiido sur Fa, comme ai, est une 
tangente double do la Hessienne (60), et quo les points de contact, a, a!, sont les points 
doubles de I’involntion marqude sur «, par les coniques, suivant Icsquolles Fa est coiqide 
par les plans bitangents passant par Des quo la droite a, est placdo sur I'),, la 
quadrique polaire de tout point de cette droite passe par la raenio droite; done les 
sommets des cones polaires de a, a! sont sitnds sur ctj. Or, ces sommets sont aussi 
des points de la I-Iessieniie: done a' est le sommet du cone polaire de a, et iiivorsc- 
nient; e’est-a-dire que les points a, a' sont deux points correspondants do la IJessienne. 

153. Un plan E, donnd arbitrairement, coupe la surfa'ce foiulainentalc Fj suivant 
uno courbe C 3 du troisieino ordre. Le plan M qui est tangent a Fa en uu point m 
de Ca, et le plan polaire de m par rapport it la Hessienne so rencontrent suivant une 
droite, qui perco Fa anx points xi /0 d’iiiflexion de la section de cette surface par le 
plan M (89). Quel est le lieu des droites nix, my, niie, si m se ddplaco sur Ca? Pre- 
mieremeiit, la courbe Ca est triple pour ce lieu, car tout point m de co lieu est conimtin 
a trois gdndratriees ntx, my, Secondement, chcrchons combicn de gdndratricos 
toinbent dans lo plan E. Les plans polaires des points m, par rapport a la Hessienne, 
rencontrent E suivant des droites, Penvoloppe desquelles est de la 9." classc (14); les 
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tangciites do cotte cnvcloppo corrQspondont, une a iino, aux taiigcntos de C3 (car les 
lines et les autves covrespomlent aux points de cottc courbc); ot Tordro du lieu du 
point comtmin a donx tangentcs cori’espondantes, d’apres un tlidoi'eiue conmi est 
dgal a la somme des classes des deux envcloppcs, savoie 9-|-6==15. Pour ce lieu, les 
12 points comimms a C3 et ala Hossienne sont doubles, car en chacun de ces points 
se rcncontrent deux tangcntos (suecossivcs) de C3 et li's taiigentes correspondantos de 
I’enveloppo de la 9,® classc. Le lieu du 15.® ordre coupera done Oj on 3.15 — 2.12—21 
aiitres points, chacun desquols ost dvidomment un point analogue aux points 11 
s’ensuit quo le plan 1*1 coutiout 21 droites analogues aux mx, \ny, m\ et des lovs Ic 
lieu de ces droites sera une surface de Vordre 3 . 3 -f - 21 =30. 

Ce lieu roueontre une dvoite quelconquc G cn 30 points; d’ou il vdsulte que, si 
le pomi m parcourt la surface Kj, a condition qn'mie des droites mx, my, iiua coupe la 
droile donnee G, le lieu de ni est une courhe gauche du 30.® ordre. 

Gctte courbc gauche, quelle que soit G, ixisse par les 1 35 points 8 o» se coupent, deux 
a deux, les 27 droites de la surface fondamentale. ICn elTet, si uous considdrons le plan 
ti’itangcnt qui contient les droites «i, h^, Ci*, le plan polairo du point rtiifia par rapport 
h la Ilessioniio passe par et toutc droite inendo par ce point il conper c,2 est 

uno droite analogue a mx. Or, le plan UibiCn rencontre une droite qnelconipie G, done 
la coiu'be gauche du 30.® ordre, relative a cette droite, pnsso par le point ctiSj. Con- 
sdqueinincnt la courbc gauche, dent il s’aglt, coupe en dix points chacune des 27 
droites de F3. 

Il rdsulte de lii que, si Ton reprdsente la surface cubique sur un plan, de la raanidre 
qui a dtd oxposdo ailleurs (119), la courbc plane qui rcprdscnlera la conrbo gauche 
d’ordro 30, relative ii G, sera de ce m6me ordre 30, ot passera dix fois par chacun 
des ])Oints foiulainentaux, en y touchant les lignes correspondantes aux droites I et 
c de F.t. Done (121, 133) ["’| la eourhe gaticlie est Vinicrscetion complete de F3 par 
une surface du 10.® ordre. 

Il y a done un nombre infini de surfaces du 10." ordre, qui passent par les 136 
points 8. Le sgsteme complet de ces points est donne pur I’intcrseoUon de I’une quelconque 
de ces surfaces avec les 27 droites de I'’,,. 

154. Nous allons maintenant exposer uno propridtd de la section de la Hessieniie 
par un plan quelconque E. 

'■) [Teoriu geoui. delle curve jnaiie, 33], 

■*''■) Cola rCsulto clu tUCorCmo gonCral (89), ot aiiKsl do 1 ’observation suivaiito. Les quatre 
intersections do la Iles.sionno avec la droite «| sont rCnnies en deux points a, o' de contact, et 
par consequent le centre harmoiiiqnc do cos quatre iutcrscetioiiR, par rapport an pole 
coincide avec le point conjiigud harmoniqno de a,5g par rapport aux points «, o'. De mCme 
pour la droite 6, , done etc. 
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Oe plan coupe la surface fonilamentnlc l'\ .suivaiit iiiio eiibique Cj; soit o iin des 
poles de E, par rapport a Fg, non situds sur E. Dcs quo lo couc oCj coupe Fg suivant 
la conrlio plane C.„ il roncontrera cette nidine surface suivant une courbe gauche clu 
sixieine oi'ilre, placdo sur une surface quadrique d'i (11 note). La surface Fg appai'tcnaut 
an faisceau (Idteriiund par le cone 0G3 et par le lieu compose Ed>2, la quadrique polaire 
d’uii point quelconque f, relative il F3, passera par I’interscction du cone polaire 0C2, 
relatif au cone oCa, avec la quadrique polaire relative a Ed>a. Si i est pris dans Ic 
plan E, la quadrique polaire do i, relativeincnt ii E<l'2, sera le systeme de deux plans, 
ilont I’un est E, ct rautre ‘ 1 >, est le plan polaire do i par rapport il (I>2. Done la qua- 
drique polaire de i, par rapport a F'3, passera par Ics deux coniqnes d ’intersection 
du cone 0C2 avec les plans E et <l>i. La premiere de ces coniqnes est dvidomineiii 
C2, premiere polaire de i par rapport a O3; et Tautre coniquo sera une couple de 
droites, parce quo le plan <I>i passe par 0 *). Or, si lo plan <i>, dtait tangent an cone 
oC2, la quadrique polaire de i rclativenmnt il F3 scrait uii cone, et d6s lors i appar- 
tiendrait A, la Hessienne. Done, la conrhe d'inlersection de la Hessienne avec le plan E 
est le lien d’un point dont le plan polaire relatif a la quadrique <1>2 est tangent « la 
conique polaire relative d la eubique C3. 

On d6montre de la maniilre siiivante qne ce lieu est du quatri6rae ordre. Les coni- 
ques polaires des points d’uno droito G (en E) par rapport il Og, et les droites polaires 
des inSmes points par rapport ala conique (E <1>2) forment deux faisceaiix projcctifs, 
qui engendrent une eubique puissant par le polo do G, relatif a la conique (E (hg). Par 
ce pole on pent mener quatre tangentes A la eubique, done il y a quatre droites du 
deuxiAine faisceau qui sont tangentes aux coniqnes correspondantes do I’autre faisceau ; 
e’est pourquoi G contiendra quatre points du lion 


OHAmBB Onzieme. 

ClnsslAcation des surfaces (In troisifeme ordre, eu 6gtird ii la 
r6alit6 des viiigi-sopt droites. 

155 . Oil a ddmontrd que par les 27 droites d’une surface (gdndrale) Fj du troisiAme 
ordre on pent faire passer 120 couples de triedres conjugucs ( 148 ), et que rdcipro- 


■’■) Lo plan polaire do 0 par rapport au eono oC, 6tant IndOtorminA, 0 a lo mOmo plan polaire 
E par rapport il Fg ot an lieu composA E<I» 2 . Le plan E est done le polaire de 0 par rapport A, 
«1>2, et dfes lors le plan polaire d’un point quelcoiiqne do E, par rapport A eotto mOme quadrique, 
passera par 0. 
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{(iiement, si deux Iriodrcs coiyuRiids ct iin point de la surface sont clonnds, la surface 
pent etre coiistruitc (1 10). D’ou il rdaulte (pi’absti'aetion faite de la rdalite des dldnients 
donnds on ohoi'chds, il cst possible d'obteiiir uiie surface cubiqiio queleoiiqiie, a I’aide 
do deux triiidros, par lo i)r()cdde exposd aillours (110). Nous nous proposons mainteiiant 
d’avoii’ dgard il la rdalild ou noii-rdalitd des 97 di’oites d’uno surface cubiqiie rdello. 
Olierclmnt a former los deux triedros propres a eiigcudrer coUe surface, nous serous 
uaturelloment conduits a lu classification des surfaces enbiques (gdndrales) rdelles 
(d’apros la mdthodo do M. Scusafui *•) ). 

Pour construiro deux tribdres conjiignds qui forment iin ensemble rdel, il suf&t do 
tvouvor (U8) deux plans tiitaugonts T, T, reels ■*'’'‘) ou iinagiiiaires conjugu6s, qui se 
coupcnl suivant uno droito (ndcossairoment rdelle) non situde siir la surface. Les trois 
droites de la surface coutoiiues on T ot los trois droltos coutemies on T' se eoupent, 
deux i\ (loHX, mix trois points oil la droito T'i" perce la surface, et deteriuinent de 
cotte manidre trois plans qui soront tons rdels, ou bion Pun rdel et los deux 

autres iinagiiiaires ooujugiids, ainsi quo les trois points siisdits. Oliaciiii do ces plans ‘5’ 
coupe la surface siiivaiiL nno aiitro droito, et cos trois droites noiivellcs sont placees 
dans im seal ct momo plan rdel T”. Alovs, los tonics do plans TT'T", forme- 

rout los triedros deinandds. 

Or jo dis quo, la surface dtant siqipesdo rdelle, il est toujours possible de troiivcr 
deux plans tritangents T, T' qni satisfassent a la condition prescrito. Cela est dvident 
qiiand les 27 droites sont toiitos rdellos; siipposons done qii’il y ait des droites iniagi- 
nairoa, qui soront ndeessaivomont conjiigiides deux a deux. 

Promidroment, soioiit ai.ia doiix droitos iiuaginaires conjugiides situdes dans un 
nifeino plan '*‘**), qui sora rdel, aiiqiiol cas passeront par qiiatre autres plans, iina- 
ginaires, et par Ih lours conjiiguds. Deux plans coujiiguds (I’un par et I’antre par 
satisfont dvidomuiont ii la question; car lu droite coniinune a ces plans ne pent pas 
dtro situdo siir la surface; aiitremont il y aiirait trois droites croisdes en un mdme 
point, qui sorait double pour la surface. 

Socondemont, soient is, deux droitos iiuaginaires conjugiides, non situdes dans 
un mdme plan; et osi, a.,, rtn, cto, Cs^ les cinq droites qui rencontrent celles-lil, et qui 
formei’ont lui ensemble rdel; e’est pourquol il y aura pavnii celles-ci un nombro impair 


’>=) \0n the disiribuHon of surfaces of the third, order into species etc. (Philosophical Transac- 
lious 1SG3)|, 

‘ ) t Conteiiaut chacuii trois droites rdolles ; ori cliacun nno droito rfiolle Pt doxix droites ima- 
glnaii’os oonjugados. Dans oo second cas los deux droilcs rdcllcs des deux plans se rencontreiitj. 
*■!■+) Entendoz toujours j>lan tritangent. 


tftmo III 


7 
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do di'oites r^elles. Si ces cinq droites sent loiites rdclles, il passera au moins un plan 
I’^el par cliacuiie d’elles: or, pariui ces cinq plans rdels, il est possible d’en choisir 
deux qui reinplissent la condition rcqiiiso. Soit, en elTet, le plan rdel i^ar «,! 

si le plan CsjOnCoi on le plan CuOicCtr^ 6tait r6el, on anrait d6ja les deux plans cherchiSs, 
Si au contraire le seul plan CiaCnC-^, par e^, 6tait r6el, la droile Cu dtant placde sur deux 
plans rdels serait reelle; done Cjo est une droite reellc, el. des lors le plan sera 

rdel. Ainsi les plans UibiCiu aoSsCco fonneront la couple doinand^e. 

Si, parini les cinq droites qni rencontrent h, h-^ il y eu a deux iniaginaires conju- 
-gudes fli, C23, les plans ^iCa seront iinaginaires conjugiids et se coiiperont siiivant 
une droite non situde sur la surface. 

Concliions done que tonte surface (rdelle, gdndrale) du troisidme ordre pent 6tre 
engeudrde a I’aide de deux triddros, qui prdsentent un ties trois cas suivants: !.<' les 
triedres sont formds par six plans rdels; 2.® un tribdro est coinplbtoment r6el, taudis 
que Tautre est forind par un plan rdel et deux plans iinaginaires conjiiguds ; 3.® chaqiie 
triedre a un plan rdel et deux plans iinaginaires conjuguds. 

156. Premier cas. Les deux triddres dtant forinds par six plans rdels, ceux-ci sc 
coupei'ont suivant neuf droites rdelles 


ai 

az 

U3 

hi 

h 

S3 

O22 


^12 


L’liyperbolo’ide reel ddterniind par les trois droites Si, Sj, coupera la surface cubiqiie 
suivant trois aiitres droites (147) f<j, a^, u^, qui seront toiites rdelles, 011 I’une rdelle 
et les deux aiitres iinaginaires conjiigudes. Distinguons ces deux cas. 

«. Les droites «4, Cs, Uc sont rdelles. Alora, les plans 


6i«i Sifts 

bitti b^a^ 
b^a.^ SjCtg 

donneront neuf autres droites rdelles 

Ci4 (?i5 
^^21 % 020 
Osi ^35 tfao 

<^13^20 

^5 <?34 C 35 Cqo 


biCiQ 

S*ft« 
63 «0 


et les plans 
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jiiporonfc la surface siiivaut six antres droites iVselles 

(^4(1. ^15 

hi h bg. 

Jans ce cas, on a done 27 droUes rcelles. 

1). Soil «r, uno dvoitc riJello, ot «<, «„ iiuagiuaires coiijugu^es. Les plans i’6els 

?»l«r, hiUr, 

lounout trois autros droiLus rdcllos 

C|0 C«5 C 35 

it les plans i’6els 

CiaCvs O 3 C* 

lonnent doux autros droites rdolles 

C<0 \ t 

jCS couples de plans imaghiairea conjuguds 

61 a, 6i«o 

&2«( ZijOa 

hjCii 2*3 

lonnent les couples do droites iinaginaives conjugudes 

C 14 Cjo 

Ogi Cjti 

C34 Can 

3t les couples do plans iinaginaives conjugu6s 

«i Oii Ui Cia 

CjaCu CssCio 

donnent doux autves couples de droites iinaginaires conjugudes 

hi he 

On a done [®®] 15 droUes rSelles 16 plans reels: 3 plans reels par chaque droiie 
reelle, et 3 droites reelles dms cJiaque plan riel- Deux droites hnagimires eonjupuces 
ne se ooupeni pas. 

167, Deuxibme cas. Un triiidre est tout jt fait r6ol; I’anti’e a une face reelle, les 
deux autres dtant iinaginaires conjugu6es. Les plans (lu premier trifedre seront ren- 
contrds par la face rdelle de I’autre siiivant troia droites rdelles 

«a <?i3 hi 
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et par les faces imaginaires de co meme Lri^dre suivant trois couples de dvoites imagi- 
naires conjugudcs 

Cj3 

in «i 

Cl2. 

Les hyperbolo'ides, imaginaires coujugu^s, ddtermines par les droites (?Ji, 

(i'liCis. «i) couperoRl la surface cubique suivant deux ternes do droites imaginaires 
(oi.as.a#), (c„,Ci 5 ,Cio), coiijugudes deux a deux, qui ddterinineut trois plans a,Cn, BjCis, 
ftflCio. Distinguons deux cas, suivant quo ces trois plans sont tons rdels, ou qu’un soul 
soit rdel et les donx autres imaginaires coiijugues, 

a. Los trois plans sont rdels, et par suite cliacun d’oux contient deux droites 
conjugudcs 

«4 Ou 
Ck 

Clo 0\t , 

Les couples de plans imaginaires conjuguds 

izUn Cu3 Cm 
itUi Cj3 Cir, 

it ^^10 

^ 3^4 On C\i 

hat, «i c,5 
hcta tti Cifl 

fournissont les six couples de droites imaginaires conjugudes 

Ou Cjo 

^'JB ^01 
0i6 Oin 

ii 

C 35 h 
Ojo h ) 

sitiuSes dans six plaqs rdels, dont les trois premiers passent par Cis, et les trois autres 
par Oz- 

Ainsi, dans ce cas, nous avons 3 droites rcelles, cMS plans reels, doni Van eonUent 
les 3 droites r&elles, et les autres passent, 4 d 4, par les 3 memos droites. Deux droites 
maginaires conjuguces s<mt foujours dans mi m&me plan (reel), 

b. Les six droitos imaginaires ... soient conjugudes de la inaniero suivanto 
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«4 Ou 
Cl« 

^0 ''IS 1 

d’ou il rfisnlto que le plan !e,C|( ost i’6el, niais OsCu, oaCu sent deux plans imaginaires 
coiijuguds. Alovs, les couples de plans imaginaires conjugu6s 


hiUi 

Cja Ci4 


di C14 

hr Hs 


h^ Ur 

CC\ Ci(j 

hi «a 

^28 ^16 

J'a«o 

€ti <Ji 5 


(Iflimoroiil. Ics six couples do droitos imaginaives coiyugudes 

Oil Cjfl 

Csi 

Cj8 C45 
C 35 hff 
Oto Cuj 
C 31 ) ^5 I 

dont los proiniiii’os doux souloinent sont formdes pav des droitos qiii so conpeiit, on 
ddterininant les plans rdols Ci,cr^, Cotht, qni passent par c^, «3 respectivement. 

C'c ens nous offre done K droites rhllcs et 7 flans rSds, dont Vun contient les 3 dyoites 
rMlos et les aiilres passent, 2 ti 2, par les memes droites. Parmi les droites imuffinaires, 
il y a 6 couples de droites conjuguees qui se coupent, et 6 couples de droites conjugnees 
qui ne se coupent pas. 

168. Troisihne cns. Chacun des deux triedres a ime face rdelle et deux faces imagi- 
nairos conjugudes. La face rdellc du premier triddre coupe les faces de I’autro suivaiit 
uiiG droito rdelle 

hi 

et deux droites imaginaires coiijugudes 

dz ^18 ♦ 

Lo plan rdel du second triddre rencontre los faces imaginaires du premier suivant 
deux droites imaginaires conjugudes 

Et les plans imaginaires des deux triedres s’entrecoupeiit suivant deux couples de 
droites imaginaires conjugudes 
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h h 

a\ C^i\ y 

ou les (h'Oites (I’line inoine couple ne se renconti'ont pas. 

L’hyperboloide r6el determine par les droites 6, , , ftg coupera la surface eubique 

suivant trois droites noiivelles wi, Os, «o, a propos desquolles il faiit distinguer deux 
cas possibles. 

a. Si les droites 

(l\ il^ C(q 

sont toutes r^elles, les plans rdels 

biUi iiWs hi (to 

(loniieront trois autres droites rdelles 

Ou On Cio . 

Les plans imaginaires conjuguds 

hf R 4 &3 (1.1 

h as h (to 

h (to h (k 

fournissent les trois couples de droites imaginaires conjiigudos 

<724 <^31 

<^25 <?35 

<?8a J 

et les plans imaginaires conjuguds 

^15 

^15 <?23 <?I 0 

donueroiit trois autres couples de droites imaginaires conjiigudes 

^4 <^511 

^5 0(\i 

ba <7i6 . 

On oUien^ ainsi 7 droites reclles et 5 lilans reels o Oes 6 i)lans passent par me 
mcme droite; il y en a 3 dont cliacitn contient 2 mitres clroUcs rcellesy tandis due chacim 
des 2 autres plans contieni 2 droites imaginaires conjuguceSo Les droites imaginaires 
eonjuguees des 8 autres couples ne se coiipent paSo 

b. Si 
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esl uno di'oite rdcllo, ot 


«5 

«6 

(loux droitcs imaginaivos conjugudcs, lo )[)lau r6cl donnora une troisieine droite rdelle 

/I 

>'1 

et les plans iuiaginaii’os conjuguds 

14 

Ih «r. 

hi «a 

hi flj 

63 Bo 

hih 

hi «5 

bta, 

hat 

donnoi'onl. los qualm couples do droiles imagiiiaircs coujugudos 


^10 

^23 

^30 



^21 

(^34 • 

Los plans iniaginairos conjuguds 


CCi Cu 

<^23 ('1 1 

CCi Old 

(^23 ('IB 

Ctx Ojr> 

(^23 

donnout oiifiii los trois couples do droitcs imaginairos conjiigudes 

h 


h 

(^40 

h 

0 . 15 . 

Oil rotoinbo ainsi suv un cas ddjtl considdrd (douxidine cas, h) . 

159. Nous pouvons concliirc que lu surface g6n6raJe d« h'oisihne ordre ne pr&sente 

que cinq esfeoes diff'firentes^ eu 6qurd d la 

rSaliio des 27 droiies, savoir: 

l.“ esp6ce — 27 droitcs et 45 plans idols 

2 .“ „ — 16 „ 

16 0 » 

3*® » 1 » 

6 » « 

4.® . — 3 

7 « « 

6 .® „ — 3 „ 

13 It II 

On pent doinandor, pour chaquo espScc, lo noinbre des double-six qui sout form (5s 
par (loux six r(5els ou imaginairos conjiiguds, Eii s’aidant du tableau clonus ailleurs 

(117), on trouvo sans poino co qni suit. 


X’remiere espece. — Tout est idol. 
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Deuxi'eme espk'e. — II y a 15 doublo-six rdols, dont chaquo six est rcSel et forint 
par 4 droites rdelles et 2 droites iinaginaires conjugiiees. II y a un autre double-six 
r6el, dent les six sont imaginaires conjugu^s. 

Troisime esjwce. — II y a 6 double-six reels, dent clmque six est rdel et forme par 
2 droites r(5eilos et 2 couples de droites imaginaires conjugudes. II y a 2 autres double- 
six r6els, cliacun ctesquels a deux six iinaginairos coujuguds. 

Qiiatrime espece. — H y a un seul double-six rdel et forind par deux six rdels; 
cliacun de ces six est I’enseiablo do 3 couples de droites imaginaires conjugudes. II 
y a en outre 3 double-six rdels, fonnds par dos six imaginaires conjuguds. 

Cinquieme espece. — 11 n’y a pas de six rdels; iiiais seuleincnt 12 double-six rdels, 
chacun dtant une couple do six imaginaires conjugiids. 

IGO. On a vii (118) qu’uno surface cubiqiio pent, on gdndral, Stre engondrde ft I’aide 
do trois rdseaux projectifs de plans. Dans ce mode de gdndratioii, on ddduit Ics 27 
droites des six points 1, 3, 3, 4, 5, <1, ou un plan E est rencontrd par une oertaine 
coiirbo gauclie tin sixieme ordre. En offet, les 27 droites correspondent (114) aux six 
points 

1, 2. 8. 4, 5, 0, 

aux six coniques 

23451), 1345G, 12450, 12350, 13340, 1334r), 
et aux qiiinze droites 

33, 31, 12, 50, 04, 46, ' 

14, 15, 10, 34, 26, 20, 34, 36, 30. 

L'ensemble des trois rdseaux dtant suppose rdol, do moine quo le plan E, lo systemo 
des six points 123450 sera rdol aiissi; et par consequent, on pourra distinguer los 
cas suivants: 

1. ® Si les six points sont tous rdols, les 27 droites sent toutes rdcllos (premiere 
espece), 

2. ® Si quatre points sont rdels, ot que les deux autres soient imaginaires conjuguds, 
on aura 4 -[-4 -1-6 -1-1 = 15 droites rdelles; les autres sont iraaginaires et tell os que 
deux conjugudes lie se rencontront (pas deimeme espece). 

3. ® Si deux points sont reels, et que les autres soient iniagiiiRires conjiiguds par 
couples, on aura 24-2-1-1 -|- 2 =7 droites rdellos; 2 couples de droites imaginaires 
conjugiiees qui se coiipent, et 8 couples do droites imaginaires conjugudes qiii no so 
coupeiit pas (troisibnc espece). 

4. ® Si les six points sont tous imaginaires ct conjugiids par couples, ou aura 
14-14-1=3 droites rdelles; 6 couples de droites imaginaires conjugudes qui se cou- 
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pent, et 6 couples de droitos imaginaires conjugudos qui ne so coiipent pas (qmMeme 
es2)ece), 

II n’esi pas possible d’obtcnir la cinqitieme espece par ce mode de generaiion: ce qui 
v^sulte aussi du remarqiio quo, dans la cinquiiime espcce, il ii’y a aucun six rdel, tnndis 
que la gdudration a I’aide de trois reseaux projectifs (dont ronseinblc soit r6el) nous 
mene a un doubl(5-six, les deux six dnquol (foi'inds par les droites qui coirespondent 
aiix six points et aiix six coniqucs) sent ndcessaireinont rdels 

Nous nous proposons niaintenant do pvouvcr que, si la gdndration par dcs I’dsoaiix 
projectifs no pent dounov que les quatre proiui^res especos, il y a un autre mode do 
gdndration qui est pi'opre a donnor toutcs les cinq cspeces. Pour cola, il faut que nous 
cliscul.ions d’abord les cas possibles fouruis par !’ intersection de deux surfaces qundri- 
ques, qui ne se touch out on aucun point. 

IGl. Deux surfaces do second ordre, qui u’aicnt aucun point do contact, se coupont 
suivant unc couvbo gauche do quatriiimo ordre, par laquellc passont quatre cones qua- 
driques; los soiumets do cos cones sont aussi les soininets du tdtraiidre conjugu6 conimun 
it toutes les surfaces quadriquos passant ])ar la courbe gauche. Oes surfaces fovinent 
un faisccau; c’est-il-dire quo par un point quelconquo x de I’ospaco ot par la courbe 
gauche passe une soule surface quadriquo. Les deux gdndratrices ixsctiligiios de cetto 
surface, qui passent par sont les deux droitos qu’on pout monor du point x il coiiper 
deux fois la courbe gauche. 

Tout cone passant par la courbe gaucho ot ayant son soininot on un point do la 
courbe est du troisieino ordre; ct par consdquont, la perspective do la courbe gauche 
sur un plan, Pooil dtant placd sur clle, est une courbe (gdndralo) du troisieino ordre. 

O’est (los propridtiis de cetto iierspoctivo plane qu’on ddduit iiii grand nombro 
do propridtds do la courbe gaucho do quatrieinc ordre (ct do premier genre (125)). 
Par ex., par un point quelcomiue de la cubique plane on pent lui nicncr quatre droitos 
tangentes, ct le rapport auharuionique do ces quatre droitos est constant (rapport 
anliarmonique do la cubique). Done, par toiite droito appuyde i la courbe gauche on 
deux points oo’, on jieut lui nioncv quatre plans tangents. Si o est I’oeil ct que Ton 


D Si I’oii regai’tlo line auvfaco ciibiquo F, commo polairo inixto do doux plans E, E', pai' 
rapport a une surface foiidainoutalc du mCmo ordre (7G), on arrive a un double-six, dont los 
droites correspondent aux intersections des plans doniiCs avec doux courbes gaudies du 6." ordre 
respeotivomont, Si les plans donnes sent imaginaires conjug'uCs, il on est de nienio dos deux 
six, ot par eonsdqnout, il pent d’aliord parattre possible d’obtenir, par co iiioycn, la cinquiCme 
espfece aussi. Mais I’iUusion s’evanouit on coiisidOrnnt que les droitos homologuos des doux six, 
qui sont lumginairos conjugudos, no so coupont paSi tanclis qno, dans la oinquidmo ospOce, 
deux droites imaginaires conjugudos sont toujours dans uu mdmo plan, 
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ddplace o', le rapport anliarmoniquc de ces quatre plans rcsto invariable ; et tibs lors 
il ne cliangera pas si o' cst fixe et o variable; et conscquemment, le merae rapport 
ne variera pas non plus do quelque inaniere qu’on d6place la corde oo' . II r6sulte do 
la que, si I’oeil parcourt la courbc gauche, le rapport anbarinonique de la eubiquo 
perspective se conserve constant. On pout donner a ce nonibre constant la d6iiomination 
de rapport anhurmoniquc de la eottrhe (jcmche. 

162. On pout regarder une courbe gauche de quatrieine ordro (premier genre) 
eomine rintei-section incomplete d’nne surface S du second ordre et d’un cone K du 
troisi^ine ordre, dont le sommet soit un point o do Ci. Les deux generatrices do S 
qiii passent par o coupent do nouveau la courbe gauche; et d6s lors elles nppartiennent 
aussi au cone K; e’est-a-dire qu’olles fovmoront, avee 0^, I’intersoction compibto des 
lieiix S et K. Le plan de ces gdndratricos est tangent it S au point o ; il contient done 
la droite T tangente en co point it 0<; droite qui est aussi une gdndratrico du cone 
K. Le plan osculateur it C< en o coupera la courbe on un autre point o'; done, ce 
in&me plan touebera le cone K suivant T et le coupera suivant la droite oo’ . 

L’oeil dtant placd en o, la perspective de C.i est une cubique (base du cone K). 
Soit w la trace de T siir le plan du tableau; les droitos tangontos de la cubiqne, issues 
de w, seront les traces des quatre plans tangents de 0, , qu’on pent ineiier par T. Or, 
ces plans toiichent la courbe g.auche on deux points (dont I’un est o ) ; done ils passeront 
respectiveinent par les soinmets des quatre cones quadriques, sur losquels 0^ est placde: 
car ces cones fornient I’enveloppe complete des plans bitangents do C<. Consdquem- 
nicnt le rapport anharnioniqiie des quatre plans qui touchent C,i en un point quelconque 
el passent respectivement par les soinmets des quatre cones quadriques est egal au rapport 
anJiarmonique de la courle gauche m&me; et dbs lors, il est un nombre constant. 

163. Reciproquement, une cubique plane denude pout etro rogarddo commo per- 
.spective d’une courbe gauche du quntridrae ordro (premier genre) passant par rooil 
0 . Soit w un point quelconque de la cubique plane; et qu’iuie droite mondo par o) coupe 
cette courbe en deux aiitres points w,, Alors, le cone qui a lo point o pour sommot 
et la cubique plane pour base, rencontrera une surface quadrique mende arbitraireraent 
par les droites otoi, owz, suivant une courbe gauebo du quatridme ordre, touchde en 
0 par la droite ow. 

164. Si les deux surfaces quadriques (161) sont rdelles, lour intersection pent dtre 
rdello on iinaginaire; et dans la premiere hypotliesc, on olio consiste en un trait (Zug, 
Stuck) unique; ou bien elle est I’ensoinble de deux traits associds qui n’ont aiicun point 
coinraun, pas uieme d distance infinic. Nous aurons il examiner ces trois cas sdpardment. 

165. Si I’intersection C., de deux surfaces quadriques est une courbe monogrammique 
(S, un seul trait), sa perspective (I’oeil dtant toujours placd sur la courbe gauche) sera 
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aiissi tVun aeul trait, c’cst-a-diro qu’elle n’aiira qii'iine branche serpentitie avec trois 
inflexions •'). Or, on sait •'■'') qu’uno telle eubique plane a iin rapport auharinoniqiie 
ima^iinairo: en (rautres tonnes, (run point quelconque de la ciibiqiie on ne pent Ini 
nienor quo deux tangontos r6(dlcs. Done (162), parmi les qiiatro plans tangents a C4 
oil nil point qnclconqiifi et jiassant rcspcctivenieiit par les sonimets des quatre cones 
qnadriquea (qni font jiartic du faiscoaii doiit C.i est la base) il n’y en a que deux rdels ; 
e’est-a-diro que ihs quatre cones deux seulement sont riels, 

De ce qiie la cubiqiie perspective n’admct que cloux tangentes r6elles issues d’un 
quelconque de ses points, il rdsiiUe on outre quo iiar toute droUe appuyee d en 
deux points reels, disLincts on coincidents, on pent mencr d cette courVe deux plants tan- 
gents reels, ct deux seulement, D'apres la loi do continuitd, celto propri(5tS subsistera 
aussi pour ime droite appuyde a G, en deux points iuiaginaires conjugiida. 

Lo tdtrabdro conjiigiui a denx sonnnots reels, et dbs lors deux faces rdelles: cliaque 
face r(iclIo contient un sonimot rdcl. Done, cliaqne face rdelle coupe 0| on deux points 
rdols; e’est-A-diro qu’ollo coupe le cone qiiadriquc, dont le soininel est situd sur cette face, 
sulvant deux droites, dont line roncontro on deux points rdels la section de I’antre cone. 

Los cones rdels de second ordro, qni passent par C», constituent la liinite de 
siiparatioii ciitre les surfaces gauchos et les surfaces non rdgldcs du faisceau, dont C4 
est la base. Dans lo cas actucl, il est aisdde voir que la quudrique (du faiscenu) passant 
2 )ar nil point qneXconque de Vespace inlerieur on extirieur d tons les deux cones riels, 
est gauche; au lieu que la qtmirique passant par un point quelconque de Vespace intirieur 
d Vun des cones et exlirieur d I'aulre n'est pus riglie [‘“J. 

166. L’intorsection Gi soit maintenant uno coiirbe digrammique (a deux traits), 
aiiqiiol cas la eubique perspective sera coinposde (rune ovale et (I’lme branche ser- 
pentine avoc trois inflexions, Soit « la trace, Siir le tableau, do la droite qui touche 
Gt ail point 0 de I’oeil (103); los tangentes meiidos par (o a la eubique seront les 
traces dos quatre plans qui touclient G4 on 0 ot passent respcctivement par les soinmots 
du tcitraMre conjugnd (162), Or, les quatre tangentes de la eubique, issues de (o, sont 
toutes iinagiuairos ou toutes rdellos, selon que ce point appartient A I’ovale on a la 
branche serpentine; done, les .sominets du tifraedre conjugite (savoir les sonimets des 

*’) Ell considdrant la contliiuitd (I 0 la couvbo comitie non i liter voinpucs par les passages A 
I’lndni. |Uno forme typlqiie de cetlc aorlo decublques planes catlaiww’nlmlapwa de Newtoh 
(filnumeralio linearum (ertii ordiitis)\ , 

'* *■) iGlomale cli mateinaticho, 1. 2,“ (Napoli 1864) p. 78| [Qiicste Opere, n. 49 (t, 2.°)). 

‘■*’0 En appllqtiant cette ddnomulalion ni6mo aiix formes hyperboliques et parataollques 
[d’npvds M. Biiii,i,AYiTia.] |Un6 forme typiquo de cette espAce est la parabola campanifortnis 
c\m ovali do NbwtonI, ' 
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(Idplace o', le rapport nnharraonique de ces quatro plans resfce invariable ; et (I6s lors 
il ne cliangera pas si o' est fixe et o variable; et consequommont, le meine rapport 
lie variera pas non plus de quelque maniere qii’on ddplace la corde oo'. II rdsulte de 
la qiie, si I’oeil parcourt la courbe gauche, le rapport anliarinoniquo do la cubiqiie 
perspective se conserve constant. On pent donner ce noinbre constant la denomination 
de rapport anliarmonique de la courbe (jaucJie. 

162 . On i)eut regarder line courbe gauche 64 de quatrieme ordro (premier genre) 
comme I’intersection iacomplMe d’une surface S du second ordre ct d’un cone K du 
troisieme ordre, dont le soimnet soit un point 0 de C,. Les deux gendratrices de S 
qui passent par 0 coupont de nouveau la courbe gauche ; et dds lors dies appartieniient 
aiissi au cone IC; e’est-a-dire qu’clles forinoi'ont, avec C4, I’intersection complete des 
lieux S et K. Le plan de ces gdudratrices est tangent it S an point 0 ; il contient done 
la droite T tnngente en ce point it 0 .i: droite qui est aussi uiie gdndratrice du cone 
K. Le plan osculateur a C4 en 0 coiipera la courbo on im autro point o'; done, ce 
ineine plan touchera le cone K suivant T et le coupera suivant la droite 00'. 

L’oeil dtant placd en 0, la perspective de O4 est unc cubique (base du cone K). 
Soit u la trace dc T sur le plan du tableau; les droites tangontos de la cubique, issnG.s 
de to, seront les traces des quatre plans tangents de C,, qu’on pout menor par '1'. Or, 
ces plans touchent la courbe gauche en deux points (dont I’un est 0) ; done ils passeroiit 
rcspectiveinent par les sommets des quatro cones quadriques, sur Icsqucls O4 est placde: 
car ces cones ferment I’enveloppe complete des jdans bitaugents do 0 ,. Oonsdqiiom- 
ment le rapport aiiharmoniqtie des quatre plans qui touchent C, en un point quelconque 
ct passent respectivemeni par les sommets des quatre cones quadriques est Spat au rapport 
anharmonique de la courbe gauche vtdme; et d6s lors, il est un nonibre constant, 

163 , Edciproquenient, ime cubique plane donnde pent 6tro regardde comme per- 
spective d’une courbe gauche du quatriiimo ordro (premier genre) passant par I’oeil 
0. Soit CO un point quelconque de la cubique plane; ct qu’une droite mendo par co coupe 
cetto courbe en deux aiitres points cOi, coj. Alors, le cone qui a lo point 0 pour sonunet 
et la ciibiqiio plane pour base, rencontrera 11110 surface quadriquo mendo arbitrairoment 
par les droites oco,, oco^, suivant une courbe gauche du quatridmo ordre, toiichde en 
0 par la droite oco, 

104 . Si les deux surfaces quadriques ( 161 ) sent I’dclles, lour intersection pent dtro 
rdolle ou itnaginaire; et dans la premidre hypolheso, on olio consiste en un trait (Zug, 
Stiiclc) unique ; ou bicn elle est I’ensomble de deux traits associds qui n’ont aucun point 
cominun, pas mdme a distance infinie. Nous aurons il examiner cos trois cas sdpardment, 

165 . Si I’intersection C, de deux surfaces quadriques est une courbe monogrammiqtie 
(a un seui trait), sa perspective {I’oeil etant toujours placd sur la courbe gauche) sera 
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fliissi (I’un soul tniit, c'cst-A-dire qii’ollo ii’anra qu'uno braucho sorpeiitinc avec trois 
inflexions Or, ou sait ' '') (lu’iino tollo cubiqiio plane a nn ra|)|)ort auharmoiiiquo 
iina},nnaire: (ui d’antres tonnes, d’uii jjoiiit qindoonque <lo la ciibiqiieoii no pout Ini 
inener quo deux taiigcntos rdoHos. Done (162), panni bis quatro plans tangents iv Ci 
en nn point qnolconque ot passant rospocfciveineut par los somincts dos quatro cones 
quadriquos (qui font partio du faiscoau dont Oi est la base) il u’y on a quo doiix rdols; 
c’est-a-dii'G (jiio dcs qiuHre cones deux seiilement sonf reefs. 

Do CO quo la oiibi(iuo porspoetivo n’admct (pio doux tangeutoa rdollos issues d'nn 
qnolconque do sos points, il rdsnlte on outre quo par touie droHc upptuif’e d en 
deux points reels, distincts ou eointiidenta, on petti tnencr u celte coutite deux plans tan- 
gents reels, ci deux seulemcnt. D’nprfts la loi d(5 continuity, cetto iiropridtd snbsistora 
aussi pour nne droitc appuydo A 0,| on doux points iinaginairos conjuguds. 

Lc tdtraAdro conjugud a doux sonunols reels, ot dds Ions doux faces rdellos: clmquo 
face rdollo contient nn sommot reel. Done, chaquo face rdello coupe ('i on deux points 
rdols; c’ost-a-dire qu’ollo ooiipo le cone (puidriquo, ilont lo somniet ost situd sur collo face, 
suivant deux droites, dont nno rencontre ou deux points rdols la soction do I’anlvocono. 

Los coiios rdcls do second ordre, qui pnssoiit par (j|, coiiHlituont la limite do 
separation outre les surfaces gaiiches et los surfaces non rdgldos du I'aiscoan, dont ()^ 
est la base. Dans lo cas actnol, il ost aisd do voir quo la quudrique (du faiscoau) passant 
par un point guclconque de Vrspace inUrieur on exUhieur d ions les deux eoncs riels, 
est gauche; mi lieu quo la qitadrigue passant pur un point queleonque. de I'espaco inUrieur 
d Vun des cones et exterieur h I’aulro n’esi 2Jas regUc 

166. L’inlorsection U, suit inaiutonanl iiiio courbe digranimiqtui (a doux traits), 
auquel cas la euhiquo perspective sera coinposdo d’uno ovalo (5l (I’uiio hrancluj sor- 
pentine avoo trois iuiloxions. Soit o) la trace, sur le taiiloau, do la droito (pu touclio 
(Jj au point o d(! I'ooil (161!); los tangeutoa inendes par (o a la cnl)iiiuo soront los 
traces dos quatro plans ((iii loiudieut (J< ou o ot passent rospoctivenuMit [far los smnmots 
du UHraiidre conjugud (162). Or, les (piatrc taugoutos do in culnqiio, issues do < 0 , soul 
toutes iinaginairos ou toutes rdolles, solon quo ce point appartiout A Tovalo on A la 
branche serpentine; done, les sonmels du iMraedrc conjwgii/! (savoir los sonunets dos 

') Ell conHidt'si'anl. hi conlinuitd do In oourbo coiumo non iiUeri’oinpuo par los pnssages iV 
I’inliiii, jUno forme typique dc eoUe .sorto do cublqnoH planes est la pn/wtota pwra do Nhwton 
(Ktimnexalio linearum ierlii ordin(s)\ . 

*') [Giovnale di lualomaliehe, t. y." (Nnpoll 1661) p. 78| [Quosto Opore, n. 4D (t. y/)). 

"■''*) Ell applhjiiant colfco ddHonilnatiou iiioino aiix forincft hyporboliipios ot iiarabollquos 
ld'apr6.s M. JJiaw.AviTia.] lUno forme lypiquo de cotie espOco esl la parahola Citmitanifurmis 
oiim ovali do Nbwton). • 
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quatre cones qnadriques qui passont par CJ seront tons maginaircs ou tons reels, selon 
qiie la imrspeetive (he trait, stir legiiel est ttlace Voeil, est une ovale ou tme hranche serpeniim. 

II t'(?siilte de lit quo, si la coiirbe 0^ est doiinee, la perspective du trait stir leqnel 
on jilace I’oeil, qiiol que soit le trait clioisi, sera toujotirs niie ovale, ou toujours uno 
braiiche serpeiitiuo. Nous avoiis done deux cas a distinRuor, siiivant que le t<5trn6<lr0 
conjugal est tout reel ou tout imaginaire. 

167. Si le tdtraedre oat tout imaginaire, c’e.st-a-dire si w ost im point de I’ovalo, 
nil plan quclconquo mend par I’oeil coupera C4 en trois autros points (dent deux peuvoiit 
6tre iinaginaires), les perspectives desquels ou appartieiulront toutes a la branclie ser- 
pentine, ou rune a cette branclie et les deux autros a Tovalo, Done, si tin plan rencontre 
0^ (?» (iuairc points reds, trois de ces points appartiendronl a un mhie trail; et le (put- 
tribnie d V autre trait; et si nn plan rencontre 0^ en deux points reels aeulemcnt, ces dem 
points seront toujours Vtm stir un trait et Vaulre sur Vaulre trait. D’oii il suit qii’iin 
plan tangent en un point coupe la courbe on deux autres points situbs sur des traits 
diffdrents; qu’un plan osciilatonr A un trait coupe I’antro trait; ot qii'il n’y a aucun plan 
rdel qui touche la courbe en doiix points, ou qui la rencoutro en qiiatro points tons 
imaginairos ou tons coincidents. 

En outre, il r6si(lte de co qui a dtb rcmarqiid pour la cubiqne porspeetivo, quo 
par iotiic e^roile appuyee d la courbe en deux points (v6el8 ou imaginairos conjiigiids) 
d’nn mbmt trait it tie passe aucun plan r 6 el tangent ailleurs d la courbe; cl que par 
title ilroite cvppmjie aux deux trails on pent toujours fairc passer quaire plans tangents 
reels. 

Qiiand lui tbtrabdre est conjiigiid it une surface qnadriquo, toute gdudratrice do collc- 
ci rencontrant une arCto du tittraedro, rencontre mussi I’arete oppo.s6e; ct par suite la 
surface contient los quatro droilcs snivant lesqnelles s’onhreooupent les quatre plans 
tangents nienes par deux arbtes opposdos. Si le tdtraedro est forme (comme Ton suppose 
actnellemontl par deux couples de plans imaginairos conjnguds, il a ii^aninoins deux 
aretes opposeoa rdollos, dont cbacuno est I'intersoction do deux plans tangents do la 
surface. Or, cos plans sont rdcls, car ils doiveut former un systbine harinoniquo avec 
deux faces du Idtracdvo, Icsquollcs sont des plans imaginaires conjngiujs. Done les qiiatro 
droites d’intorsection des deux couples do plans tangents sont rdelles, ot coiisdqucin- 
inent la surface est gauche. 

Ainsi, dans le ens actucl, toutes les qnadriques passant par C,i sont gaudies; e’est- 
ft-dire que par tout point de I’espaco on pent faire passer deux droites rdelles qui 
roncoutrent deux fois la courbe (rune an moins en dos poinis rdel-s). 

108. Snpposons maintenant quo notre courbe gauche 0^ (digrninmiqiie) correspoiido 
^ un tdtrabdre conjugal tout rdol, e’est-A-dire qu’elle soit situde sur quatre cones qua- 
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dl'iquoti reels. Un plan iueii6 arWtrairenienl par I'ocil coupera en trois aiitres points 
(deux peuvent etre iinagiiiaires), dent Ics pers))ectives tomberont on toutes trois sur 
la branche serpentine, on bion rune sur cette branche et les deux autres sur I'ovale. 
Done, si un j)lan rencontre G| cn <iuatre points reels, cciu-ci peiwcnt appartenir tons a 
un menic trait on Oicn dens' a Van trail cl deinc a l’uiitre;€t si un fdan rencontre la 
coiirbe en deux points reels senlcmenl, eeux-ci apparliennent toitjours d un nteme trait. 
D’oti il rdsiilte qu’un plan o.sculateur a un trait coupe co niome trait. 

De I’analyso de.s ipiatro tangeiitos de la cubique perspective, issues d’lin quclconque 
de SOS points, on ddduit cn outre ([ue par toute droile appuyee a la courhc en deux 
points (rdels ou iuiagiuairos conjugues) d’un mdine trait om peat faire passer qitafre plans 
ianyents, dont deux touchent un Iruit el deux Vuiilrc, kuidis (pie par ioule droile appuyee 
atix deux trails il no passe nueiin plan tangent rhl, 

Cluique face du tdtraedro coiijugue coiq)o la conrbo O4 eu qiiatre points, sonimets 
d’un quadrangle coinplet, dont les cOtds opposds so I'oiicontrcnl en trois points rdols 
(sorainots du tdtraedre); done cos quatre intersections sout toutes rdclles ou toutes 
imaginaires. Mais d’autro part, si un trib<lrc csL conjugud a un cone quudrique, il y 
a une face du tri6dro qui ne rencontre pas lo cone. Done, deax faces du iBraedre coupent 
O4 en (piatre points riels et les deux autres en quatre points imaginaires. 

Il est nis6 do voir quo la (juadrique du fniscoau, dont Oj est la base, mence par 
un point quclconque de Vespace inlerieur ou exterieur d tons les quairc cones, ou Uen 
de Vespace inthieur d deux cones et extSrieur aux deux mires, est me surface gauche; 
tandis quo la quadrique passant par m point inih ieur {extirieur) d un cone et exterieur 
(intirieur) aux trois autres, est une surface non regUe. Eu outre, i)ar uii point quel- 
conquo de I’cspace inldruMU' ou oxtdriour a tons les quatre cones, on pout nieiier deux 
droites, dont chacuuo est appuydo cn donx points (rdols on imaginaires conjuguds) & 
un memo trait do Gp, au lieu quo par tout point extdrioiu’ a tlenx cones et intdrieur aux 
deux autres on pout mener deux droites, chacuno desquelles coupe I’un ot Tautre trait. 

1 G 9 . Enfin, supposons quo la conrbo Oj soit imaginaire: auqitcl cas tout plan rdel 
coupe 0,1 011 quatre points imaginaires, sominets d’uii quadrangle coinplet qui aura deux 
cOtds rdels; tandis quo les autres couples do cOtds opposds n’ont de reel quo lo point 
do concoiu'S. Il y a done, dans I’cspnce, nn nombro inflni do points ]iar lesquols on 
pout mener deux droites rdollcs a roncoiitrer en deux points (ndces.sairomout imaginaires 
conjugues) la courbn; et il y a im nombro infuii aiissi de points par lesquols ces deux 
droites sout imaginaires conjugudes; e’eat pourqiioi il y nura imo surface rdelle, lieu 
des points pour lesquols ces deux mdmes dr()ite.s sont coTneidentes. Or, co lieu est eu 
gendral formd par les quatre cones quadriqnes passant par Oi; done, dans lo cas actuel, 
il y aura au moins deux [“j cones rdels. 
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Le utrahh-e conjiutn/' eat tout reel. En effet, si « nst Ic soiniiKit (I’lin cone rt'ol, lo 
piftii polaire de a (par rapport aux quadriques dii faiscoau doiit C,i csl la base) coupova 
Cj suivantiui quadrangle imaginaire, dont les couples do cOtds 0 ])p<)S (!8 out trois points 
(le concoiii'S rdels, h, a, cl Or, abed est prdcisdiucnt 1<5 tdlraedre coiijiigiid. 

Tiiis, si Ton r^fldchit qiie chaqiie face du tetraodre coupe rim dos trois cones, doiit 
elle contient les sominets, suivant deux droites recdlos, ot clincim des deux aiitros sui- 
vaiit deux droites imaginaires (coiijiigudes), et quo des trois faces concourant an souimet 
d’lin cone reel deux seules peuvent couper ce cone suivant des droites rdolles; on recon- 
naitra que deia cones, seulemeni, soni reels; les deux autres, lout eii ayaut lours soiiiiiicts 
rdels, sent imaginaires. 

Les deux cones rdels sont totaleinent exterieurs I’un it I’autre, Les surfaces (tin fai- 
sceaii dont O 4 est la base) qui passeiil par les points de I’espace exterkur d I’un et a I'ttulrc 
cone sont gaudies; au lieu que par les points interieurs a I’nn des cones, il no passe que 
(les quadriques (du faisceau) non roglces. 

170. Ainsi, il y a trois esphees differentes de la coiirbe (jauche ((jeiurale) de quatricnio 
ordre et de premier genre, c’est-il-diro: 

1," crts — Cotirbe rdelle mofiogrammujue ; lo tdtraildro conjugud a deux aoinmots 
reels; il y a deux cones quadriques reels qiii passent par la conrbo. 

. 8 .' cas — Combe rdelle digrammique: lo tdtraddro n’a aucun sominel rdol ; il n’y 
a aucun cone reel. 

5.' cas — Courbe rdelle digrammique : le tdtraddre a quatre sommots rdols, qui 
donnent quatre cones rdels aussi. 

En outre, Fintorsection de dotix quadriques rdellos (qui no so toucliont on nuciin 
point) prdseiite un autre cas possible: 

4.‘ cas — Courbe imaginaire: le tdtraedre a quatre .somiiiets rdels; inais il n’y 
que deux cones rdels. 

171. Qii'on revienne maintenant a la surface cubiquo gdndralo ]‘ 3 , ot (pFou roniarquo 
que dans toiites les cinq especes qu’elle pent prdsentor (IfiO) il y a toujours trois tlroitos 
rdelles situdes dans un meme plan; soient cos droites a, b, c. La prcinidre pohuro du 
point 0, comnum i J et c, est iino quadviqiio gauche qui ne passe pas soulomont par 
les droites b, c; elle coupe F, aussi suivant une courbe gaucho 0 .i do quatrioino ordro 
(premier genre), lieu des points 011 Fa est touchdo par des droites issuo.s de 0* Cotto 
courbe gauche rencontre cliacime des droites b, c eu deux points, qui sont dvidemniont 
les memes ou cetto droite touche deux coniques de la surface. 

La courbe C 4 est la base d’un faisceau do quadriques coupant Fj suivant dos 
coniques, dont les plans passent par la droite a (14.3) ; ainsi ces quadriques et les plans 
par a forraent deux faisceaux projectifa propres k eugondror la surface F 3 . Roinai’qiions 
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de plus (143) que les plans par « sent les polaires dii point o par rapport aux qua- 
driques correspondantes; d’ou il rdsiillo que la surface eubiqiie est couipletcnient 
d^tevminde par la courbe gauche C, et par le point o. 

Les autres 24 droites sont, deux a deux, sitiides dans les 12 plans tritungents qiii 
passent par a,h, c\ partni Icsquels, les 4 plans par a soiit ddtcrmiiESs par los soniinots 
des 4 cones qiiadriques qui passent par et les antres sont les plans qu’on pout 
inener par 6 et c a toucher aillcurs C.i ( 112 ). 

A present, il faut ddinontrer qii’en choislssnnt la courbe C 4 et le point 0 d’une 
mani^re convenable, on pent dddiiire toutes les cinq esp 6 cos des surfacus cubiquos, 
de ce mode de gdndration. 

172. Que la courbe Ci soil reelle, digrammique et placee surquaire cones quadriqurs 
reels, et que le point 0 soil exterieur a tons les quutrc cones; mqwd ens ( 1 G 8 ) non-soule- 
nient passent par 0 deux cordes reellcs h, c do Oj, inuis, on outre, les plans polnircs 
de 0 se coupont suivant uno droito a, qui rcncontrera cliaquo cone en dos points rdols. 
D’oii il rdsulte quo par a passent quatre plans tritangents (de F 3 ) i‘ 6 ols (les plans 
polaires do 0 par rapport aux quatre cones), chacun desqucls coutiendrn (outr(3 a) deux 
droites rdellos. On pout ajouter (108) quo cliacuno des droites b, 0 coupora on deux 
points (rdels on non) nn infjino trait de C^; et quo par cliaeune de cos droites on pout 
consdquemraont mcner quatre plans tangents a la courbe gauelie, et des lors tritangents 
a Fj. Cela est propre et exclusif tl la premiere cspcce dos surfaces ciibiques (150); 
done chacun de ccs huit plans tritangents par b ou par c contioudra deux autres 
droites rdellos. Aiiisi la surface eiigcndrSe aura 27 droites reellcs. 

Rdciproquemont, ou pent ddinontrer quo le choix adoptd pour C, et pour le point 0 
est ndcossairo aflii quo la surface engendrde soit de la premiere especo, 

173. Si la courbe Ci est de noiwcau rdelle, digrammique nt placee sur quatre cones 
qiiadriques riels, niais que le point 0 soit inierieur d tons les quatre cones, nous auroiis 
encore (168) quatre plans tritangents rdcls par cliacuno des droites a, b, c. Afais, coniino 
dans ce cas la droite a (intersection des plans polaires do 0 ) est cntieroinent oxtdriouro 
a tous les cones, il eii suit quo chacun des quatre plans par cetle droito, iie renconlrant 
pas le cone corrospondant suivant des droites rdclles coupera Fa suivant deux droites 
iinaginaires conjugudos. Oe rdsultat est propre et exclusif a la cinquidine especo (157); 
done chacun des huit plans par b ou par c contiondra aussi une couple do droites 
iinaginaires conjugiidos, Ainsi la surface engendree aura trois droites reclles el douge 
couples de droites imaginaires conjuguees qui se coupent. 

Rdciproqueinent, on pout ddinontrer que pour engciidrer une surface eubiqne do 
la cinquidmo espdeo, il faut choisir la courbe C 4 ot lo point 0 , de la nmniero que nous 
venons de faire. 
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174. Que la courhe ynuche soil encore rceJlc, cliyranmigue rt plueee sur quatt-r 
cones reels, et qite le point o soil pris dans Vespuce interinii a deux cones ct cxtericur 
aux deux aiitres: aiiqiicl cas la droite a rciicontix'rn (<‘n ties iioinls i-(''p1,s) los dtuix 
tleriifers cones soulement, ct cliacime dos dpoitea h, c. sera apimyeo a tons les doiix 
traits (le C<. D’ou il rdsiilte (1G8) que par « passoroiit qnatr(( jdaiis (tritnngonts) rdols, 
(lout deux soulement couperont Fj suivant (I’autn'S droites ('(''('lies; ot quo par h ('t o 
il ne passera aiicun plan (tritaugent) rtiol. Cola est iirojire ot oxelusif a la troisi<';inc 
espece; la surface engewMe aura done, sept droites reelles, deux couples de droiies 
imaginaires conjiiguecs qui so coupmt, et liiiit couples de droites hnnginaircs conjuguees 
qui ne se coupent pas. 

Il y a deux aiitres inani^rcs d’obtenir la surface culiiqtio do la troisieine ospocu: 
l.“ si C| est r^elle, digrammique, sans aiicun (ione quadriquo itoI, lo point o otant 
dll reste tout a fait arbitraire; 2.» si 0,| ost iniaginaiiv, ot quo lo point o soit oxtdriL’ur 
a tons les deux cones rdels. 

175. Soit line courbe rijelte, monogranmiiquc, et quo lo jioinl o soit oxtorionr 
a tons les deux cones quadriques rdcls qui passont par la coiirbo: auquol cas (105) 
il y aura deux plans reels par «, cliacun contonant deux aiitres droites rtiollcs; ot do 
nieiiie il y aura deux plans rdels par chaciino dcs droites h ot c. Cola est propre ot 
exetusif a la deiixieine especcj d on il r(^,sulto quo chaciin dos (iuatro plans rdels passainl 
par h oil par c coupera F., suivant deux autros droitos r(')ollo.s. Ainsi la surface c.ngcnih-ca 
auia quiime droites reelles et six couples dc droites iniaghiaires conjugates qui ne se 
coupent pus, 

Kdciproquenient, on pout ddmontrer (luo lo ohoix adoptd pour C., et pour le point 
0 est ndeessaire afln d’obtenir uiie surface cubiipio do la douxibmo ospiice. 

176. Ell dernier lieu, supposoiis quo la courbe Ci suit niello monograininiquo, lit 
que le point o soit intdrieur a tons les deux cono.s niols. Dans co cas (1 66), par cliacuiie 
des droites a, h, c, il ne passe que deux plans rdels; ot ('liacun di's deux plans par a 
contiendra deux droites imaginaires conjuguiics, Nous toinbons ninai .sur la quatriuiuo 
especo; et par consiiqitent chaeun des plans rdols par h ou o donnora uussi deux droitos 
imaginaires conjugudes. La surface engendrh aura done trois droites reelles, six couples 
de droites imaginaires conjuguees qui se coupmt, et six coiipUs de droites imaginaires 
conjuguces qui ne se coupent pas. 

Et rdciproqiieinent, afln (I’obtenir une surface cubiquo de la (luatricine espiice, il 
faut choisir la courbe et le point o do la nianiero quo nous vonons d’iniliquov. 

177. Dans tout ce (pii prdeede, il o.st enlondu qu'on voiit prondre pour base (le.s 
operations nn plan trilangent avec trois droites rtellosioi nous avons diiniontrd 

est possible d’engendrer toutes les cinq ospeces do la surface cubique ghierale. 
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Mais si Ton voulait partir (run plan tritangeiit i'6ol conleiiatit nne soulo droitn 
i’6ello a ot deux droites imaginairos conjugii('i(!s h el c, il no scrait plus possibh’i irohtcv 
nir la proinioro ot la doiixlcino cspfjco, cap cos C8p6c(3s n’adnicttont auciiue <.!Oii])le do 
di'oites iinagiiiaires qiii sc coupcnt. Au contvairc, on pent conslmire les trois aiitccs 
espocfls, coiniuo il suit: 

la troisitiiiio cspcce, si C.i (5st rdcllc ot digi'ammi((iic, avt^c qnati'O cones rdols, ct 
quo Ic point o soil exUniour it trois cones ct inL('!vicur ii I’aiitro; 

la quati‘i6ine cs])cce, si (J.i ost i’(5(>,!le, nionogrammiquc, ot quo lo point o aoit intd- 
I'iciu' a I’nn dcs doux cones ct oxt6ricur a. rnulre; 

eniin, la cin([ui6ine osp6co, si (li ('st iVsello ot digi'aiiuniquc, avoc (|uali’o cones idols, 
et qne le point o soit intdrieur ii trois coiKiS ct oxUh'ionr au (inatrictnc; on liicn si 
0< ost imaginairc„ot quo Ic point o soit intdiicur si run dcs deux cones r(5ols (ot oxld- 
rieur ii rautre). 
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G3, 64. Liou d’ un point dont la quadriquo polaire cst clrcoiiscrito ou iiiscrite h un 

tdfcraAdrc conjugii6 A uno quadriquo doiiiiAo — 

65.66, Liou d’liii point dont la quadriquo polaire par rapport A F« est circonscrito 
Q\i inscriio A un totraAdro conjuft’uA A la quadriquo polaire relative. A la 
Jlossionno » 37 

67. Liou d’un point dont lo plan polaire par rapport A la lleHsloniio cst tang’onfc 

A la quadriquo polaire par rapport A F,t » 38 

68. Lea surfaces » 39 

69. 70. Lea surfaces 5 * , 40 

) 71. Liou d’un point tol quo ses plans polaircs par rapport A P,t ot A la II os- 

sioniio, et sa quadriquo polaire j)ar rapport A F., aieiit un point comnnm 

sur un ])lan donnd, | » 41 

ClTAPITRE ClNQUIEiME. 

Application des propria t4s generalea a mie surface fontlaiuentale 
du troisi^me ordre. 

72. La Hossionno d’uue surface cubiquo Pag*. 42 

73. Enveloppo dos plans polaircs d’un point par rapport aux cones polalrcs . » — 

74, Ilyperbololdo polaire do deux droites , » 43 

75, Cone polaire d’uno droite — 

76, Surface polairo mixto do deux plans » — 

77. Surface polaire pure d’un plan 44 

I 78. Paisceau do surfaces polaircs mixtes d’uu plan llxo ob un plan variable. ( , » — 

OUAPITRE SlXlftME. 

Froprietes de la surface Heseiemie d^mio surface fondaiueiitale 
du troieieme ordre. 

79. Plans tangents A la TIessieniie issus d’un point donuA , . . ^ . . Pag. 45 

80. Gone cireonscrit A la Hessionno. , 

81. 82. Nombre dos courbes gaucho.s du quatriAmo ordre, dans un r63oau sur 
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une quaclriquo, qiii ont deux points doubles ou un rebroussemei^t. . Pug", 

83. Lea dix points doubles p de la Ilossieiiiie sont dis tribuds, trois k ferois, sur 

les dix droites n correspondantes, 47 

1 81:, L’Hessioniie n’ a pas en gMral d’autres points doubles, outre les dix poi iits jo, | , » — 

85. Toute droito joignaiit deux points correspondants oo' de la Heasiein^e a la 

propridte que lea plans polaires de ses points passent par uiict m6me 

droite u’v' , . . » — 

} 86. Si oo' est tang'ente k la Ilessienne, la droito ii'o* aura avec celle-ci un contact 

dll troisidme ordre, | * . . * 48 

87. Point d 'inflexion de la courbe d’ intersect] on do Fg avec un plan stationnaire. * — 

88. Noinbro des droites oo' dans un plan donnd ..... . . » 40 

89. Le plan polaire d’un point do Pg, par rapport A la Hessienno, passo par les 

points dMnflexion de la ciibique intersection do Fg avec le plan t nil gent, »> — 

90. Noinbro des droites u'v* dans un plan donn6 , , » 50 

91. Si lino droito coupe la Ilossienne on abedj les points correspondants n*b*c'd’ 

fornient un t6tra6dro dont les faces passent par c/, b, r, d respecti vein cut . * 51 

92. Propri6t6 des droites tangeutes A la Hessienno .... . , » — 

98. TjO cone polaire de la droite z est osculatcur A la Hessienno en , . > — 

91, La Hessienno et lo cone polaire dot: ont los mdme.s plans tangents SAiivant 

lea trois droites itg qui concourent en^? . . » — 

95. Le m6mo cone coupe la Hessienno suivaut uuo conique aitu6e dana le plan 

polaire de p . , > — 

96. Surface polaire du plan pit . . » 52 

97. Si une droito par 2? rencontre la Hessienno en c, cf, les points corroapoiiclants 

c\(V sont on ligne dvoite avec p . » 53 

98. Les droites it sont quatre k qimtre, et lea points p sont six A six daias einq 

plans. Le pentaAdre de M. Sylvester - . » 54 

99. Les quadriques polaires des points de ehacun do.s cinq plans dii p&iita6dro 

sont conjugu6es au tdtraAdre formd par les autres quatre plans • . j* — 

100, Propri6t6 des aretes et des diagonalos du pentaAdre ... . , * 55 

101. 102, Figures correspondantes formAes par les droites et les plans par j?. , > — 

103, 101. Cones cubiques qui correspondent A aoi-mdmes et coupent la Tleasienue 

suivant deux courbos planes. Involution des plans de cos courbe s . . ?• 5(i 

105. Surface polaire cVun plan passant par p • , 57 

106. Autres propriAtAs du pentafedre. Nouveau pentaAdre . . , . . » 58 

107. Droites polaires d’un plan par rapport aux cones quadriques dont les som- 

mets soufc dans ee plan. Axes des cylindros polaires, , . * . » 59 

108. Plans qui coupent Fg suivant des cubiques harmoniques ou Aqiii-aialiarmo- 

niquos * » 60 

ChAPITRE SEPTliiME. 

Les viugt-sept droites d'uuo surface du troisiAme ordr^* 

109. Les 27 droites; 6 plans tritangeuts par chaque droito; involution; les 45 plans 

tritangents . ^ j , . ^ I * , i ^ . Pag. 61 
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110 G6n6ration do Fj^ par deux trifedros * , , , Pag. 62 

111. 112. Q('in6ratioii par deux faisceaux projoetifs — 

Projectmt6 do doux ospacos, on k un point correspond uii point ot *l 

un plan correspond uno surface cubiqiio * 6d 

114. Lgh 27 droitos: notation; r6glo ])our decider .si deux droitcs so coup 011 fc ou 

non; Ics 45 plans 66 

I 115. Les 45 tern os dc droifces dans los 45 plans. | » 67 

( 116. Eolations ontro les droiles; lo double-six do SoiilXeli. \ * 68 

117. Les 36 doublo-aix 69 

118. Toute siirfaco cubiquo pout dtro engoiulr6o par trois r<^soaux pvojoctifs. , » — > 

ClTAPlTBE flumftME. 

Kepx*6sentation d'niie surface dn troisi^me ordre sur nii plan. 

119. G6om6ti’i6 dos courbes tracdos sur F.j ....... . Pag. 72 

120. Courbes pianos sur P.j * . . . , » 7.3 

121. Courbo d’intovsoclion do P.| avoc uno snrfaco d’ordro ?i — 

122. Courbo Co, 4 74 

123. Courbo Cr,,8 — 

124. Courbo Qi,o 75 

125. Courbo C4,i 76 

126. Systftmos do exibiquos gaticlios sur P.^ — . 

127. Intersection do P., avoc uno autro snrfaco cubiquo » — 

128. Courbes Cr>,i ot Cr,,o * 78 

129. Courbes Co,o, Co,8 ot Co,i — 

130. Courbo Cq,o 79 

131. Courbes C7,5, Cv.jt Ca,7, C7,i , Cga , Cd,i . . » 80 

182. Courbes gaudies do Pfj corrospond antes aux droUcs, conlquos ot oublqiios 

du plan 

133, 134. Courbo gaucho corre.spondant k uno courl)o piano quoleonqiio , , » 81 

CUAIUTRIJ NKUVikME. 

Surfaces ^uadriquos qui coupent uiie surface du troisifemo ordre 
suivaiit des oouiques, 

106, Points comimins A, doux coniquos sur P^ ’ Pag, 83 

136. Si «, &, c sent Lrois droitos dans nii plan iritaugoiit, irois conlquos (tout los 

plans A, B, C passont para, 6, c rospoctivomont sont sur uno mOmo surface 
quadriqiio — 

137. HyporboloWo Ja . ♦ . . » 84 

138. Si A 03t lo plan tritaugonb abCt Ja cst la promlAro polairo clu point be . * 85 

139. Systftmo dos droitos g, — 

IdO. 141. Points ou les doux droitos // colncidoqt , . , , r . , » 86 
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142, L’cnvoloppo do clmcuno dOxS s6rios {Phyperboloidea Ja , J« , Jo cotncido avec 


lo lieu des sominets des cones quadriquos (ABC) Pag. 87 

MJ. Faiscoau des quadriqiies Sa 8H 


144. Le lieu dos soinmotfi dos cones (ABC) est aiissi le lieu de la courbo dMnloi*- 

Sftcfcion des qundriqucs Ja , Sa *, etc > 8i) 

Mf). Le.s six eoniqiics do tangcntcs aux trois droitoa u, &, c sont aitu^cs sur 

quatre con os, dont Ics sommets sont on ligno droite »(.>() 

I4(). Hyperboloid OS qui coiipoiit F.^ suivant six droiies >>91 

117. Tonics conjngu6es do droites qui no se coupoiit pas » 92 

Chapitre DlXlfcME. 

Propri6tes diverses. 

148. TilMios conjugiK^s Pag. t)2 

119. Tcnies do tri^dros C0'iijugu69 qui conticmiont toutes les 27 droiies . , # — 

IbO. Les sommeis do donx tri^dros conjug‘u6s sont doux points corrospondauis 

do la Hess! Gil no » 98 

151. PropL*i6t6s dcs points o on so coupont, deux A deux, los 27 droites , . * 94 

152. Los deux points on la Ilessioniie est touchde par uiie droito do Fj sont dOxS 

points corrospondants sur la llessicnne — 

158. Surfaces lUi dixifemo ordre passant par los 185 points h » — 

154. Propri6t<i do la section do la Ilessiounc par uii plan quelconquo . . , « 95 

ClFAPITRE OnZIEME, 

Classiftcation des surfaces dti troisi^ine ordre, en egard a la realite 

des 27 droites. 


155. On pout tonjours engendrer uuc surface cubiquo roollo par deux IriMres, 

chaeiin desquels soit un enscinblc r6el Pag, Rd 

158. Deux triiidveH fornn^s par six plans r(iol.s » 98 

157. Un ti'icdvo leol; Tautro contenant doux plans iinaginaires conjuguos , . > 99 

158. Clmqiic trifedro con tenant doux plans ini agina ires conjugues. , , . '>101 

159. Les einq ospdees do la surface cubiquo g6n6rtnle » H).9 

160 La gAin^vntioii par trois reseaux projectifs uc doniie quo los quatro promi^^ros 

espisccs , 

161. Courbe Cj, intersection do deux quadriqiies » 105 

162, Le rapport anliarmouiique de Cj ost cchii des quatro plans qui touch out la 

courbo on un ni6me point quelconquo et qui passent rospectivomont par 

tos sommets des quatro cones quadriquos sur lesquels la courbo csl plae6o . » JOd 

1G3. La cubiquo piano, perspective de Q, — 

1G4. Los trois cas do P Intersection de deux quadriquos qui no so toiichont pas . » — 

165. Courbo monograminiquo — 

1166, Courbo digraraniiquei deux cas A dlstinguor, ] * 107 

167, Courbo digrammique, t6tra6dro imaginaire 108 
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IGH, Coiirbc dig'ramtniquo, t6traftdro rod , . 

J60. IiitCL’secUon imag'inairc ♦ lOH 

I TO. Lea trois osp6ccs de » HO 

111. G6ii6mtion do par doxix faiH(‘caux — 

1T2. La promid’o csp6ce , » 111 

173. La cinquiemo oHpbce ... » — 

174. La troisiomo espece ;>il2 
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Jtendiconh (hi II, IhUIxUo Lombardo, ftorio II, voluino II (1809}, pp, 660'571, 


Dicesi iiierclliUica ima curva le cui coordinato siano cspi'iuubili rational men to por 
mezzo di un paramotro X o della radicc quadrata di uua fiinzioiio intera Q (X) del 
grado 2p-|-2. Una curva sifTatta pu5 cssero trasformata con processo simile a quello 
adoporato, pel case di p=l e 2^=2, dai signori Gludsch o Gordah ueireccellente 
loro opera Theono der Ahelschen Fimctionen (p. G9 e 77). 

Lc espressioni delle coordinate siano 


(1) a;,=zi),-|-2.VQ ' 

dove le iv, q siano fimzioni intero di X, rispettivamontc do’ gradi m e m~p — 1. 
Suppongasi 


dove si fa per brevita 


Poi pongasi 
( 2 ) 

donde segue 


Q /i*(X (X >^ 2 )... (X 


7,2 = («|— {a3—a,Y‘\ {as—ai) 
{a,—ai) (ai~((i) . . . K,+2 — «2) ' 


y,={a3--fl2) (X~ai), 
^2“ {di «l) (X dt), 


Vi — !h — (®i — ^2) I 


dove 




/aa- 

. 



-ai) * 

Wv +3 


(>■=1.2 
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Kisulta cos\ 

Ihihilh — //s) (//i — ^'’i//2) 0/i — ^iz/Zs) • • • (//i /'■|))-i//2) = Q5 

eppero, se si pone inoltre 

(3) VzHilh (i/i —^1 Vi) (?/i — .Vi) • • • (?/i —/''-a .%) == VQ , 

reliminaziono ili X fra le ultime due eqiiazioni dara 
I Vi/aOA— V a) (//("/‘IVa) . . • 

^ ^ i ~ (2^1 — ?/«) (vi — ?/») • • • (.Vi — ^4>-i ?/«) = 0 . 

Quest’eqviazione rappresenta una curva d’ordine dotata di uii punto p-plo in 

//,=;(/, =0, senza altri punti miiltipli *), eppero del genere p: curva, la quale lia inoltre 
la proprieta speciale die ciascmm delle p retie 

//)=o, ?/s=o, !h—J(\ih^o, yi—Jtl!ii=o , .... !h—K-zyi=o, 

tangenti ai rami incrociati nel punto multiplo, ha ivi colla curva p-1-2 intersezioiii 
coiiicidenti, e (per conseguenza) die dal punto multiplo partono solamenie p+2 tangenti 

i/,— 2/2=0, |f/i — /.'p-i ?/2=0, J/i— /4?/j=0, . .. , //i— ,V8=0, 

i punti (U contatto delle qitali sono tidti nella retta Hz~0. In altre parole, i piinti delln 
curva (4) sono conjugati a due a due, in mode die due punti con,jugati sono seuipro 
separati armoiiicamente mcdiante il punto multiplo e la retta flssa //3==0: e le tangenti 
in due punti conjugati si segano su quests niedesiina retta fissa e sono separate 
ariiionlcamente per mezzo di essa e del punto multiplo, Ne segue die la curva lia 8/) 
flessi (distiiiti dal punto multiplo, nel quale ciascuno de’ p rami lia iin’iiifiessionc), 
conjugati a due a due; die le 8p(p“l) tangenti doppie sono pur esse conjugate a 
due a due, ecc.; e die, so si trasforma la curva per omologia o prospettiva, inandtuido 
la retta //3=0 all’inflnito, il punto multiplo diventa im centro di siinmetria per la 
curva **"). Andie senza fare questa trasformazione, possiamo dire die il punto multiplo 
e per la curva itn centro di omologia armonica. 

Dalle (2) si lia 

/g\ az ((h Oi) Vi 0| (ii,i l/z 

(«3— ai)?/i— («3— «8),V2 ’ 


■’■) Il clio si rieava sablto dalla coiisitloraziono dellc intorsozioni della curva colie pi-imo 
polai'i. 

Cfr, Stbineii, Ueber solclie algebraische Oiirven, tcelcJie MUtelpuncte haben, ecc. (G, <11 
Crclle, t. 47) 
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cosl die, sostitnerulo nello (1) i valori di X e Vq dati dalle (5J, (3), si ottciTanuo lo x 
espresse I’azioualiiiento pei' mezzo dellc //. Le espressioni risnltaiiti siano 

(0) + /4//2) ... ()/i— /4 -s2/,)//3, 

dove le [iv], Ls] souo funzioiii intere, omogenec nolle y,, (/a, rispettivainonte do’ gradi 
m od in — p— 1. 

Pei' tal inodo la curva (1) c tvaaforinata, piinto per punto, nclla ourva (4) f'*® j. Ijr 
cui’va {1} 0 dunque del gencrc p: rordlno della medosiina si deterniiiia come segue. 
Le iiitei’sezioni di essa con una retta arbitraria 

Pia:, + Pa%-1-P3a;3=0 

souo date dall’equazione di grade 2 ?h in X: 

( + p2 + p3[»^3l )'— ( Pi [q.] -I- P42»J -I- Pufe] )*• Q = 0. 

dove Q e dato dalla (3). Ora, e lecito bens! supporre cho non vi sia nlcuu fatiore 
comime a tutte le e a tutte le g, aimultaiicameiite; ina potranno essorvi nq fattorl 
comuni a Q ed alle v>, ed inoltre me altri fattori comuni alle tre funzioiii a'Q. 
Tali fattori darebbero soluzioni indipendenti dalle P; pcrcio, detto n I’ordine della 
curva (l), Sara 

11=: 2 m — >»i — Die. 

Cio si pno signilicaro aiiclie in qucst’altra maniera. I secondi metnbri dollo (C), ugna- 
gliati a zero, danuo tre curve d’ordino m individuanti la rote geomctrica die servirebbe 
a trasforinare la curva (4) nolla curva (1). Tali curve liaiuio in )/,=j/ 2 =o un punto 
(m — l)-plo con p tangeuti comuni; quosto punto equivale dunque ad ()»— l)p-j-p 
intersezioni della curva (3) con una qualunquc della retc. Aggiungaimi alive uq -j-wq 
intorsozioni ftsso, corrispondenti ai fattori aunimenzionati, e rordino v ddla curva 
trasformata '’■) sara 

V = (p + 2) m — mp — («i 1 + «q) = « . 

La trasforinaziono suosposta della curva (1) nella curva (4) presenta quosta eirco- 
stanza notabile, cli’essa conduce ad nn’equazione della forma 

.V3< 1 / 2 )— KVh // 2 )= 0 , 

cioe ad una curva d’ordine p-h2, dotata di un punto ^i-plo, il quale 6 per essa uii 
centre di oinologia armonica. Ora non sarii forao inopportuno di mostraro direttainente 
come ad una curva cos'i particolaro si possa giungore trasforiuando, punto per punto, 
la curva pld geuel’ale d’ordiiie « c di genere p, la quale abbia un punto (»--2)-plo, 


’) Op. cit, p. 35. 



126 


SDLLA THASFORMAZIONE DELTiE CtllVE IPERELEI'mCHfe. 


eppero inoltre n — 2 — ^ punti doppj, Sia o il punto (« — 2)-plo e Ci, c«, ... , c„,+i i 
punti (li contatto delle 2(p + l) tangenti che escono da o. Trasformianio *) questa 
curva mediante una rete di curve d’ordine n — 1, aventi lo stesao punto (« — 2)-plo 
0 , colle stesse tangenti della curva data, e passanti per gli n — 2 — p punti doppj e 
poi pnnti Ci, C 2 , (scolti ad arbitrio fra i 2p-|-2 sopra nominati). La curva trasfor- 
mata sara deU'ordine 

v=n(tt~l) — (n — 2f — (n — 2)— 2(n — 2 — p) — p =p -f- 2 . 

La rete contiene un fascio di curve, ciascuna delle quail h coinposta delle n — 2 — p 
rette die da 0 vanno ai punti doppj, delle p rette oci, oc^ ... , 00 ^ e di una retta 
variabile ay: per ogiii curva di qiiesto fascio, i punti Ci, Cz,..., Op fanno le ved di^i 
fra lo ^4*2 iiitersezioiii che in generale variano da una ad altra curva della rete; 0 
non riinangono variabili che due punti Yh Ts. situati in oy. Porcib, a questo fascio 
corriaponderil (nel piano della curva trasforinata) un fascio di rette incrociato in un 
punto o’, innltiplo secondo p per la curva trasforinata, il quale ha per corrispondenti 
i punti Cl, Cl , ... , Cp. Quando oy coincida con oc, (r=l, 2, ... , p), i due puiiti variabili 
Yi, Ys si riuniscono in c,.; percio la curva trasforinata e toccata in o' dap rette, ciascuna 
delle quali ha ivi con essa p-{-2 intersezioui coincidenti. Fra le curve del fascio vi 

sono quelle che si ottengono facendo prendere ad oy una delle posizioni 

ocjp+j; ad esse corrisponderanno, per la curva trasforinata, le rette tangenti che escono 
da o': e sicconie i punti sono tntti situati in una inedesiina curva 

della rete (la prinia polare di 0 rispetto alia curva data), cost i punti ovo la curva 
trasformata 6 toccata dalle p4-2 tangenti die escono da o' saranno tutti in una stessa 
retta (la retta corrispondente alia priina polare di 0 ). Osserviamo inoltre che agli 
n — 2 — p punti doppj della curva data corrispondono, nella trasformata, altrettante 
coppie di punti situati su rette del fascio o'. Ne segue che, se fra quelli vi sono a 
regress!, cosi che il niunero delle tangenti oc,,+,, ocp+z, ... diininuiscasi di %, la curva 
trasformata avra ancora lo stesso numero p-\~2 di tangent! che partono da o', ma i 
punti di contatto di ■/, fra esse corrispoiideranno ai x regressi della curva proposta, 
meiitre i punti di contatto delle rimanenti saranno i corrispondenti del p4-2 — x punti 

Per ultimo, vogliaino luettere in evidenza il significato goometrico delle forinole 
(2), (3) che servono a passare dalla curva (1) alia (4), Siccoine la (1) si puo trasforinare 
iu uiia curva di ordiiie + dotata di un punto jp-plo, per la quale esista aduuque 


0 Questa tiasforma 7 .ioiie 6 xiim di quelle coutomplate nelle inie due jyo^e sullo tm^forma- 
zioni geomdrlcht delie figure piane (Accad. di Bologna, 1863-65) [Quest© Opere, 40, 62 (t* 2,^)]. 
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un fascio di rette die la segano in due soli punti variaiili^ cosl per la (1) esistera un 
fascio (U curve (nolla reto cho servo alia trasformazione), ciascuna delle quail la incon- 
trera del pari in duo soli punti vaviabili. Sia «4“^v=0 I’cquazione di qiiesto fascio 
(il cui ordine dicasi s), e supponiamo essere a, (»'=!, 2,..,, 2p+2) i valori di X 
corrispondenti a quelle curve del fascio die, riuniti i due punti variabili in uno solo, 
riescono tangent! alia curva data. Allora la trasformazione si operevii inediante le 
forinole 

a,) 

yi={a3—ai) (»+aju)S, 

2/3= ‘I’, 

ove S=0 sia una curva d’ordine s', passante poi punti ove la curva data e toccata 
dalle curve 

tt+asv=0, ... , u-}-a^t)=0, 

G <I> = 0 sia una curva d’ordine s-\-s', passante pei punti-baso del fascio «+Xi;==0 
ed inoltre per le restanti ns' — p intersezioni di S colla curva data. La curva trasfor- 
mata sarA dunque deU’ordine 

V = » (s -|- s') — (ns — 2) — (n s'— p) =p H- 2 , 

avra in j/,=2/j=o un punto ?)-plo, ed ivi p-{-2 intersezioni coincidenti con ciascuna 
delle p rclto die corrispondono alio curve «-|-«)V=0, ••• > ,u—0; 

ainniottera inoltre p + 2 tangenti (le rette corrispondenti nlle curve 

0, «-[-ap+sU=0, ... , «-l-ajp+sV=0) 

die escono dal punto p-plo, ed i cui punti di contatto savanno in una retta. Quests 
retta sia i/s— 0; possiaino dunque supporre die la curva <I>=0 passi, non solo pei 
punti-base del fascio tt-l-Xu=0 o per le iis' — p intersezioni sopranoniinate di S=0 colla 
curva data, ma anclie pei punti ove questa e toccata dalle p + 2 curve 
u+ap+ 2 V= 0 , ... , 0. L’esistenza di questa curva <I>=0, individuata dal 

fascio tt^-}-Xu=0 e dalla curva 3 = 0, costituisco una notabile propriety delle curve 
iperellitticlie. 
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INH’ORNO AL NUMERO DEI MODULI DELLE EQUAZtONT 
0 DELLE CURVl!) ALGEBRICIIE DT UN DAl^O GENERE. 
Osservazioni dei proCessori E. G'asoratt e L. Cremona. 


JiendtcouU del If, fstUnto Lomburdoj ttorio II, vohiinO li (Ifci(W))^ pp, 020-026 


Riemann, iiel § 12 della sm Theorie chr Abelschen Functionen dicdo ‘ip — 3 come 
luiinei’o dei moduli delle equazioni o curve algebriche, appnrtonenti a uu dato genero 
p ■^). Invece il sig. Catley, guidato da altre considcrazioni, 5 arrivato al muncro 
4i)~G *'■): la qual co.sa 6 stata cagione cho quest’avgomeiito non venisse toccato dai 
professori Ci.edsuu e Gordan nclla loro recente ed iinportaute opera Theorie der Ahel- 
sclicn Fttnotionen •*''' 0 . In questi gioriii poi ii stata stampata nei MathemuUsche An- 
nalen (t. 1.“ p. 401), diretti dal medesimo sig. Glebscii e dal prof. Neumann, una 
breve notu, dove il sig. Brill diiuostra con trasformazioni analiticlic che per p—i 
il nuuioro dei moduli b appimto il medesimo die e fornito dalla formola rioinanniana. 

Gli autori della presente coniunicazione, in occasione delle lezioni da essi dato iiol 
corrente anno agli allievi del corso normale nel R. Istituto tocnico superioro di Mi- 
lano, ebbero a fare snirargoinento aleime riflessioni, una parte delle quali credoiio 
opportuno di qui riprodurre. 


*■) A scanso (I’eqiiivoci in geonietria, dieiamo genere ci6 clio 6 clotto KUisse da Bibiiann 
0 etio d’nlti'cindG il sig. CMBSCn chiama pure Geschlechf; diciamo cio6 appartenonti ad vino 
stesao genorc tutto le e<j[uas!ioiii fra duo vanabiii s, », o curve algebriche irreduciblli, cho si 
po.9.souo traaforinare le vino nelle altre mediante sostituzioui razionali! equazioni o curve cho 
daimo io funzioivl di a, diramate come s. Uu genero 6 doflnito dal numoro p o dai vnlori doi 
moduli, ciof) di quelle costaiili cho non si possono ospellcro mediante tra-sfonnazioui birazioiiall 
(dnihutigc IVansfornuttion&n). 

*■') Proceedings of the London Mathematical Society, III (IG oltobre 1865). 

•* ) Ycdi pag. VII della prefazioue. 
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Osse)'va0ioni del prof. Gasorati. — L’enuinerazione delle costanti che restano es- 
senzialniente arbitrarie conduce al numero — 3, comunque la ai faccia, sopra una 
equazioue qualunque o sopra una di quelle di minimo grado, secondo Eiebiann (§ 13 
della 3 ua Theork) o secondo Cledscii e Gobdan (op. cit. p. 65). Pacciamola per que- 
st’ultiino caso. Ivi, medianle la sostitUKione 

(1) 2/i : : y3==‘K : ‘K : 

dove lo d>=>0 rapprcsentano tre curve iudipendenti, d’ordine « — 3, passanti pel 
^ — p punti doppj e di regresso e per p — 3 punti semplici di 
uiia data curva /— 0 d'ordino n o genore p, si trasforma qiiesta in una curva normale 
d’oi'diiie p-|-l, dolata di — -punti doppj. L’equazione di quests curva normale, 

/u 

nelln sua niassinm gencraliti\, coutione 

(p-H Hp-I-4) _ =4 2 


costanti arbitrarie. Vodiaino ora quanti siano i (loefficienti disponibili nelle formolc di 
trasfovmaziouo. Una <I>, dovcndo essere del grado n — 3 ed annullarsi pei d-\-r punti 
singolari della f—0, contiene j) coeflicienti disponibili. Se fossero dati i p— 3 punti 
semplici pei quali hanno a pas.sarc lo tre <I>, ciascuiia di queste conterrebbe ancora 
soltanto 3 cooflicionti disponibili, o le fortnole (l) ne conterrebbero 8. Aggiungendo 
dunque il numoro p — 3 delle costanti disponibili rappresentate dai p — B punti siid- 
dotti, si ha in totale pH-6 come numero dei coefficieuti disponibili nella trasformazioue. 
Potendosi con quosti aniiullarc altrottanti coeflicienti della curva normale, le costanti 
arbitrarie die questa conservora saranno in numero 4p-f-2 — (p-|-6)=3p— 3. 

Per toglioro ogni dubbio su qiicsta conclusione, bisogna per5 anche dimostrare die 
esistono veramento nella curva normale 21 -|- 6 funzioni fra loro indipendenti dei p-|-5 
coeflicienti disponibili nella Irasformazione. E per analogo inotivo die Riemann alia 
priina aggiuiigo la soconda delle due dimostrazioiii die si leggono nel §12 della sua 
celebre Momoria. Lasciaiido stare questa seconda dimostrazione, contro la quale puo 
muoversi obbiozioiie d’altra natura, dot*, di poggiarsi sul principio di Dirighlbt, sem- 
brerebbe pero meno diiflcilo di poter colinare Tacceiinata lacuna, aiiziclie quella che e 
lasciata dalla conclusione del sig. Cayley. 


Osseroa^loni del prof. Cremona. — Le precedenti considerazioni suggeriscono d inda- 
gare se la curva normale d’ordino p-j-li qoale contiene 4pH-2 costanti arbitrarie, 

OranwHa , tomo III ® 
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possa essere trasfoi'niata (jeomctricamenie (giovandosi di quei p — 3 punti arbitravj) in 
altra analoga die involga soltanto 3^1—3 costanti; come per es. accadrebbe se si 
sapessero scegliere i p~Z pmiti arbitrarj in modo che la cuvva trasforinata (d’ordiiie 

p-j-1) avessep — 3 cuspidi e ^ pimti doppj. Questa curva conterrobbe 

4p-j-2 — (j)— 3)=3p-|“5 costanti avbitrarie, che tosto si ridnrrebbero a 3p — 3 me- 
diante una trasformazione omografica *). 

Assunta una curva norinale d’ordine iH-1. i suoi punti doppj, insienie 

2i 


con p— 3 punti semplici arbitrarj, costituiscono la base di una retc di curve d’ordiiie 
p— 2, la quale, resa projettiva al sistenia delle rette di un altro piano, serve a tras- 
fonnare la curva data in un’altra curva norinale, situata nel miovo piano. I signori 
CLEBScn e Gordan hanno dimostrato (il die del resto si vede subito coH’intuizione 

geoinetiica) che a ciascuno dei punti doppj della nuova curva corrisponde una 

a 

coppia di punti nella curva priinitiva: ossia, in questa vi sono coppie di pnnti, 


determinate dai p — 3 punti arbitrarj, tali chc pei punti di ciascnna coppia passano 
infinite curve della reto. Dunque, ,se i p — 3 punti arbitrarj si suppongono scelti in 

modo che fra le — coppie corrispondenti ve ne siano p — 3 costitnito ciascnna 

da due punti infinitamente vicini, la curva trasforinata avra, fra i suoi punti 

2 

singolari, p—^ punti cli regresso. Trattiamo ora i casi piu semplici, cioe = 5, 6 

1.® CasOt p— 4. La curva normale e di 5.® ordine eel ha 2 punti doppj a, b. Pren- 

dendo in essa un punto qualunque c, le = 2 coppie corrispondenti sono costi^ 


tuite dalle intersezioni della curva colle rette aCj be. Dunque, se daa o da & si concluca 
ima retta che tocclii altrove la curva in un punto m e la seghi in un altro punto 
la rete delle coniche circoscritte al triangolo abn trasformera la curva proposta in 
un’altra dello stesso ordine, dotata di un punto doppio e di un regress o» 


'^) Per GHempio; facendo coiuciderod doi punti doppj o stazioiiarj coi 4 vorfcici a 7 .j=^ 0 , 
a)i=ajg=0, del quaclrangolo fondamoiitalc, die defuiisce il siatoma 

delle coordinate trillneari 

Pel caso eccezioiiale p—1 il niimero dei moduli 6 1. Per P“2, ai hanno 3 moduli, 
cl accordo col iiumero riemanniano. Per io due fonuole di Biidmann o Caylby coincidono 
soinininistrando 6 moduli, Basta una trasformazione omografica per ridurre la curva geiierale 
di 4,® ordine a contenere 6 sole costanti; per esompio, %)-['- (rqicn 5 -t-rt 22 ^| + 
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. 2." Caso, i> — 5. La curva normale e cli 6." ordine ed lia 5 pimti doppj ahcde. 
Fi'oiuleiulo arbUrariainente uii piinto m nella ciirva, la rete delle cubiclie passanti per 

ahcde e toecanti in m la ineclesima curva data determina coppie di piiiiti: 

sia in' una tlelle posizioiii die deve prcnderc m affinche una delle 5 coppie si riduea 
ad nil pinito m" e<l al suo inflnitaTnente vicino; sia poi ftj una delle restanti 4 coppie. 
Allora e manifesto che la veto delle cubiclie passanti per abedefg trasfovmera la 
curva proposLa in un’altva dello stesso ordine, dotata di 3 puiiti doppj e di 2 cuspidi 
(quest! nltiini corrispondenti ad in', in"). 

3.® Qaso, p—Q. In qiiesto caso ci gioveremo di considerazioni aft'atto diverse da 
quelle die precedono. La curva normale b del 7.® ordine, con 0 piinti doppj. I’ren- 
dansi questi come punti fondamentali per la rappresentazione, sul piano, di una super- 
ficio di 4 .® ordine dotata di una retta doppin ■•'•) ; la nostra curva sara allora rimagiue 
di una curva gobba dell’ 8.® ordine, che insieinc con una del 4.® forma 1’ intersezione 
della suporficie anzidetta con iin’altra del 3.® ordine. La curva gobba non ha punti 
inultipli ; eppero, essendo essa del genore 0, il niunero de’ siioi punti doppj apparent! 
7 . 0 

b 6 = ID. No segno ch’ossa ammette 5 rette, ciascuna delle quali incontra 

la curva in 4 punti. h’issiamo una di queste retie, e siano ahed i suoi punti d’in- 
eontro colla curva. 

Ora, la citata rappresentazione della suporficie di 4.® ordine mostra che si pub far 
eorrispondore iirojcttivamonte gli elementi di due sisteini lineari, triplamenti iufiniti: 
runo costituito dalle curve di 4.® ordine cho iiel piano rapprosentativo passano pei i) 
punti fondamentali cd hanno duo rami incrociati in luio di questi; I’altro costituito 
dai piaiii dello spazio, consiilcrati come seganti la curva gobba. Per tal uiodo e attuata 
la trasformazione della curva plana nella curva gobba: e siccoinc questa ha 4 punti 
cibccl poi quali passano iufiniti piaiii, cost quella avrb, 4 punti a'h'cd', pci qnali 
passcril nil fascio di curve di 4.® ordino appartoneuti al priino sistema lineare sopra- 
dolto. Duiique, se trasforineremo la curva data in nn’altra pur piana e dello stesso 
ordine, impiegando la veto dello curve di 4.® ordine che appartongono al sistema li- 
iieare e pnssauo anche pel jninto a', la curva trasformata avra (oltre a 6 punti doppj) 
111 ! pimto triple, corriapondonte ai punti 1/ o' d’ della proposta. 

Oi.EiDSUH, Intorno alia rappresenUtnione di super/leie algd)riche sopra uii piano (Beml. 
Ist, Loiub. 12 nov. 1868, p. 798). 

CAyr.i 3 Y, On skew surfaces, otherwise scrolls (Phil. Trans. 1863, p. 456), Delia teoria 
dollu auperilole di 8.® ordine ai vedo die qxieste 6 rette aniinottono due trasversali rottilinee 
coiuuni. 
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Consideriaino ora come data la cuvva die abbiaino otteimta: curva di 7." ordiiie 
dotata di un puiito triplo e 6 punti doppj. Frendiamo il punto triple e 5 de’ punti 
doppj come pimti foiulamentali per la rappresentazionc, sul piano, di nna siiperflcie 
geiierale del 3.“ ordine la aostra ciirva sara allora rimaftine di una curva gobba 
dell’s." ordine, die iiisieiiie con una retta costitniscc I’iiitersezioiie della superfldo con 
im’altra dello stesso ordine. Le due siiperflcie di 3." ordine si toccano nel punto corri- 
spondeiite al 6." punto doppio della curva piaiia: dunqiie la curva gobba ha uii punto 
doppio. Ponendo I’occliio in questo punto, la sua prospettiva saru mia curva piaiia cii 
6." ordine con 4 punti doppj; dunque possianio concluderc: 

Le curve per le quail e p = 6 possono essere trnsformate in wia curva di C.“ ordine, 
dotata di 4 punti doppj 

Ponendo in questi 4 punti i vertici del quadrangolo fondaineiitalc per le coordinate, 

6 . 9 

I’equazione della curva conterra solamente — 3.4=16 coeffleienti arbitrarj; d’ac- 

A 

cordo colla formola di Ribmann, 


de f/do7)i€irie pure les surfaces da ordre (G, Crcllo-Borchardt, t. 
[Queste Opere, n. 79]^ chap. 8, 

E iiaUirale il aospettare cho coneimili abbassaineull abbiauo hxo{^'o anclio por 
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LETTBRA 

AL DIRETTOEE DEL GIORNALE DI MATEMATICHB. [^*] 


OtornaU di AlaUimUiohGf yolumo VII (OTJ), pp, 51-54. 


Pregiafcissimo Collega, 

Neirultinio fasdcolo del Q-iornah di Ilutematiche da voi divetto [volume VI, p. 361] 
h eonteiiuta una traduzione '“) di un discorso tenuto dal sig. Wilson alia Societti 
Mateinatica di Londra e pubblicato mWEdiwational Times del I." settombre 1868 col 
titolo Euclid ns a text-hook of elementary geometry. La coiiclusione di quel discovso e 
la condanna piu com]) lota degli Elementi di yeomeiria di Euolide, i quali, eon un’auda- 
cia cbe non puo non aver dostato sorpvesa negli stesai ineinbri della dotta Soeieti\, 
80110 dichiarati antiquated, artificial, unscientijic and ill-adupted for a icxt-boolc. II vostro 
traduttore, a cui le eccentricita gooinetriche del aig. Wilson sembrauo andaro a gonio, 
prende le mosse dalle inodesime per aggiungore, in una nota a pi^ della pag. 362, 
alcune parole di biasinio all’indirizzo del Conaiglio Superiorc di pubbliea latnizioiie i 
parole le quali noi, approfittando deiraiionimo da Ini aerbato, non esitianio a dichiarare 
altauiente acouvenienti. In linea di fatto, il Conaiglio Suporiore non ebbe alcunn parte 
nell’avere niiovamente introdotti gli Elementi di Euclide nolle nostro scuole secondarie 
classiclie; fu questa una conseguenza doi prograimni deU’ottobre 1867, formiilati da 
una speciale commissione della quale era membro uno solo dei sottosevitti, e apinuito 
quegli die non siedc nel Conaiglio; inontre Taltro de’ sottoscritti ed il Prof. Betti, 
rappresentanti delle matoinaticho nel Conaiglio medeslmo, vi riniasero estranei. Ma 


•*■) Tradiizion© asaai infolico, anchc a cagioue doi g'ravi sbag’li eho in piu luoghl Bflgm'ano 
il sonso deU’oviginale. Per es. 

I have said there are throe stages in the lo jpcn.w oSservi nel lavorio di clasciuia scieu- 
woi'hs on any soieneo. za tre din'eronli stadli compern'e tin' opera. 

... the ingeiinUy would usurp the place of ... VingenuifA usuvperohho il posto della 
sclentifte precision , , . precisiono seientilica . . . 
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qnesta rettiiicazione del fatto non modifica in alcim niodo la posizione doi duo Con- 
aiglieri I'ispetto al traduttore del discorso Wilsouiano, in quanto ohe essi fecoro assai 
pill die dare un voto favorevole a qnegli Eleineiiti, apponendo il loro nome ad una 
iinova edizione dei medesiini. 

Noi non conosciaino VElementary Geometry del sig. Wilson (la quale naturnliii elite 
egli crede preferibile all’EncLiDE) che por quanto fn scvitto intorno ad essa m\V Athe- 
naeum del 18 Iciglio 1868 ed in qualclie altro periodico inglose. In questi articoli 
critid, scrittorc de’ quail credianio essere un’illiistre professore. autorevolissimo in tale 
materia, sono iiiesse a nudo le inagagne logiclio che viziaiio il trattato del Wilson; 
e noi rileviaiiio cio per concluderne die siaiiio in diritto di dubitare della bonb2, dogli 
argouienti die il Wilson adduce contro il motodo euclideo. Del resto quosti argomeiiti 
non lianno nulla di formidabile n6 di essenzialinonte nuovo: sono i medesiini che anche 
ne’ secoli addietro furoiio riprodotti piu volte da coloro i quail andavano in cerca dolla 
via regia per apprendore gli elementi, e sempro vittoriosaincnte oppugnati dai pin 
insigiii iimteinatici che, conoscendo intimainente i pregi deirantica gcoiiietria, no vole- 
vano mantenuta Integra la purezza. Percio anche a noi non e possibilc di dire cose 
niiove in difesa d’EucunE; e stimeremino anzl superflua ogiii polemica, se non vedes- 
siino, qua in Italia, farsi tentativi per iscreditare il provvediinonto, a parer nostro 
eccellente, col quale il governo voile introdotto il inctodo euclideo no’ ginnasi e licci 
del Regno. 

Si afferina in priino hiogo che Euclide, rigettando le costrimoni i;yokticlie, si c 
iniposta una restrizionc die non solo non h nocessaria no utile, ma iiiii aiicora c assiirda 
e daiiiiosa: e che tolta qiiesta restrizione, si renderebbe possibilo la classificazioiie 
delle proposizioni geoinetriche: and classification,,, is the very essence of science, A do 
basta opporre le parole di Montucla (Histoire des MatJdmutignes, Paris 1758, toin. I, 
part. 1, liv. 4), e quelle del Prof. Baltzer (Vic Gleichhcit und AeJinlichheit der Eigiiren, 
Dresden 1852, p. 5“7), il quale a questo proposito ricorda anche cib die aveva scvitto 
(System, Entio. pref. p. V) il soinmo Steiner ■•'). D'accordo con questi illustri pcnsatori, 
noi crediaino che I’eccellenza logiea di Eocude stia appunto in qiieirordinameiito che 
si vuol criticare; e che la pretesa di classificarc i leoremi della geoinetria come gli 
iiisetti 0 le conchiglie in nn iniiseo e, a dir poco, non degna dolla gravita dolla scionza. 

Pui si asserisce che in Euclide la teoria delle parallele c faulty, e die Vassioma 
euclideo siille parallele si puo dedurre come conseguenza dalla nozione di direjvione 
e dalla definizione delle parallele come reite che lianno la stcssa diresione, Ecco, il sig. 


■') Ci6 che impoi'ta kdm Organismus aufmdeckcn, durch ivclchen die verschiedenarliffsteu 
Srsehetmmyeji in der Jtaumwelt mil einander verbunden sind. 
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WiiiSON colla magica parola (Uresione ha Ksciolto la grande diffleolta, che toniiento pev 
piu secoli i cervelli dci commentatori d’EucLiuE, ed intorno alia quale si affatico pev 
tanti anui anche Legendre. La quistione e ora verainente risolula, ina in tutt’altro 
sense, per opera di G-adss, di LoBATSCUEWSKr e di Bodyai: i professor! Baetzer o 
HoUei. hainio cliiainato la pubhlica attenzione su quella soluzione ch’era passata iiiav- 
vertita; ed aiiclio 11 sig. II. IL, tradnttore del discorso wllsoniano, dovrebbe avere letta 
I’ingegnosa nieraoria del prof. Beetuajii, stainpata uel penultiino fascicolo dello stesso 
Qiornalc di Napoli, iiella quale si lolgoiio tutte le oscurita deirargomeiito e si pone 
in plena luce I’essenza della geometria euclidea c della geoinetria non-euclidea. Per 
tal mode o reso cliiaro che la teoria dtdle parallele, nella geometria reale, non puo 
essere foudata seuza un assioina sporiincutale (qucllo d’EucLiDE o altro eqnipollonte), 
e si tratti ad aiumirare la potenza logica del geoinotra antico che vide cost uotta- 
jnentc ci6 che era nece.ssario o sufilcieuto ad assuinersi dall’esperienza e do che si 
poteva dedurrc col ragioiiamento astvatto. i? questa un’importante quistione di logica 
che importa non sia mascherata da uua falsa teoria dolle parallele, come quella die 
il Wilson propone di sostituire al metodo euclideo. 

II sig. Wilson afferma che Euclide h nmiKjijest'u'e. Cio si capisce nelle scuolo ingleai 
ialmeno in quelle cui allude il critico), dove si studiaiio i libri degli Elamsnti, parola 
per parola, matcrialinente a momorin: dove c’h qualcho professore capace di far stu- 
diare un tal libro prima di quello che dovrebbe precedere. Ma da noi non si fa coal, 
grazie a Dio: uessuno de’ nostri professor! si sognerebbe tnai d’impono a s6 e agli 
scolari una fatica cosi enormo o cost asaurda. Nelle nostro scuolo secoiulnrie, un testo 
non mai altro che una guida pel maestro e pci discenti: il govorno vuolo, e noi ne 
lo lodiamo, che s’insegnL geometria secondo Euclide, non gia che si reciti 1’Euolide 
come nna sacra bibbia ■*•). 

Anche altri degli appimti mossi dal Wir.soN coiitro rEuoLiDE come libro di testo 
cadono nel vuoto so si bada alia diversa condiziono dolle scuolc inglesi paragonate colle 
nostre. Noi abbiamo le scnole e gli istituti tecnici dove non o proscritto rEnoniDE, 
come non v’e obbligatovio il latino, ne il grecAi: tali scuole in Inghilterra non esistouo. 
Le scuole inglesi sono tutte classiche e tutti devono passare per esse: invece i nostri 
giiinasi e licei sono destinati a dare una coltura elovata, eccezioiialo. In essi non si 


') L'ospei’ienza ha gii proiiiinciato a favorc dolla nostra tesi. BcnchC sia quosto .soltanto il 
2.* anno da ctio fe adottato I’EuCLiDia uoinu testo, pure nolle scuolo dove il professore si 6 ap- 
plicato con amoro e zelo a insogiiaido, si sono gift veduti biioni fnitll; e potremmo, fra gll 
altri, citare un liceo dove, prima cho spirasse un anno d' istruzione, gift gli scolari si erano 
fatti aliili a sciogliero da sft inoltissimi degli esorcizi proposti uoU’lSuolidB del Colhnso. 
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inira a insegnare il disegno geomotrico, ne impovta che i giovani vi appreiulano la 
tale 0 tal’altfa proposizione, ne che stiuliino molte cose in poco tempo. Importa invece 
che apprendano a ragionare, a dimostrare, a dedurre: non giovano dunque i mezzi 
celeii, n6 i libri ove la geometria 6 mescolata coiraritmetica o coU’algebra: rEncLiDE 
e verainente il testo cho meglio serve a qiiesti fini. 

Presso iioi, I’introduzione deirEucuDB nelle scuole ba rose un altro grandissimo 
servigio : qnello di sbandire innuinerevoli libercoli, compilati per pura speculazione, che 
infostavano appunto qnelle scuole dove 5 maggiore pei libri di testo il bisogno del 
rigoro scientifico e della bonta del metodo. Sgraziatamente in Italia i libri cattivi sono 
quclli che si vendono a miglior mercato, eppero hanno fortuna. 

Perb la nostra ortoclossia geometrica non e cosi escliisiva ed intolleranto come pave 
essere quella contro ciii si levano i novatori inglesi. Noi concediamo sonza fatica cho 
git Elcnienti hanno dei difetti, cho in varii punti b desidcrabile che siano emendati 
e sempliflcati: impresa perb oltremodo ardiia a compiersi. D’accordo col nostro cavis- 
sinio amico, il prof. Hikst, secondo qnello cho ci diceva Pultima voHa che fii a Milano, 
accettereinmo un Euclid revised purchb non sia un Euclid disfif/uml: piirchii si faccia 
della geometria vera, non gib, deiraritmetica. Orediamo aiiche che a raggiiingerc il 
fine di nna buona educazione logico-geometrica potrebbero bastare i primi sei libri: 
lasciando cho la geometria solida venga insegiiata con metodi pifi moderni. Ma a coloro 
ciii sta a ciiore il bene della gioventu volgiamo calda preghiera die si lasci fare alio 
nostre scuole I’esperimento dei nuovi programmi. Gift troppo ci hanno nociuto le fve- 
qiienti e siibitanee mntazioni: cio che ci manca b appunto la tcnacita inglese. 

Gradito, egregio collega, i sensi della nostra stima ed amicizia. 

Milano, 2*1 febbraio 1869, 


F. Bnioscm. 
L. Cremona. 



83. 

SUGLI INTEGRALI A DIFB'ERENZIALE AUiEl'.RlCo j‘'| 


j]femorte delPAccademm deUe Sciense deW Istituti} (U Itolnifnn, hf no H \ 


Scopo di qiiesta Meraoria ^ di prescntave sotto foviiia pm ir.-oiitftiuM It- unfMi'' 
trattate in alciiiii paragraii deirinsigiie. opera Theoriv dn AhU'-h)- I-'nit/ii'.i -n d' l • i- 
gnori Cr.EBScn e Gordas: e cioe la rkluzione degli intotiiali av.-iiM mi 
algebrico alle forme tipielie tlelle cosi (lotto (re fpirie, »>d il ttMir.-iii;i iiliilim." -imli 
integrali di BA specie. 


Rirtnzioue degU intogmlt aludinni ulle in* ^5l('^•i<^ 

1. La forma pin gonerale di un iniegride nhih<ut» (intogr.de a ditl'-i' ii/ml'- 
brico) 6 

(1) V=-^/ 

dove 'E indica inia fimzione imionale delle vanabili legate fia Imo d.ill hhm^i hi 
algebrica iriediicibile 

(2) /■(s.^)=0, 

MDincseiitanlo <.n>v cn v. pima d'oriinf « riic si sapl«>sa' •'■ H" “‘I'' 
orditiariB, cio6 (li punti <loppl e (U pimll stazioiiari 

Ti'.sfom.o lMntegi'ale(l)renclen,l(, onic«ei.ca I ninaziaoc IJl mi... I.. 

lineare 


p,a;3=a3 + ‘■s*’ 


donde si cava 


1) So la /"(s, «)=0 non lappresenta mm eiirv 
sterna di tutte le aoluzioni di qnella eqiiazione. 


nn-va real(>, col .miuedi ci-c > lumuden-i..- li 
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S .'^±aJhCi~ (A >J + «! &2R3 . 

(4) 5.S±«i&2Cs— [J.S + <!iaj»3, 

S + «, &2C3 = p- S + 61 GsXa . 

Differenziaiido le (3) si ha 

Xxd}^.-\-\i.dXi~hids-\-Gi ds, 

Xid}^.-\-^dXi=hid0-\-CidS’: 

iCa d [A -f |A dXa — &,i ds!-\-Cads, 


e quindi 


[A . i; + <?i XidXi=^ CiXa ; 


ed eliminando p. fra questa equazione e la terza delle (4), 


de-- 




(>Ii±hiC2a?s)* 


Sostitiiciido in ^ 1 ’ per s, g i valori dati dalle ( 4 ) (fra le quali sia elimiiiata la p.), ai otlcrra 


•r(s, -?)=«!>. (i:±&.C2a;3)-’", 

dove m e il grado di e ‘I> e una funzione razionale omogenea dello a'ia 2 .t’.i del gnulo 
m. Percio I’integrale (2) divieno 

V = ^ + ffli 6 s C 3 J’ <1> . (S + &i Cs iTs)”’*’''®. S ± a ?2 ri! % • 

Se si rappresenta con 

(5) /•(«“) -0 

I’equazione, resa omogenea nelle *, della curva (2), e coti 

/■(oa;’‘-') = 0 

I’ciHiazione della prima polare del pimto c (ciofe del punto di cordinate c, CiCj) rispoito 
alia delta curva, si puo anclie scrivcre 

(6) v= > 

iiulicanflosi per brevita con Q la fimzione 


± ai & 2 C 3 . . (S ± i, CzXs) , 

die e razionale ed omogenea nelle a;, del grado Si ha oosi 

il teorema *)•: 


Cfr. Aronuold U(tbe}*elnt neite, Behandlmiysweise dev Xniegralc irmUonaler Diffcrcnliale 
ecc. (G. Creile-Bor chard t t, 61 p. 99). 
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11 2nii ffmerale inlcgnih aheliano, le imizionulita del cid differensiale siano definite 
dalla curva (5) d’ordine n, pub essere posto sotto la forma (6), ove Q sia una fimshnc 
nmonale omogenea nolle m, del grade n — 3. 

S’inteiulc sorapre che I’integrale c fondotto da Jin pnnto della ciirva (5) ad im altro 
piiiito della incdcsiiua, in modo che durante 11 corso dell’integrazione le vnriabili x 
soddisfacciano incessantemcntc aU’equaziono (5), 

2. Le costanti c, che si possono riguardarc come coordinate di uiipunto tisso, non 
haiino alcima influenza sul valore doll’ integrate (G). Infatti, sup))osto sempre che le 
X soddisfacciano alia (5), si hanno le idontita 


dondo 


d, 

ilx, -I- (te, + ^ <!»,— 0 , 

dx, ' S.i'j ' 


x^dx^ x^dxi x^dx^ Xjdx2'~~X‘^dXi 

■■'a/ ■ df 'df ’ 

2xi dxs dXi 

eppero la frazioiie 

1^±CiT^dX., 

IWY 

e indipendento dalle c. 

Dunque il valore dcll’intcgrale (G) non cainl)ia ■’') col inutavsi della posizione del 
punto c. Ne segue che si potra disi)orre di questo punto in mo<lo che 1’ integrale assunia 
diverse forme. 

3. Sc si fcrasforma collinearinente (oinograflcainente) il piano delle .r;, ciod so si fa 
la sostituziono 

a,', .r'j-j- 7(3, .Vj 1 ft o. 

I I ()•==], 3, a) 

0, =/^ii c 1 C 2 “I' 


la funzione Q si mutera in una funzione Q' dollo stesso grado nolle ;c'; eosi pure la 
f in una funzione analoga f, e la /’(ex’"’) in f e il detemiuanto S + 

risiiltera egiiale al prod otto 


■) fa antrazione, bon iiiLcso, da una costante addUiva, che piio oSHcre puodotta da uua 
mut azi one del cam Wirt 0 (V inief/m^ione, Vog'^asi Casuuati, Nelaziom fondame^iiftUim i moduli 
di peiHodiciid dc(/li intc(/mU abeliani di pi'lma lipeck, (Aimali di Mateinatica, aeide 2, t. 
pag', 7 e seg,) 
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Si/ijj/i22/(33 • Sic 3 • 


Dunque, posto 




■f 


Q'.Sic',fl:W«3. 


Sara 

V=Si7iii7«2i^. V . 


Quando giovi d’avere I'integrale (fi) espresso colle coordinate cartesirtiio, bastcva 
porre a;i=I, iPj— *3— s, essendo 

Tequazione della ciirva fondamentale. Se inoltre si fa Ci = C2“0. I’integralo (6) divioiie 


(7) 


V-/^. 

ds 


4. Nell’integrale (6) sia 


( 8 ) 


Q 


N(a;>»+-3) 


ovc M, N esprimoiio fmizioni iniere omogenee nelle ic, risp, doi grarii m, m-\~u — II. 

Le curve f— 0 , 11=0 si segano in mn punti, i qiiali, uniti al piuito fisso c, daiino 
iin luogo geometrico composto di mn rette. L’equazione X(iB""*)=0 di quosto tnogo si 
ottiene ehminando le x fra le equazioni delle due curve e quolla di una relfca arbitravia 


a,.r, + o'2a;2 + 0(3!?%= 0, 

e sostitiiendo poscia nell’ equazione risultante, in luogo dclle a, , a2, «*, i binoiiii 

CiXz—CiXi, CiXi —c^x^, CiX2 — C2a;i. 

I luoglii geoinetrici X=0, f~ 0 , avendo gia in coimine mn punti situati nella curva 
1[=0 d’ordhie «i, si segheranno *) in altri mn(n — 1) punti, situati in una curva ]1~() 
d’ordine «(»— 1), Questi punti, perchl coinuni a duo curve /’=(), B==0, i cui ortUiii 
rispettivi sono « ed «t{»— !)>.» (supposto m^l), saranno pur situati in infinite altro 
curve d’ordine m(ii — i). Infatti, se K=:0 e una curva arbitraria d’ordine mn — m—n , 
qualsivoglia curva del fascio 

B4-XK/’=o 

passeru pei punti de’ quali si tratta. La curva K=(), essendo arbitraria, pu6 soddisfaro 
Infrod. ad umt teoria geom. delle eurce plane [Queslo Opere, 11 . 29 (t.” !.»)], 44. 
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— m — w) (»«n — HI — )i-l~3) condizioni; e siccoine, (lopo aver deterniinata K, 

possiaiiio ancora scogliere una curva del fascio in mode da soddisfare ad una iiuova 
coiulizionc, cosi la eiirva B=0 potrii soddisfare ad 

I {mn — — h -|- 3) -f 1 = i (hi— 1) (n— 1) ((ni — 1) (»— 1) + 1] 

condizioni; p. e. si piio csigere die essa abbia (wi — 1)(h — 1) rami incrociati nel punto 
c. Siippori’oino chc B sia appnnto dctenninata in questo modo. 

Similnieute, i luoghi X— 0, M=0, avendo mn punti comuni situati in una curva 
/’==0 d’ordine n, si soghoranno in altri mn{m — 1) punti, comuni ad infinite curve 
d’ordine n{m — 1), una dollc quali, A=0, aviA (w — l)(ji — 1) rami incrociati in c. 
So orn si considerano i duo luoglii d’ovdine mn 

X=0, BM=0, 

poichb dollo iiitersezioni di X=0 con B=0 vone sono H«H(m~l) (h— 1) coincidenti 
in c, montre le altro sono in /"—O; e delle intcrsezioni di X=0 con M=0 ve ne 
son .0 mn in f~0 e lo altre nin{m — 1) in A==0; cosl tutte le intersezioni dei due 
luoghi predetti sono comuni al luogo A/‘=0, die 6 pure d’ordino mn. I tre luoghi 
appartengono dunque ad uno stesso fascio, cioe si pu6 porre 

# 

No soguo die pei punti della curva f=0 b X=BM, eppero invece della (8) si puo 
seriYore 



cio6 si puo supporro die il donoininatore di Q rappresenti il sistema di mn rette con- 
oorronti nel punto c, lueiitrc il numeratore ^ costituito da due curve, I’uiia d’ordine 
nt-j~n — 3, I’altra d’ordine m{n — 1) ed avente in e un punto {m l)(n l)-plo. 

6. Sia ora 0=0 una curva arhitraria d’ordine mn 3 con {m l) (» 1) rami 

incrociati in c; o si consider! il fascio 

NB+XOf^O 

di curve d’ordine “3* Determinando le costanti arbitrarie di 0 e scegliendo 

una curva del fascio, si potiA soddisfare a 

^mn{mn — 3) — ^(«t — 1)(« — '!) 

= i («t«— 2) («m— 1) — J (w— 1) (»“ 1)( 1 ) («— 1 ) + 1 ) 
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coiidizioiii ; p. e. scelgasi ijiiella ciii'va die Im in c iin piinto {mn — ^)-i)!() e sia essa 

NB-hC/’=0. 

Iiidico coil D==^0 Tequazionc delle mn — 2 taiifiouti a questa curva in c; c eon 
ciue f{cr"~')=-0, la prinia polare del punto c rispetto alia cumdondanieiitalc (5^. Sia poi 

NB + C/'— DP=0 

la ciii'va del fas do 


NB + C/’+XDP=0 
per la quale c c iiu punto innltiplo seconclo mn — 1. 

Allora, considerando solaniente puiiti della curva (5j, cioe aviito riguardo alia idon- 
tita /"—O, la (9) si potni sci’ivere 


^_NB+-0/--DP , D„ 
^ . Z ' X ’ 

e riiitegrale (C) si clecoiiipoiTa in due parti 

V=V>+V', 

(iO) 


(U) 



La prinia parte e P integrate di uiia fiinzione razionale, percliii D od X rapproaoutniio 
guippi di rette iiscenti da uiio stesso punto c, cost che portaiido questo piiiiLo alPinfi- 
nito, cioc facendo .«'i=l,.V3==^,.i;j=s,Ci'=Cj=0, si ricadrit nclla solita notazioiie dclte 
funzioni diina variabile Diinqiie V| sard, espriinibile per mezzo di logaritmi o di 
funzioiii laziouah fratte, senza parte razionale intera, percli^ D e di grade iniuoro di X. 

6. Posto 


NB + C/’--DP=L, 

si consideri il fascio 

XH + XL==:0 

diciiive d online wh-J-jj 3, aventi nin — -1 rami iiierociati in c: dove H==0 rappio- 
senta uiia cuiva aibitniria d ordiiie n — 3. Determiuando H e scegliendo uiia curvn 

del fasdo. si possono SGddiafarei(«-3)«-f l=,i («-i)(„-2) condizioni arbitrario; 

cosl saii possibile di deteriuinare iiiia curva R=o del fascio. la quale pass! poi 

2) pimti ... fissati a piacimento. Sia adunque 

L=:XH+II, 
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onde I’iutegralo (11) si sjiezzii di nuovo in due parti: 

V'=VH-V', 


( 12 ) 

(13) 



/'(c*’*"') 


■R.S + Ci^acJa’a 

X. /■((:*'-*) 


7. Ora Bupponiarao in prime luogo che gli nn fattori linear! a*'*, o'**, di 
X (dove si pone per l)rovita a''’=a',’'*.Ci-l-a' 2 ’*a;j |- a},’’’.'ra) siano tutti differenti. Allora 
nll’oqnnziono R— 0, che rappresouta una ciirva d’ordine mn-^-n — 3 avente mn—\ 
rami in c o paasanto pei puuti h, h-i,... si potra dare la forma 


(U) i:x.,n..=o 

(?•=!,' 2 «w) 

ovc n,, sia il prodotto di mn fattori, mn — 1 dc’ qnali siano i fattori linear! di X 
cccottnato o''*, mentre I’altro fattore 6,. sin del grado n — 2 e rappresenti la curva 

(Vordine n — 2 che passa per gliT(« — !)(« — 2) punti h e per gli «— 2 punti d’inter- 

sezione della curva R=0 colla rotta a'’*=0 (oinesso il punto multiple c). L’equazione 
(14) rapproseuta infatti una curva d’ordiiie mn-i-n—^ che passa mn — l volte per c 
o<l inoltre contiene i punti h e lo nin(}i - 2) intersezioni semplici do’ luoghi R=0 ed 
X — 0: la quale curva puo ancora soddisfaro ad mn — 1 nuoVe condizioni, a cagione 
del coellleionti indoterminati X. Ma il numero mn — 1 & appunto uguale a 


^ {mn -j- » — 3) {m «-[-«) — - (»» n — 1 ) mn — ^ (n — 2 ) (« — 1) — mn{n—2) 

cio6 al muuoro delle condizioni che, insieme col punto niultiplo c e cogli 2 («— 1) 

(>j— 2)'-\-mn{n — 2) punti semplici, determinano la cnrvaR=0; dunque la curva (14) 
puo essore detorininata in mode ch’essa coincida colla curva R=0. Il coefficiente X,. si 
detorinina ponemlo iieiruguaglianza R=SX, fl,., in luogho delle x qualsivogliano, le 
coordinate del punto coinnne alio curve /’==0, M=0 ed alia retta o'’'=0, 

Per tal modo ^ risulta uguale alia soinina di mn frazioni, una quahmque delle quali 

A. 

lia la forma , ovo Gr— 0 fc una curva iVordine n — 2 ed q ima retta pei 

a{x) 

c, Dunque Vintegrale (13) la somma di integrali della forma 
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Q{x"~^).'^±CyX^djr, 

8. I^isso al caso in ciii X abbia iin fattoro a multiplo secondo [j., ed mn — \i fallori 
seiiipliei. Allom si potra porre 

R— n -)- ii X, n , 

(>’=1, 2 )»»?— p.), 

dove n sia ii prodotto di tiitti i fattori lincari seniplici di X e di un fattore F rappi’e- 
sentaiite una cuiva d’ordine » + [<- — 3, passante p- — 1 volte per c ed iiioltre per tiitti 
i punti 6 ed avente un contatto d’ordine (a — 1 in ciascuna dellen — 2 iiitei'sezioiu di 
R=:0 colla retta a=0: la qiial ciu’va pu6 per conseguenza soddisfare ancora a 

i (n + p- — 3 ) (« + p.) - i (p.— 1 ) p. — I (m — 1 ) (w ~ 2) — |A (« — 2) 


==p.--l condizioni. Poi, Tl,. sia an prodotto conteneute p. fattori uguali ad a, altri 
mn — p — 1 fattori lineari, eioe tutti i fattori seinplici di X eccettiiato cd iiioltrc 
un fattore G, rappresentante iina curva d’ordine n — 2 passante pei piinti h o per lo 
n — 2 intersezioiii della curva R==0 colla retta «•’’>— o. Disponendo dei coelflcienti X 
e di qiielli riinasti iiuleterininati in F, si potra far coincidere la curva rf-|-SX,.ll,. «=() 

colla R=0, eppero, risnltaudo — ugiiale aU’aggregato di p. frazioni della form a 

G, F 

di una della foiuna — , dove G,. = 0, F=0 sono curve risp. degli ordini 

«— 2,)^-j-p — 3, ed o<’>=0, a— 0 sono rette, I’integrale (13) si decoinporrit in mii- — p. 
integral! delln forma (15) e nell’integrale 


f F • 

J (via:,+ffj»2+(y3!Us)?‘ . /’(c®'-') ' 

Ora in infinite ninniere si pub espriinore F come somina di termini do’ qnali 
Tr-esiino sia tl prodotto della potenza per la potenza p''”'’ di un’altra espressione 
lineare (dove supporro die p = 0 sia nun retta passante per c) o iier 

un fattore 6 rappresentante una curva d’ordine « — 2; dunque I’integrale precedcntci 
si spezzera in p. integfali die si ottengono dal seguente 


(16) 


^ i (aia;i'}-a3a;3+a3a;3)’' 




facendovi v— i, 2, p.. 



SUOLI INTEGBALI A DIFPERENZIALE ABOEBBICO. 


145 


Di quest! integral! il prime c della forma (15); e gli altr! si ricavano dalla stessa 
forma (15) median to dorivazioni rispotto a parametri costanti. Infatti I’integrale (16), 
astrazioii fatta da un cofficiente numerico, si ottiene operando v — 1 volte sull’integrale 
(15) col simbolo d’operazione 


(17) 






A, 

90(3 


9. Da cio die precede si pub ormai coiicliulere die itiUi gli integrali il cut diffe- 
rensialc sia algehrioo e contenga soUanto irranioHalitd Aconite daWeguazione (o), sono 
riducibili ad aggregati di integrali delle forme (10), (12), (15), (16), Quelli della forma 
(10) si caprimono per mezzo di frazioui razionali e di logaritmi. Per un integrale della 
forma (12) si dimostra *) die osso diviene logaritmicamente infinito in ogni punto dop- 
pio e algebricamcnte infinito (del prime ordine) in ogni punto di regresso della curva 
/■^O pel quale non passi la curva 11=0, inontro resta finite in qualsivoglia altro 
punto; donde soguo die se D=0 b una curva d’ordine n — 3 passante per tidii i punti 
doppi 0 stazionari di f~0, P integrale 



"~°).S+Cia;3da!3 

f{ox''~') 


si conserva finite dapperlutto. Siipposto die f=0 abbia d punti doppi ed r regressi, 
c indicate con 

p=l{n—l){n—2)—d—r 

il genere **) della curva fondameutale, la curva piio ancori\ soddisfare ^i~{n — 3)??^ 

— d — r condizioni; duiuj[uo ogni curva d^oi’dine 7i — 3 passante pei punti singolari 
della f—0 6 esprhnibilo linearmente per mezzo di p speciali curve 0=0, fra loro indi- 
pendenti. Gli integrali clio si conservano finiti dappertutto diconsi di prima specie: vi 
sono adimque p integrali indipendenii di 1**^ speeiey definiii da una curva di genere p. 

10. Analogamente si dimostra ■* *'*') che un integrale della forma (15) diviene logn- 
ritmicameiite infinito in ogni punto doppio della curva f—0 ed in ogni punto comune a 
cjiiesta ed alia retta a=0, ed algebricamente infinito in ogni punto di rogresso della 
curva inedesima, pel quale non passi la curva G=0. Percio, se qiiesta curva, die h 
d'ordiiie n — 2, si dotormiui in modo die passi per tutti i punti singolari della curva 


Olebsou 0 Qordan, Theovie dev Abelsolien V^anciionen^ pag, 10 o seg, 

+♦) PreUminari di una teoria geomeirica delle auperficie [Queste Opero ii. 70 54, 

Olbdsoh e Gordan, 1. c., p. 17. 


Oremonttf totno III 


10 



146 


STIGU INTEGRAIil A D11''KERENZIA1,H Ali(!KHIll()0. 


fondamentale e per n — 2 intcrsezioni di qiiestn cnUa roLta a I’intogralo (16) sarA 
logaritmicaniente infinite in quoi due puiiti coiniini ulle lined /’— .(), '■/ -0 pei (piali 
non passa la G=0, ma si conservera finite in ((iialsivof'liu altro pnuio. 

Se la retta « = 0 passa per im pimto doppio dl /'=--(), o si dotonuini la (1 come 
or ora si e detto, cioe in mode die passi per tutti i punti siuKolari di /'>—() ed iuoltre 

perle rimaneiiti intorsezioni delle lineo f=0, w-— 0, sicconio la tnirva G- •() avrolibe 
in qiiesto caso !+(« — 2) punti comuni colla retta «•--(), cosi essa si decoiuporra in 
quests retta ed in una curva H=0 d’ordino n — 3, passaiito per tutti i punti singe lari 
di /'=0, eceettuato quello pel qnnlo passa la retta a^O. Dunquo in (piesto case I’in- 
tegralo (15) si viduce ad aveve la forma (12) o divieno logaritinicamento infinilo in 
un punto doppio di f— 0, mentre 5 finite in qualunquo altro [nmto. 

Tali integral! die sono fiiiiti dovunque nd eccezione di duo punti ordiniiri o di uii 

punto doppio, dove riescono logaritmicaniente iufiiiiti, dicoiisi Inlut/rali di speda. 

11. Se la retta a=0 passasse, non gift per im punto doppio, mu per nil pmito 
stazionario della curva fondamontalo, o del resto si deteriuinasso la curva coino 
si fatto dianzi, I’intograle (16) ricadreblio ancoru nclla forma (12), ma sarobho alge- 
bricamente infinite (del priino ordiiie) in quol punto, e finito in (lualunquo altro punto. 

Cosi pure, se la retta o=0 6 tangento alia curva fondamontalo in un punto, oppori) 
segante in n— 2 punti, facendo passare la curva G=() per quosti n--‘2 punti o per 
tutti i punti singolari dolla f—0, Tintegralc (16) sani algobvicamonto iufinito (del 
priiiio ordine) nel punto di contatto della f~0 colla retta a^ssO, o iiivoce finito in 
qualiinque altro punto, 

Siffatti integrall, die sono finiti dovunque ad eccoziono di mi punto ordiiiario o di 
regresso per la curva fondamentale, nel quale divengono ulgobrlcamciilo iufiiiiti (del 
primo ordine), diconsi iniegrali di H}' specie, 

12. Se H==0 A una curva arbitrariamente data (rordino n — 3, sicconio ossa contieno 


(» — l)(w — 2) 
2 


=:pH-d-i-r costanti 


oinogenee, cosi si potrti porro 


H— SX,H, (i=l, 2 j)~\.d,-\-r) 


eve le H.=0 siano curve speciali, fra loro indipendenti, dollo stosso ordine «— 3. 
Dome tali possiamo prendere p curve passaiiti per tutt’ i d-\-r punti singolari o d-\ r 
litre curve le quali passino pei medesimi punti singolari eccettiiando rlsp. il primo, 
I secondo,..., I’ultimo. Indicando I’aggregato dei priini torniini con G, surii W—O 
ima curva passante per tutt’ i punti singolari o 

n=0+SXJI, (i=l, 2,...,d+r). 
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T)i queati integmli il primo e della forma (16); e gli caltri si ricavano dalla stessa 
forma (16) mcrtiantc dorivazioiii rispetto a parametri costanti. Infatti I’integrale (IG), 
astrazioii fatta da un cofficieiite numerico, si ottiene operando v— 1 volte suH’integrale 
(16) col simbolo d’operazione 


(17) 




9c'2 



t). Da cio che precede si puo ormai concliulere die tiiUi gli integrali il cut diffe- 
rentiate sia algehrico e cantenga soltanto irrasionalitd definite dalV equasiont (5), sono 
riilucibiU acl aggreguii di integrali dello forme (10), (12), (15), (16). Quelli della forma 
(10) si cspvimono per mezzo di frazioni razionali e di logaritmi. Per un iiitegrale della 
forma (12) si diinostra *) die esso diviene logaritraicamentc infinite in ogni punto dop- 
pio 0 algobricamonte inflnito (del prime ordine) in ogni punto di regresso della curva 
f =0 pel qualo non passi la curva II— 0, inentro resta finite in qualsivoglia altro 
punto; donclo segno die so 0=0 & una curva d’ordine w— 3 passante per tutti i punti 
doppi o stazionari di f=0, I’integrale 



/■(c!B"-‘) 


si conserva finito dappertntto. Supposto die f=0 abbia d punti doppi ed r regressi, 
e indiento con 

2 )==i(»— 1) (w — 2 ) — — r 

il genere della curva fondamentale, la curva pub ancon\ soddisfare 

— d — r condizioiii; dunquo ogni curva d’ordine n— 3 passante pei punti singolari 
dolUi /‘~0 6 esprimibile linearmente per mezzo di p speciali curve 0=0, fra loro indi- 
pondenti. Oli integrali cho si conservano finiti dappertutto diconsi di prinia specie: vi 
sono adunque p integrali indipendenti di 1,^ speciej definiti da una carca di genere p, 
10* Analogamoiite si dimostra che un integrale della forma (15) diviene loga- 
vLtmicamonte inflnito in ogni punto doppio della curva f=^0 ed in ogni punto comiine a 
questa ed alia relta ^^=0, ed algebricamente inflnito in ogni punto di regresso della 
curva meclesima, pel quale non passi la curva Percib, se questa curva, die e 

croi’diiie n — 2, si determini in mode che passi per tiitti i punti singolari della cui^a 


Cx^MDSoti e OoKDAN, Theorie dcr Ahelsclien F-mioiionen^ pag. 10 o seg. 

Preiiminari di una teoria geometTica dell^ super jhie [Queste Opevo u. 70 (t. 2. )], 54. 
CtiiansoH e Gordam^ 1. c., 17. 


Ch*cmm<i, torao III 


10 
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c«'/W fondmientale ed in m ininti ordinari, comuni alia curva medesima e ad una reifa 
«=:0, e esprimibile linearmente per meemo di integrali di 1,“ specie, di S integrali di .7." 
e 2.“ specie, ciascuno de' quail ski infinite in itno solo di qiiei S punti singolari, e i/i 
ni — 1 integmli di 5." specie ciascuno dci quali sia infinito in nno di qiiegli m punti 
ed in nn aliro dei medesimi, fissaio ad arhitrio. 

14. L’iiitegrale (6, 8) diverra logaritmicamente infinito in quei punti doppi deilft 
eiii'va f—d ed in quei punti coinuni alle curve f—0, M— 0 pei quali non passa la 
ciu'va N=0; e diverra algebricamente infinito (del primo ordine) in quei punti stazio- 
nari della f~0 ed in quei punti di seniplice contatto fra le curve /’==0, M=0 poi 
quali non passa la medesima N — 0. Questa considerazione suggerisce immediatamente 
il mezzo di forniare integrali i quali divengano logaritmicamente o algebricamentij 
infiiiiti in punti dati della curva fondamentale. Vedianio in particolare, come si eoiu- 
pongono integrali di b.® o di 2.® specie, i cui punti d’infinito siano dati. 

Formnzioue dogli integrali di 3.® o di 3.® specie. 

15. Siano 5, 'q, C, 0 quattro punti della curva fondamentale; ed N=0 una eurvii 
d’ordine » — 1, passante pei punti doppi e stazionari di f=0, non die per le interse- 
zioni di questa curva colle rette iH, 'fjO, eceettuati pero i punti vj, Posto a‘~C-j-XC, 
abbiasi: 

N(S H-XC) =N, +XN*+ . . . +X'‘-‘N„ , 

/•(S+XC)=Fo + Xl.\ + .,.-j-X« F.,. 

Ma Ffl— f(‘’‘)==0, F„=f(C'‘)— 0; dimque, alBnch^ la retta 4C incontri le due curve 

N=0, /■=sO negli stessi w — 1 punti (escluso 4), dovril essere 

(19) N.=7iFi, N,=;iF, N,._i=/iF,._, N,.=0, 

eppei'6, per qualunqtie valore di X, 

(20) XN(4+XC)=7j/’(4+>‘C). 

Analogaraente, posto a;='q-}-p,0, abbiasi: 

N(T(J+P'6) = «I+P'«2'f , 

e siccoine /’o=/‘('i)’*)=0, 0, cosi dovra essere 


Fraqiieati iiiterverrebbcro an die integrali di specie se la rofcta avosse punti cli 
contatto colla curva fondameiitalo. 
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^2l) /ii— 1 ) ® 

donde, per [j. qualunqne, 

(20) ' l^N (t) + (j.O)=/c)r(Y) f (j,0) . 

Le 2n equazioni (19), (21), lineari nei coeflicioiiti di N, sono cquivalenti a sole 
2w— 1. Infatti, siano Xo, [a# i valori di X, pei quali le $+XC, vj-l-ii-Q dlventano le 
coordinate di un medesimo punto, cio6 del puiito coraune alio rotte fC, t/ 0; allova 
I’equazione (20), clie 6 uua coinbinazionc lineare delle (19), e Tequazione (20)', che e 
riiia coinbinazionc lineare delle (21), postovi X=Xo, {A=t^, coincideranuo in una sola 
e inedesiina eqnazione (anpposto die per h, If. si pongano gli opportimi valori, che ora 
detormineremo). Ncl caso die i iiunti 1-, ir) coiiicidessero, la priina delle equazioui (19) 
coincidevebbe colla priina delle (21); se invece coiiicidessero i punti C, 0, rultima delle 

(21) non differlrebbe dairultiiiia delle (19). 

Alle 2«— 1 equazioui indipendenti (19),‘ (21) si aggiimgano lo^- ^ eqiia- 

zioni, pnr lineari no’ coeflicioiiti di N, le quali esprimono die la curva N— 0 passa per 
gji 1)(^ — p siiigolari di f—0 e per altri p punti, dati arbitrariainonte 

nel piano. Questo sisteina di - — equazioui lineari dotorinina coinpletainente e in 

Jt 

inodo unico la funzione intora N. I""*] 

16. Slccome la curva N=0 sega f==0 in 2(»-l) punti situati nel liiogo di 2.» 
ordine formate dalle due rette If, 'qO, cos\ la seglienl in altri {n — 1)(» — 2) punti 
2)— 2;) do’ quali coincidono a due a due ne’ punti singolari delln curva 
fondamentalo) situati in una curva £i==-0 d’ordiiie «— 2;la quale insioine colie due 
rette Ic, 'qO formorii percio im luogo d’ ordine k, appartenonto al fascio iiulividuato 
dalla cui’va fondamentale e dal sistoma della N=0 e della rotta Iy). Ne segue die 
La curva fl==0 tocca la N=0 ne’ punti singolari di f=0, o passa inoltre pei punti 
ove la curva fondamentale e incoutvata dalla rotta Sv], eccettiiati 1 punti ’q. Avrcino 
dunqiie I’identita 

(22) N(x’‘-') . S± $i-q2a;;,~-Yi .f(x'*) = vft(a’’‘-*) . 

esseudo h, v due costaiiti da dctorminarsi. Per determiiiave %, pongo, nella (22), 
cc— l+XaC: ne venA 

X(i .N(H-XoC) . S + li'qjCa — V , , 

ossia per la (20) 
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Ma si deve ottenere lo stesso risultato anche ponendo .'j;=7)-|-iXoO; allom 


ossia per la (20)' 


()i).N(v) -h jAoO) . S + + l^'fl 0) = 0 , 


/c.S + 4|V}203~X. 


Invece d’espriniere v. niediante h o h, rappresentero h o It come funziojii di v., I'lie 
riraane allora naturalinente indetoniiinata. Assumondo 


ne viene 

(23) A— XiSi'iJaOg, /i!=S±4tY)jC3. 

La prima delle (19) c la prima dello (21), essondo Ni = N (S’"”'), 

Fi==/'(t4"~’), A divengono allora 

( N(4'-‘)-S±4,'^e03./-(r-'C). 

( Nef)«-')-=S± 4 ,^ 2 C 3 .A 0 ^’‘-‘)' ['”] 

Ora determine v in modo che la coincida con quella doi signori (/],kiis(iii h 
Gohuan *), cio^ in modo che risulti 

, 25 V £i( 4 »-*)=/'( 4 »~*Y,), 

Per un pnnfco x della curva /’=0, I’eqiiaziono (22) divieno 


( 26 ) 


N(a!’‘-')=v. {!(«“-*) 


L j: 4 l . L j: 7]| Oa.T;i ^ 
Li4l ’02^3 


Suppongo che x sia infinitamente vicino a 4, cio6 faccio 


«i=4i-~e«i, 


«2===42— ea2, 
aJg — 43 'Ettg, 


ove 8 sia una quantita tendente a zero e le a qnantith, arbitraric legato dalla condizioncs 
/(4’"~'a)=0. Per tale sostitiizioiie, avuto riguardo alia prima dello (24) cd nlla ])i inia 
delle (25), la (26) diviene 


*) Op. oLt. p. 31 , 
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S + €i Ca as _ 


Ma dalle /’{S"~‘$)=0, /’(^'“ ‘o')=0 si lia evidentomente 

S ±6ia;2a3=w . /’(^““‘a:) , 


essendo m un coefflciente arbitrario ; dunque v=l. Alio stesso risultato si arrivorebbe 
considerando il punto yj invece del punto C. Per tal inodo la (22) divieno 

(27) N («'•-’ ) . S ± S ± . S + eiT)!, e, . /’(a)'*) 

=fl(aj’*”') .S+^iCj^s.S + TiiOjjBj. 

Qiiest’ultima idontitH foruisce la £2 quando siasi foriuata la N, e viccversa darebbo la 
N se gia fosse nota la S2. 

17. La stessa idontiUl (27) ospriinc in sosfcauza clio la curva f=0 pub essero gone- 
rata mediante i due fasci projettivi 

N (a;"-') — il . 52 (a:’-**) . 21 ± Si £ 2 * 2 =0 , 


S ± qiO^ars — ^ . S + SiYlaa'j = 0 , 


ovvero anclie per mezzo dei due fasci projettivi 

N (a?"”*) — 2" .52 (a?"-*) . S ± y]i OjaJa^ 0, 

S±SiC2a^— 2'.S±S,7|2a!3 = 0. 

ove t, t' sono parainotri indeterminati; doe ogni rotta pel punto '/] scga f-=0 in altri 
n — 1 pimti pei qnali passa una curva del fascio (N, 52.SS)ed ogni retta per S sega 

parimenti f~0 in altri n — 1 punti siluati in una curva dol fascio (N,52 .-qO). In altrc 
parole, airugunglianza (27) si ])ub sostituire quest’altra 

( N (. 35 "“' ) — 52 (aj”“') ( f 21 ± Si Ca®., -|- 21 + q, O^aia — < 2' S ± Si ^ 2 * 3 ) ) . S ± Si Yjga-'a — 

(28) •~S±S,lilaC3.S±S,Yla03./-(aJ'‘) = 

=52(a;*‘-*) . (SiviiOi-a;,— 22]±SiViaai3)(2:±S,Sa®3— ^'SiSiqa®^) 

il die oquivale a cambiare le rette SC, y] 6, mautenendo fissi i punti S, 'q: con cio vione 
a mutarsi la curva N=0, ma la 52=0 rimane inalterata. 

18. Siccome la curva N=0 passa per tutti i punti singolari di f==0 e per quelli 
ove questa curva b segata dalle rette S+SiCj® 3 =O,S±'qi 08 a; 3 =O, eccottuati S, q, cosi 
rintegrale 
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(29) 



N . 'L + CiOOidXs 


e fiiiito dappertiitto, eccettuati i piinti •/}, dove diveri’a logaritmicanicnto iiifinilo: vulti 
a (lire, essn e un integrale di 3." specie. Per es. se oa converge verso 4, si Im 


liin Sj,,= 




osaia, posto C in luogo del puiito arbitrario e ed aviito riguardo alb (24) 


lim Sf, = — logS + SiC^a-'s . 

Analogamente, se x converge verso t(, si ha 

lira Sf, = log S + Yii Osii’s . 

Pei punti della curva fondanientale, I’identiti (27) diviene 

* *) • (a?” *) . £i 08^^) 

eppero 

('29 bis) f ^i^'‘~')‘^±CiXidx 3 f , I ±CiXidxs , 

J SiliCza-j . S±Y), 0 ,a; 3 . f{ox”~') i S ±^, -ijja;,, . f (ea:"“^) ’ 

cio6 Pintegrale (29) non differisce punto dall’in^e^rra^e normah di 5." specie dni sigiioi'i 
CtEBSCH e Gordan. 

19. Se invece della N, superiormeute determinata (n.® 16), si prende iin’altrn N’, 
determinata in modo analogo, ma con diverse sisteina di p punti arbilrari, sicoonio In 
(20), (20)', mostraiio che per ogni punto delle rette iC, '/)0 la N assnino iin valore indi- 
pendeiite dai detti^J punti arbitrari, cosl ne segue die la curva N — N'=0 eontorrii 
tutt’i punti delle rette nominate, cio6 si avrd. 

N— N'=S±Sie2!ii, . i:±v},02a^ . ©, 

ove 0=0 sia una curva d’ordine n — 3 passante per tutt’ i punti singolnri di f—0. 
Dunque, se S#, e cio che diviene Pintegrale (29) quando si assuma N' in Iiiogo di N, la 
difierenza Sf,, S|, sara un integrale di l.» specie. Ne risulta cho, variando i p punti 
aibitiari, 1 integrale (29) cresce o dirainnisce di una quantita che e serapre ugualo ad 
nil integrale di ].» specie. 

20. Lidentita (28) poi mostra che, se le rette SC, YjO girano intorno ai punti fissi 
S, /), variando siraultaneamente N, Pintegrale (29) non si altera punto di valore. In 
particolare, si potr^ far coincidere il punto 6 con C: del resto, le formole relative a 
questo case si cavano imraediatamente dalle (23), (24), (27), (29) e sono; 
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(23) ' 

(24) ’ 
(27)' 
(20)' 


h 7c — IrcjsCs ) 

j N-,(i»->) = S±4,Y),Cs./-(^'*-‘C), 

( N,(7j'‘-’)==i:+€,'^.Cs./’(-f]’-c). 

N,(3;'‘-’) . i^±Srcj2a.3— (S^:4t■l^l^C3)Y(•»'*) — . Ij + 'cj, C.iPs 

„ f N,(.r”‘'*) . S±Cia; 2 fZa ;8 

i:±S,C2:c8. S±7),C2«r3. /•(«;'-*)■ 


Qui Ni=0 e una curva d’ordino n — 1, passante pei pimti singoliivi della /■= 0 e pei 
p punti arbitrariaiiiente dati nel piano, tangente alia curva fondamentalo nol piinto C 
e iiitersecante la medesima negli altri punti ch’essa lia coiuuni colic vctto vjC, oc- 
cettuati 4, •/]. Questa curva Ni=0 si pub generarc incdiante i duo fasci projettivi 


^i4lCs‘^3 7 • ^ ^ I 

ovG Ic J3!{f=o, formate col inctodo dei signori Cr.EBScn e Gordan, siaiio 1 g 

curve d’ordine n — 2 passanti pci punti singolari della curva fondamentalo o per gli 
stessi p punti arbitravi, asssunti per la Nj, ed inoltre: la prinia pci punti ove /"= 0 
e segata dalla retta eccettuati $ e C; la seconda pei punti ove f=0 e segata dalla 
retta ’/jC, eccettuati rj o C, Infatti, la curva generata dai due fasci prodetti contorrd: 
1.® i punti singolari di f~0 ed i 2’ punti dnti arbitrnviamento, porclib coinuni alle curve 
del primo fascio; 2.® il punto C, perche coinuno alle lineo del secondo fascio; 3.® altre 
n — 2 intersozioni di /‘=0 colla 4 C, porchb coinuni alle linee dei due fasci corrispon- 
denti a 7==0; 4.“ altro n — 2 intersozioni della curva f^O colla retta '/jC, perche 
comuni alle lince dei duo fasci die corrispondono a t— co . Inoltre, la retta tangente 
nel pimto C alia curva generata dai due fasci sarfi il raggio del secondo fascio corri- 
spondente a quolla curva del primo che passa per C, cio6 corrispoiulento a 

MC’-r 

ossia, in virtu di equazioni nnaloghe alle (26), 

L’equazione della retta tangente e dimque 

/■(C-‘S) S ±7), CeiUa v))^ ± C, 0 
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ossia, perclife /’(C'‘)=0, 

/■(C"-'^) . S +'(3, C2%+/’(C-*-/() X + Ci?2*i+/’(C’‘-' C ) i:± 0, 

vale a dire 

S + ^,V|sC3.A^'‘"’'*) = 0* 

die ^ pur I’eqiiazione della tangente alle curve f—0, Ni— 0 iiol puiito C. 

Dunque avrenio identicamente: 

• S+TiiCja^ — • SrhliCsaJs— <5 . Nj . 

E siccorae, posto x—i e tenuto cento della priraa delle (24)' o di una analogn alio (25), 
si ha o=], cosi 

(30) N,(a:’‘-') = Qff (*”-*) . S±'/),C,a;s~£2,f(!B'‘'-*) . 

ed elirainando N’i(ar''“‘) fra questa uguaglianza o la (27)', dovo in luogo di si scriva 
(*'*”*) • . S + Cl 42^73 -(- (a:’^*) . ^i'qiC2^a • ^ 

(x" *) . SiCil2®a • Sd;'/JiC2®3=(Si£,732C3)* • • 

Di qiii, per la f=0, si ha (viste le (29), (29 bis)): 

(31) + 

Se alia N, o alia die enfcra in dascuno di qiiesti integvali si sostituisec uii’nltra N, 
0 n, formata aiialogarnente, ma con altri p piinti arbitrari, I’integralo varia (in” 19) 
di iina qiiantita ugiiale ad nn integrale di l.“ specie; dunque aiicho la soniina doi tro 
integrali norniali di 3.“ specie sara uguale ad un integrale di I.” specie. Ma la dotta 
somma riesce identicamente nulla, se le tre Q siano determinate cosi: assiunansi ad 
arbitrio le flfj corrispondenti alia due coppie di piinti vjC, C4i indi si prenda quolla 
Ilf,; die dipende in virtu della (27)' dalla Ni=0 definita dalle (30), ciofe tangente alia 
curva /’=0 nel punto C e passante pei pimti coimini alle S2,;f=0, Qff =0., 

21. Dichiarata cosi la maniera di formare un integrale (normalc) cli 3.“^ specie del 
quale siano dati i puiiti d’infinito, passo agli integrali di 2.” specie. Snppoiigasi il punto ’q 
inlinitaiiiente vicino a i, cioe si faccia ij==4 — ovo s c infinitesinio e le a soddisfaiino 
alia coiidizione /’(S’‘~'o')=0, ondo avra luogo anche la 

(32) S±C,a3a:3=«!,./’(4'*-'a;), 
m coeffleiente arbitrario. Allora le (23) danno 


®S + Ci«20a, 7^= — 
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ossia, per la (32), 

Del resto le (19), (21) contimiano a sussisterc, oppero laN del n.« 15 assume la forma 

(33) N(a5’‘^“‘)= — EHJp(rB““*), 

ove P e Anita; o precisamente P si ricava dalla N del n.® citato facendo ivi 

W(4“-'o), &=/’(r“'c),v}=^ 

Col porre — ea, avuto riguardo alia (32), si ottiene 

(34) S + g,7]Ba:3==— em/‘(6’“''.T), 

[**], oppero 

s ± 4, -rigOj— — e «!/■( 4"”' 0 ) ; 

e il prime membro della (27) diverrtl 

s’*H»*P(a;’->) . /^(4’‘~’*)— e'wV(4’‘-'C) . f{i'^'0 ) . f{x") . 

Dunque anchc il secondo membro avrii il fattore cio6 si avii 
(33)' a(»“-“)=c*«j‘>E(a:“-»), 

essendo S Anita. Per tal modo la (27) si riduce alia seguente: 

(36) P (»”-*) . /■(4'‘-‘»0— • /'(4’‘-'0) ./•(a:’‘)=- 

= S(.r;‘~‘‘) . S±4,Ce®3 . ± 4 , 03 a; 3 , 

dove P = 0 5 nna curva d’ordino n — 1, passante poi punli singolari di /"^O, por^j 
pirati dati ad arbitrio nol piano, o i)or lo intorsezioni della curva fondaraentale collo 
rette 4C, 40, eccottiiato il solo piinto 4; montre 3=0 e una curva d’ordinc «— 2, taii- 
gcnle a P—0 nei pnnti singolari di f—0, e passante per gli n — 2 punti in cui /=o 
c segata dalla sua tangentc /’(4'‘~'a;). 

22. Dall’identita (36) ricaviamo lo due forme 

/op^ f P(a;-‘“').il±c,.T,(i!ic, __ 

^ ^ ./ >: ± 4, . 2 ± 4;63.'»^ .7(c>-‘) “ ] /(4«-‘a!) . f{cx^)' " 

di un medesimo intograle die 6 evidentemonto di 2," specie (n,® 11). L’unico jmnto 
in cui esso divenga inAnito (algobricamente del primo ordino) b 4. Posto 

a;=4-|-'*>(;~|-“'®i 
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dove to, to' sqiio duo iiifinitesiini, il cui rapporto e dato dalla condizione 
0 = ) =/-(a'*) -h to/'(4'‘-' C) + «' /■(€“"* 0) = 


=to/''(4’‘-'C)-f(o'/-($'‘-‘0), 


donde 


to'= — 'i:/’(4’‘-‘C) 

essendo t un luiovo infinitesimo. Differenziando si ha 

rf.p=Cdto-|-0do>’. 

eppci’6, fatto aiiche c=0, 

X±t?,a:2d!ar3=(/to . S±4iC20a • 

La niedesima sostituzione da 

Si 02*3= — (oS + SiCsOs, 

/'(ca;»-')=f(4>-0). P(®'-‘)=?(4-‘-'), 

ossia, avuto rigiiardo al mode coii cui P e desunta daN (eq. 33), ed alia prinia dclle (24): 

(37) P(S’‘-)==/'(«’*~‘O-/'(^'‘"‘0)- 

Duiique I’integrale diviene 

i'dx 


1 ( 1 
S + SiSaOsJ v.S+SiCaO;) 


23. L’integrale , invece d’essere dcdotto dalle formolc (23), (24), (27), (20), si 
puo desumere dalle (23)', (24)’, (27)', (29)' col farvi la raedosima sostituzione 'q— 4 — sa. 
AUora si ha dalla prima dello (24)', viste le (33, 34): 

(37)' Pi(S"-') = (/'(4'‘-‘C))% 

G dalla (27)', viste le (33, 34, SB*): 

(35)' P, (*’-') . f(4'*-‘a;)~(/-(4>‘-‘C))*./(a!-‘)^S(r-*), (S + S.Cs^taf , 

come segue anche dalle (37), (36), facendovi 0 = C. Qui P,=0 e una eurva d’ordine 
« — 1, passante pei pmiti singolari della ciirva fondamentale (e per p punti dati ad 
arbitrio) e tangents alia inedesiiiia nei punti che questa ha coniuiii colla retta SC, oniesso 
il pimto 4. Dall’identita (35)' si ha allora quest’altva forma per I’integrale E| : 

E == / Ti(a;"~‘).£±cia;^da:3 

^ j (S±SiC2a^)*. /•(«*»-')’ 



SUflLI INTEGRALI A DIFFERENZIARE ARGEBRICO. 


157 


che per x prossimo a $ da addirittuva (fatto c=C): 


lim Ej — — 


p,(4“-') f s± a, C 
/■(e-'c)./ 


ossia, ill virtu della ( 37 )' 


lim Ef 


lilllSl. 

i £2*3 


24 . Se si vuol ricavare Pj dalla N del n.® 15 , facendo coincidere 'ij con a, 0 con 
£;, bisogna osservare che lo ( 19 ), ( 21 ) nascono dall’ngnagliare i coeflicienti dolle ngiiali 
potenze di X 0 p. nella (20) e nella (20)', ossia, fatto 0 ==C (0 quimli k=/i, 11.® 20) 
e p.— X, nascono dall’ngiiagliare i coefficienti dolle uguali potenzedi X nello cgiiaglianze 

(20)" xp,(4-hxc) =;»/■($ H-xq, 

XP,(-q-|-XC)=/i/’('/)H-XC), 

la seconda dello quail, posto rj=^ — ea ed avuto riguai’do alia (20)" soinmiuistra 

(22)' XAP,(a+XC) = ;iA/'(a+XC), 

ovc A sia il simbolo deiroporaziono 

d . d , d 


Si formera adunqiie la Pi col metodo generale del n.® 20, sostituendo alio (20), (20)', 
1g (20)", (22)' la prima delle quali esprime (come in genorale, per la curva N) die la 
curva Pi— 0 dee passare per I0 intoi'sozioni della f —0 colla retta ff, eccettuato il 
solo puiito £; mentre la (22)' significa die le prime polari di un punto qualunquo a 
della retta /'(S’‘~'»)=0, tangonto ad f —0 in I, relative alle curve Pi=0, f—Q, devono 
avere le stesse n — 2 intersezioni colla retta 4 C, eccettuato ancora il punto i. 

Questa proprietii poteva esserc preveduta anche geometricainente. Infatti le prime 
polari dei punti a formano due fasci projettivi d’ordini n — 2, » — 1, e il luogo da 
quest! generato sail una curva d’ordine 2 n — 3 , passanto per 6, perchh qnesto e un 
punto-base del fascio delle polari relative ad f— 0 . Siccome poi le altre « — 1 intor- 
sezioni della curva fondamentalo colla retta €C aono anche punti della Pi~ 0 , cosi la 
dotta retta incontreil negli stessl n — 2 punti (eccettuato i) le prime polari di i relative 
ad f —0 e Pi==0: e quest! saranno altrettanti punti del luogo d’ordine 2 » — 3 . Ma 
il medesiino luogo passa anche per gli n — 1 punti pei quali la retta incontra siinul- 
taiiearaente le duo curve /'=0, P,= 0 : infatti, se a; 6 uno di tali punti, siccome in ;c 
le due curve hanno la tangente coinune, detto y il punto comune a questa tangente 
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ed alia tangente di f~0 in le prime polari di ;/ rispotto alle duo curve passano 
entrainbe per x, eppero x e iin punto del luogo di cui si tratta. No segue che questo 
luogo ha lH-(« — 2)+(m — l)==(2» — 3)-j-l punti comuni colla retta H, eppero 
coiitieiie qiiesta retta per intero. Diinque ha luogo la proprietii ciiunciata. 

25. L’integrale e .suscettibile anche di iiii’ altra forma. Infatti, so poiiiamo 
s« nella (31), o paragoniamo la (36) moltiplicata per — sm colla (2!)), con 
I'iguardo alia (33), si ha: 


cioe 


_ I 9 Sf f I 9 S|5 


i-aa 


9S; 


9?, 


(38) _,„E5 = Sa^. 

Facendo la stessa sostituzione nella (30), si otterrii — wP, coino limite di N,:s. InfatU, 
per 6(y, vista la (33), si ha dalla (30): 


-mP,(a;'-)=%(»’*-’)(S±€,t*a;3-eS±a,C,.r,) — 


ossia 


- m P, (a:”“>) = S ± . S a ^ 


di 

Ma Q|^ (.a'*"') e una fraxione razionale nelle i, il cui muneratore lin una dimensione 
di pivt del denoininatore; percib 

e eoiiseguentemeute 

m P,(a:’‘~') = ^ (“i^ ± S + a, C!ia:3j . 


9^1 ( ^ i i 0^2 Csj « . * 

. Et ?eis^ _ E±£,.^i:, . Ex , 


ovvero per la (32) 
(39) 


P.(^’‘-')-/'(e-'a:) . 2C -/-(S-i C) . S* . 
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Con qiiesta fonnola si ricava la P, dalla ; qniiuli la (35)' darii la S formata colla 
Pi ossia colla . 

26. II tcoreina del a.® 20, il quale si riferisco a tre punti ’q, C della cum 
fondanientale, si esfcendo siibito a an nuauao qualiinque di punti ^i, L,- 

Iiulicando col siaibolo {i, £,,) an integralo norinalo di 3.'‘ specie (a.® 18) die sia inliaito 
lie’ piiati I, , t. , avremo, ia virta del teoreina citato, ciascuna delle soiiaao 

(Il Is ) "h ( I2 I3 ) H" ( ^3 ^i) 

(I. 4. ) + ( I 3 I. ) + { I. I.) 

(I. Il )+( I. It. )+( It. Il) 


(lil,«_0 H-(l«.-2l..,-i)-f (l„.-ili) 

{lil..._l)-h{I.H-il». )-l-{l... Ii) 

uguale ad 1111 integralo di 1.® specie. Eppero la sonana di dette soiaino, vale a dire, 
avnto riguardo all’identitiX (I, ls) + (l«^>)“^' sonana 

(Il I 2 ) + (Is l:i) + (la 11) + • • • “h (Ira-I l»i) H" (I»| It) 
ft agnnle ad an integrale di 1.® specie. 

27. Dallo stesso teoreina del a.® 20 si ricava die uii aggregate linoare qualsiasi 
d’intcgrali di 3.® specie, i cui punti d’infinito siano m piinti dati li, Is, ... , I,,, ac- 
coppiati a due a due in tutti i modi possibili, e riducibile a p termini die siano 
integrnli di 1.® specie e ad m — 1 altri termini ciascuno do’ quali sia (astrazioii fatta 
da im cooffleieute costanto) un integralo norinalo di 3.® specie i cui punti d’infinito 
siano uno di quegli m punti flssato ad arbitrio, p. e. |,„, ed un altro de’ restauti. 
Infatti, invece del torminc del dato aggregate die divione infinite in i ,. , I, , potremo 

sostituire una somma della forma cost.® ^(I„,ls) ^ — (Imir)] purchft si aggiunga un 
integrale di 1." specie. Di qui si puft conchiudere die il teoreina osservato alia fine 
del 11 .® 13 per m punti in linea retta, vale anche per »» punti situati comimque nella 
ciu’va fondamentale. 


Tooroina di Abol. 

28. Siano <p(a:”‘) — 0, (|i(cc"‘) = 0 due curve date d’ordino m, e 
F(a:“‘) = (p(a3”‘) -|- X^(a:"‘) — 0 

nua qualunque delle curve del fascio da quelle determinato. Consideraiido le due 
equazioni 


160 


SUGtl INTESRALI A DIFPEBENZIAnE ALGEBBICO. 


f{x‘') — 0 , F (.-c’") = 0 

come coesistenti e chiaro die le .v dedotte da esse, cio6 le cooi’dinate doi piiiiti co- 
imiiii alle due curve, sono funzioni di X. Ora, posto 


(II ~ ^1 


Q 








ove la somma sia estesa a tiitti gli mn punti comuni alle curve /’=0, l'’==0, e dove 

(?V 

Q sia una funzioue razionale oinogenea uelle x, di grado n — d , dice die 6 una 

fiiiizioiie razionale di X, Infatti, si nioltiplichino il luimeratore e il dcnoiniiiatoro dol- 
I’espressione soggetta al segno B pel determinante Jacobiano dello il prodotto 

di qiiesto determinante per B±c,a;2-^ e 

dX 

f{cx''~*) nf{x") |y 
d K 

<j)(ca;”‘~') m — 

Ma per i punti die si considerano e identicainente f^O, oppero anche ^=0, e cosi 

a K 

9F 

pure F=0 e gy==0, ossia 


iP+Xil-^O. ||-}-x||H-.j.=0, 


donde 


S'!* , 3(p ,2 

Percio il prodotto dianzi considerate h uguale ad mf{cx”~').<^^(x'"), 

Q. f 


rx=”‘ S 


'■ If it 

~ 9a:, dx 2 dxg 


') Le j j souo posto a indicare che in Inogo dello as gonerlcho si hanuo a inLentlove so- 
stitidte lo coordinate di iin punto comune alle curve /*=0, F=0. 
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Quest!! sonuna, ossendo una fiinziono siiuinetrica e rationale delle sohizioni conuini 
alio oquazioni f—0, ['’==0, saril itna fmizione razionale de’ coelTicienti di queste, eppevo 
di X. No risulta cho 



Q 

/'(ca;”"’) 


S±c,;r 


'n 



'£‘±G iXidx.j, 

f(cx"~') 


Sara mm funziono algebrico-logaritmica di X e do’ coeflicienti a i). In cio con- 

sisto il teorema di Aiiel '■). 

29. Pei" detenninaro questa funziono, suppongo die gli integrali de’ quali si doe 
cnleolaro la somina, siano novmali di 3." spedo o die I’inlegrazione rispetto a X debbasi 
osLoudere da X— 0 a X— co; si considcri do6 la somina degli mn valori di nil inte- 
gralo iionnalo di 3.» specie, esteso da un punto conuino allc curve f=0, 'p=0 ad nn 
punto comuno alle f'=0, ij)=0. Abbiasi aduuquo 


(40) 




a(a.'*‘~^)i d±(!,a!8da;8 


f7, 'v" *1 iJCa;”-') V L 

l^±ii’qiX3.f{cx" ') 


*9X 


CO t / 


m (I*” (a;”') 


dXidXidXi 


II prodotto dei duo detormiuanti nel donominatore b 


nf{x‘”) 

0 

0 ip (Saj"'-*) X<j!(S®’''”‘') 

wt|) 


f{ix” ') f{i\x" *) 


<P(y)®’“-‘) H- X^(y| 


R, 


ossenclosi posto por broviU 


) J\U/not7'C sur ime g67i6rale cVime classe Ms-(iie7idite de fonetiom trcmscendanUs 

(M6m, pvfitf. par divers savants i\ TAcad. de Franco, t. 7, p. 181). 

La 6 la Jacobiaiui dollc liiioo fr=^0y F = 0, Ii±5i%ara=0. 


Ovcmoxnt tomo III 


11 
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(41) 




/■(via:"'’) !''{•/] a.'""*) 


Avreuio cosi 



30. Siano ora X{a;""‘)=0, Y(;b’’"*)= 0 le eqiiazioni clci gi'nppi di rotto die 
(kgli mn punti dMiitersezioiie delle curve F~0 vauno risp. ai pmili S, vj- Ooiiio 
si e gia diinostrato (n.” 4), si puo porre 


X = Af+BF, 

^ ^ Y=C/'+DF, 

<love A=0, B=0 sono due curve d’ordine n(m—l), m(n—l), avonti un puiito 
()»—!)(« — l)-pIo in 4; e C=0, D=0 sono due curve d’ordino 1), ?n(« — l), 

aventi un punto (m — l)(w — l)-plo in •/), 

I due gruppi di mil 1‘ette, X=0, Y—0, determinano un fascio di curve d’ordine mu 


X-H(J.Y=0, 

ossia 

/•.(A+iJ.C)+F.(B-hp,D)=0, 


che 6 projettivo ai due fasci 

A +(1,0=0 d’ordine n(m — 1), 
B + p,D=0 d’ordine 

Di questi tre fasci il 1.“ ed il 2.“ generano il luogo 

AY— 0X=0 ossia F.A=0 


composto della curva F(a;”')==0 e della curva 

(44) A(!b*»‘’-”‘~’')=AD— BC==0 

d’ordine 2mn-m — n, per la quale i punti 4, '/) sono entrainbi multipli secondo 
(m — 1)(h — 1), II 1." ed il 3.” fascio generano il luogo 

DX — BY=0 ossia f. A==o 

composto delle due curve /■=0, A=0. Da ultimo, il 2.® ed 11 3.® fascio generano la 
curva A=0. 
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I pnnti-base del 1.® fascio dcvono essero tutti nel luogoF.A— 0 ed anche tutti 
iiel luogo f. A=0; dondo segue che tntte Ic infcersezioni delle vette X— 0 colic rette 
Y==0, che non sono coimini alle curve /*=0, F=0, apparteiigono alia curva A = 0, 
La Jacobiana delle lince 


b 


ossia 


X— 0, Y— 0, Y+?,T),a:3— 0 


, , ax 3Y 

. , 3X 9Y 

> A 9Y 

4i'd2--^2Vi. ^ 3^^ 


= 0 , 


X(4a;’’”*-‘) Y(4 


Nel 1.® membro di quest’eqnazione pongo le coordinate doll’ i’"" punto d’intersezione 
delle curve f~0, F— 0. Per questo punto b, in virtA delle (43): 


} X(4»’"«-i) I = I A/(4a!«-') + BF(4:c"-*) [ , 
{ X(7)a3’“"“‘) { — j A/*(7]a:’‘“*) ~|- BF{’if}a;’'’“*) | , 
j Y(4a5™’-*) j == \ Gfi^x"-') H- DF(4*"-‘) j, 
j Y('q*’'‘"“’) j = ( Gf{‘(ix ■') -|- DF(y] 9;’“~') j, 

ondo pel detto punto la Jacobiana ha il valore 


(lA B 


f{ix"-') P(4a:"‘-') 

Q 

O 


F(y).'b”'~') 


ossia, per le (41), (44), ( A. E j. Quindi, osservando ossere identicnmente 

X(4«’‘'"-')==0, Y(7)aj‘">-*)=0, 

perchb i luoghi X==0, Y=0 passano mn volte risp. pei punti 4, v), avreino 

(45) I X(7)a:"”‘-*) . Y(4a:’'‘*‘-') [ = — ) A. R | . 

31. Sia M=0 una curva d’ordine mn — 2, con (}n—l)(« — 1) rami incrociati nel 
punto 4. Disponendo delle 

{mn—2) (mn + 1) 
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costanti omogeiiee arbitrarie in M, determino una curva d’oidiue 2{mn — 1) 

AiJtj)— YMsT=0 

(nel fascio individiiato dai luoghi Aa(|)=0, YM=0), la quale abbia — 1 rami iii- 
crociati in 4; cosi che per la curva T=0 i punti I, '/j sono multipli risp. secondo 
mn — 1, {m — 1)(« — 1). 

Sia ora L— 0 un’altra curva d’ordine mn — 2, con (»» — l){n — 1) rami passanti 
pel punto Tj; e, come sopra, dispongo delle sue costanti arbitrarie in inodo da deter- 
ininare una curva d’ordine 2 (wm— 1) 

T— XL=U=0 


(nel fascio individuate dai luoghi T=0, XL=0), la quale passi mn—l volte pcrq: 
cos'i che per la curva U=0 i punti ^,7/ saranno entrambi multipli secondo mn — 1. 
Allora si avra 

(46) A«<|)=XL+YM+U, 

dondo segue che le coordinate di un punto coinunc alle curve f~0, F=0, aniiullando 
X 0 Y, rendono 

(47) iAfl.|.|==)U}, 

inentre le coordinate di un punto commie ai tre luoghi X=0, Y=0, A=0, annul- 
leranno anche D. 

Ora U si puo esprimere come aggregate lineare di mn prodotti, ciascuno de’ quali 
contenga tutt’ i fattori lineari di X e di Y, mono due rappresentanti le retto cho 
da S e da v) vanno ad un punto comune ad/’=0, F=0. Tale aggrogato lineare rap- 
presenta in generale una curva d’ordine 2{mn — 1), che ha wm— 1 rami incrociati 
in ciascuno dei punti 4, tj e passa per gli — mn punti semplici, comuiii ai luoglii 
X=:0, Y=0, A— 0, U=0. Le mn — 1 condizioni arbitrarie, alle quali puo ancora 
soddisfare questo aggregate sono appunto in nuinero uguale a quelle che, insieme coi 
due punti {mn — l)-pli e cogli punti semplici, individuano U— 0. 

Indicando con I’i’"" punto d’intersezione delle curve f=0, F=0, avromo 
dunque 

K 


(48) 


U=XY 2 


• 2±7],a4**a:3 


Per determinare il coeffleiente ft, pongo, nell’equazione precedente, «= 

x=x'i:+«,4»»3, 

Y=Y'S±7Ji4‘'.'C3, 


Supposto 


(49) 
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ne vei-ra 


/• =i U 1, 

■'* I XT' ! . 

Le (46) poi danno 

I Y (€*»■«-*) j= j Y'X + e.-q^iBsl* 

dunquo 

h _ ( ) 

ossia, avuto riguardo alle (47) (45), 

I R L’ 

cppoi’6 la (48) divieiie 

I 

A ( n L s ± . s ± ■/), 4'^ ■ 

Sostituendo poi questa espressione di U nella (46) ai ba 

‘ XY X"'”Y"^ a I R t, S±4,4’'*3 . S±7),4"% ■ 

In qucsla identita pongo a! = |j.H-v'q, cio6 alio coordinate genericlio sostituisco quolle 
di nn punto qnalunque della retta Ivj. Siccome quesfca retta incontra il Inogo X = 0 
nol solo punto 4 (cbo corrisponde a v=0) ed il luogo Y==0 nel solo punto vj (cho 
corrisponde a p- — 0), cosi quella sostituziono dar^ 

fxi=-v-.x„, [Y]=p,’-'.y«, 

ove le [ ] siinboleggiano la sostitiizione a!=|jL4 + vTj, ed Xo, Yt, sono costanti, indi- 
l)endonti da p, e v. Poi, esseiido il punto 4 multiplo secondo il numero {m — 1) {» — 1) 
per la curva M— O, o cosi del pari il punto v] per la curva Ij= 0, si avra 

[M]=v‘’’‘-‘K““') . Mo , 

[L] = p.M*-'>.Lo. 

ove Lo, Mo sono funzioni intere oinogenee in p., v, del grado m-|-» — 3. 

Ba idtimo, la stessa sostituziono da 

[S + 4ia4”«*] = - V S ± 4ivis4'‘ , 

[S±V]i 4^’X3] = p,S ±4 iV)24‘’ , 
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e a cagione delle equazioni analoglie allc (19), (20), delle quali si sorvono i signori 
Cbebsch e Gobdan *) per coinporre la ^2 : 

Percio il risiiltato della sostitiizione nella (50) e 


1 

|J,V 




XY 


1 


(AV I E j, 


Mo 
I 'V 


1^0 


1 V I 


Delle tre parti costituenti il 2.® membro di qnesta identita, la 1.^ e intern rispetto a 
la 2.® e intera rispetto a v, e la 3,® e il prodotto di per una qiianlita iiidipondontc 
da p. e V. Dunque sar^i 


- s ^ 


al coefficiente di (|av)“ nell’espressiono 


A/j» 

XY' 


-e- 

Q 


B(l> 

L YJ 


lx J 


(61) 


ossia nelPespressione 


perch6 dalle (43) si cava 

A/’=DX — BY, 

. ^ B4i 

Le iraziom -y- > ^ hanno la dimensione 0, e, ponondovi (A4 + V7j, la primn is 

intera rispetto a v, la seconda h intera rispetto a p,; dunque il coeflicieiite di (p-v)" in 
D«l> Bdil , 

“Y uguale al valore della priina frazioiie, fattovi prima .'»== |i4 -|- vt} o 

poi v = 0, meno il valore della seconda frazione, fattovi prima a:~|j4H-v7) o poi 
(A— 0; cioe Sara uguale a 

Ora, siccome i punti 4, 'q sono nella curva f=0, cosi dalle (43) si ha 


Dunque la (51) diviene 


X(v)) = B(-/|).Feq), 
Y(4)=D(4).F(4). 


^ I E 


.4^)_(K4) 

'm nr 


*) Op. oit. p. 23. 
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cppero clalla (4.2) 



E siccoine F — <p-l-Xij>, cosl, vista la (40), avreino finalinente 


(52) 


‘v’i f ^ ^ i _ Inc ’<'(''1) • , 

,^i IJ ^ + 4i'»)2a;3./(ca;"-‘) ^<p('^).t(§ 


formola esprimente il teorema abe-liano per glMutegrali nonnali di S" specie. 

Si puo osservare die ^ rapporto anannonico di quattro curve del 

fascio tp X([)==0, do(> dello curve covrispondenti aX = 0, Xe=oo,X— — ’ 

X = — I’l^)’ uUime due soiio quelle die passano risp. pel puiiti •/]. 

So quosti due punti fossoro situati in una sola e medcshna curva del fascio, ciofe so fosse 


yCd) _. ■ ?(€) , 

il detto rapporto anarmonico sarobbc = 1 , opporo il 2“ mcmbro della (52) si ridur- 
rebbe a zero. 



84. 

SULLB 

VENTISBTTB RETTE DI UNA SUPERFICIE DEL TERZO ORDINE. *) 


iJcurficoH^i del M, Islituio LomlmrdOf soxio II, volnmo 111 (1870), pp, 209-319* 

Per la notazioiie delle 27 rette di una siiperficie del terz'ordine impieghero gli stessi 
siinboli de' ini sono servito nella mia Memoria iiiserita nel giornalo inatematico 
di CRELLE-BoRcnARDT (toiD. 68, pag, 75 e seg.) [Questo tomo, pag* 66 e seg*], o segueiido 
Pesempio del signor Jordan chiamero enneaedro il sistema di nove piani, i qiiali coii- 
tengano insieme tiitte le 27 rette. Per indicare i 46 piani tritangenti, adoprero i nuniori 
1, 2, 3, , 44, 45, appiinto come fa il signor Jordan e per accordare quest a nota- 

r.ione con qiiella (doviita al signor Sohufij) delle 27 rette, porrb le segiienti eqiiazioni: 

1 = €li 64 1/14 1 6 (?5 C 25 3 1 = (X^ &3 (?35 

2 == Oi(^ <?15 17 = C13 C24C^ 32 ^ % &5 (/Sd 

B — * <750 18 C13 ^25 C(Q 33 == 1)q c^q 

4 Oi5 €24 tfaa 1 9 = <?(j &3 C30 3d = €ii 1 }q CiQ 

5 == ccq 1)2 B5 == < 355 1)4 Ci 5 

6 = CI 4 ^3 C31 21= (i\ 65 C45 3 6 = Gi 4 C 25 Cjid 

7 = Q/i Sg Cg5 22 =1 Old 6x4 ^?35 B7 = &5 (?in 

(1) 8 = «3 C 13 23 = CizC^ (?bg 38 = h 

9 C|jj € 3 ^ C46 24 — (X 2 C20 39 G \4 C35 

10 = 053 &6 25 = «5 61 Ci5 40 = Gi4 C 25 Caa 

11 26 == (Z 2 hi <7|g 41 0^1 &3 C?|3 

12 = Ug h CiQ 27 — Ui 62 €24 42 = cig 64 C 40 

1 3 ^ ^ cc>2 hs €23 28 — ^?i 3 Ogd C 45 43 *- — ’ ctfz ^4 

14 = Gi 2 <730 C45 29 = (7jd (?25 63 ^ 44 = ^4 h\ Gi 4 

15 63 Cj6 30 — = Gi^ C23 (?4g 45 Z>2 Gfx 

■^) I risuUati cho si espoiigono qui sono quelli, da me comiinicati al signor Jordan con 
Icttera privata, ai qunli egli fa alhisione nella sua Nota insorita nel Oo? 7 ?p/c rendu de VAcad, 
des Soiences, 14 febbraio 1870* 

Coinpie re} 2 du do VAcad» dcs Sciences y 13 aprilo 1869. — Traitd des subs tihUions et des 
Equations p. 368, 
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e scrivero 2 J, = 0,f)2— o, . . . ,^J 45=0 come equazioni dei 46 piani tritangenti. 

J2 noto die dalle 27 rctte se ne possono accgliei’e 9 (in 120 maniere diverse) che 
siano le iiitorsczioni di una terna di piani tritangenti con im’altra terna di piani tri- 
tangenti. Qneste due terne di piani tritangenti diconsi trieilri coningati. Due piani 
tritangenti la cni intersezione non sia una delle 27 rette della superficie individuano 
ima coppia di triedri conjngati; ed ogni coppia di triedri conjugati individua altre due 
coppio analoglie, in niodo die i diciotto piani di qnesta terna di coppie di triedri 
conjugati contengano (due volte) tutte Ic 27 rette. 

La distribnzione delle 27 rette nei 18 piani di una terna di coppie di triedri 
conjugati si puo rappresentare con tre deterininanti o matrici *), come per eseinpio: 






^13 

^5 


^^3 


^15 

(2) 



Cu 




Czi 

^23 

(Xq 



h 

h 

h 

C2i 

^25 

Oqi 




Ciascuna nmlrice rappresenta le rette situate nei piani di una coppia; sviluppando la 
matrico, per csempio la 1.“, 

-J- «i &5 0)5 + «|i C<t4 -|- C)| Cm C 35 
— On hi Cm U3 hn C35 Cir, Cjo Ca< , 

i termini positivi danno i piani di nn triodro, i termini negativi quelli del triedro 
conjugato. Quosta coppia di triedri, in virtii delle (1), potra anclie indicarsi cosl; 

37 38 39 

1 ■ 10 11 

ossia, come proferiro di scrivere: 

37 1 

38 10 

39 11 

ponendo in linea vcrticalc i piani di ciascun triedro. 

Sviluppando ora analogainente le altrc due matrici, si ha I’cquazione: 


•■*■) Gli elomonti dolle matrici sono disposti in modo die lo rette di og-iii 


linen 


linen 


f vortical e ) 

f l.M 

< orizzontalo ! 

clolla 1 2.*^ / 

[ vcrticale I 

( S.x ) 

( vcrlicaLo 

1 ( 2-" 1 

1 orizzontale j 

) della { a.* 

( orizzontale , 

) ( 1.“ ) 


matrico sogano lo rette della corrispondonte 


matrice. [*"] 



170 


SUliLE VKNTrSETTE REITE I)I UNA SUPERFICIE DED TERZO ORDINE. 


[ «) Cji C 3 , 

Ci3 di 

h h (?« 


37 1 

18 17 

13 19 

CO 

^Gi ^C3 

C^\ €22 da 

— 

38 10 

27 16 

U 26 


^6 ^21 ^25 

Oai ^63 ^2 


39 11 1 

3 15 i 

12 2 


Lo specchio die segue presenta le equazioni analoghe, corrispondenti alle 40 terne 
di coppie di triedri coniugati: 


ay 

6. 

^23 

h 

di 

Cdo 

Ci4 

^^24 

C 34 


45 

41 

35 

42 

40 

39 


h 


h 

«r> 


Cl5 

C 25 

C 35 


13 

26 

32 

21 

11 

4 

«3 

i. 

C|2 

h 

dc 


Cio 

C 2 C 

Cac 


8 

20 

15 

3 

22 

29 


h 

C 24 

h 

ds 

% 

Ct3 

C 23 

C 43 


46 

1 I 

1 

19 

18 

28 


h 

^41 

k 


^0.1 

Cl5 


C 45 

— 

43 

26 

32 

10 

11 

30 

di 

h 

Cl 2 

bi 

do 

C 35 

C|6 

C 20 

O 4 G 


1 44 

27 

33 

3 

2 

29 

di 

i. 

^?5 

. 

di 

C.ifl 

Cii 

Czi 



45 

37 

38 

42 

36 

39 


h 

Cl5 

&3 

(I 3 

Cgj 

Cja 

Csa 

^69 

== 

7 

26 

19 

6 

28 

17 

«5 

h 


1 h 

do 

^34 

Cie 

^26 

% 


25 

16 

16 

33 

22 

2 

ay 


^26 

k 


<^35 

Ch 


(/04 


! 45 

34 

35 

38 

40 

36 

dl 

h 

^10 

1 h 

ds 

^34 

Ci5 

^25 

^65 


24 

26 

10 

21 

30 

4 

«0 

6« 

C|g 

i k 

da 

<?45 

Ci3 

C 23 

^G3 


12 

5 

6 

31 

17 

18 

«l 

6. 

^^34 

h 

as 



C 32 

C 42 


41 

1 

16 

5 

9 

14 

«3 

53 

Cu 

h 

«6 

C 20 

Ci5 

% 

04 ^ 

=== 

38 

8 

32 

7 

4 

30 

di 

b. 

C 13 

h 

da 


Cid 

^30 

O 40 


44 

6 

24 

3 

2 

22 

dl 

bi 

^3f> 

bi 

d2 


C 13 

^2 

C^2 


41 

37 

27 

5 

23 

14 

dA 

K 

^15 

bt 

di 

C?o 

Ou 

^^34 

C 54 

— 

10 

8 

42 

43 

40 

36 

«6 

h 

^13 

h 

da 


C 10 

^36 

<?B6 


25 

31 

24 

15 

2 

29 


b^ 

C 36 

h 

Uz 

^45 

Cj2 

C 32 

^62 


41 

34 

27 

16 

^3 

9 

^3 

h 

C 16 

bt 


C 25 

<?14 

C 34 

Cei 


33 

8 

35 

43 

39 

36 

dG 

ba 

C 13 

Ik 

«5 

^24 

% 

^35 



12 

19 

7 

21 

30 

11 

C?] 

h 

C 45 

h 

C&2 


C|2 

^4Z 

C 52 


1 

37 

20 

5 

23 

9 

di 

h 

Cl5 

h 

«3 

Cga 

<^I3 




21 

44 

19 

13 

18 

17 


h 

Cu 

k 

«6 

^3 

C 16 

Cio 

C 56 


25 

35 

24 

33 

22 

29 
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Ch 

hi 

C 4 a 

h. 

(h 

Cm 

C12 

Cai 

Cq2 


1 

34 

20 

16 

23 

14 

<^4 

hi 

Cio 

^3 

(X^\ 

Cih 

Ciw 

C\{\ 

^03 

— 

15 

44 

31 

13 

28 

17 

da 

h. 

Cl 4 

he 

(X^ 

C22 

Cia 

Cm 

^ft5 


12 

42 

7 

10 

4 

11 

a, 

h 

Cm 


Ch 

Cm 

C\2 

Ca2 

Ccy2 


37 

34 

20 

27 

9 

18 


h 

Cia 

h 

<h 

C24 

Cvs 

Cu 

^03 

= 

3 

25 

6 

13 

28 

14 

CtQ 

he 

Ci 5 

hi 

d 4 

^23 

Cu 

Ca\ 

Cg 4 


12 

32 

43 

38 

40 

39 


^24 

^23 

Gyi 

(I4 

«3 

h 

hi 

C^i 


1 

41 

14 

9 

16 

5 

(h 

Cli 

Cu 

he 

Cm 

C4Q 

^ir> 

^35 

«o 

= 

13 

43 

10 

21 

11 

25 


h 

hi 

he 

<^35 

Cm 


^20 

«5 


17 

36 

15 

33 

12 

29 

Cti 


^23 

O12 

«5 


h. 

hi 

Cs-y 


37 

41 

14 

23 

27 

5 

Uz 

<^ir> 

Cia 

hi 

<?3(3 

Cm 

On 

C24 

do 


13 

7 

38 

35 

39 

44 

Cio 

h 

h 

he 


Cm 

Cie 

Cza 

CIa 


18 

30 

3 

33 

12 

22 

(h 

C^a 

^23 

On 

Ch 


h 

hi 

Cm 


34 

41 

23 

9 

16 

27 


Cia 

^13 

he 

Cm 

C4Q 

Cm 

^25 

di 

— 

13 

24 

10 

32 

4 

25 

C43 

h 

ba 

hi 

^35 

Cm 

Cl 4 

^24 

Cla 


28 

2 

42 

38 

44 

40 

a, 

Cza 

Cm 

C?12 

da 

Ch 

h 

hi 

Ca^ 


37 

1 

9 

23 

20 

5 

(1*1 

Cir, 

Oh 

h 

c^a 

Cm 

Cm 

Ci}^ 

da 

= 

43 

7 

6 

31 

28 

8 

^.JQ 

h 

he 

ba 

C43 

^53 

C\o 

C2G 

dz 


40 

4 

3 

15 

12 

2 

«1 

C26 

C24 

Gi2 

(k 


bz 

hi 

^'la 


34 

1 

14 

23 

20 

16 

Ch 

^'irt 

C\.\ 

h 

C4R 

Cm 

Cm 

Cxt 

«5 

= 

43 

24 

6 

19 

18 

8 

Cr. 

(h 

ba 

he 

C42 

CdQ 

Cm 

Cza 



39 

22 

32 

21 

26 

30 

Cli 

^20 

<?2r> 

Ci2 

dfi 

Ch 

h 

hi 

^60 ' 


34 

37 

14 

9 

20 

to 


^10 

Ci^ 

h 

C.ir> 

Cm 

Cm 

^23 

dA 

= 

7 

24 

31 

19 

17 

8 


h 

6fl 

hi 

Cm 

Cm 

Cli 

Czi 

d:i 


11 

29 

42 

36 

44 

36 

(H 

C31 

^23 

Cl2 

a.i 

dz 

h 

hi 

C24 


1 

45 

28 

18 

31 

19 



<^12 

he 

CSQ 

Cm 

Cm 

^^35 

(Xq 

— 

20 

38 

7 

21 

4 

26 

CfiO 


hi 

he 

^2r> 

Cm 

C\a 

<^30 

d^ 


23 

36 

15 

24 

12 

22 

ai 


^23 

Cm 


dz 

he 

by 

C 25 


37 

45 

00 

<N 

17 

6 

19 


Ci^ 

On 

hi 

Cm 

Cm 

Cu 

Cai 

dQ 

— 

20 

10 

43 

36 

40 

44 

^40 

h 

he 

he 

Cii 

Cm 

C\a 

^30 

dA 


9 

30 

3 

24 

12 

29 
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a, 


^23 

0l3 


«2 

^3 

^1 O 2 C 


34 

45 

18 

17 

6 

31 

^3 

^10 

Cl 2 


Og5 

OrjO 

Oli 

O 34 Ofs 


20 

33 

43 

42 

39 

44 

O 40 

&e 

h 

h 

C 24 

O 4 G 

0l5 

O 35 0^4 


14 

2 

32 

7 

25 

11 

ax 


C 34 

Ol3 

% 


h 

5i Oi5 


37 

1 

18 

17 

13 

19 


Gv\ 

Oh 

5a 

04£l 

O^G 

Cl2 

O 23 05g 


38 

10 

27 

16 

14 

26 

02 ^ 

h 

k 

5a 

<?2f 

^85 

Olo 

O 36 0^2 


39 

11 

3 

15 

12 

2 


^3G 

^34 1 

0l3 

O^G 

^4 

53 

5, e« 


34 

1 

28 

17 

13 

31 


^IG 

Oh I 

5a 

O 45 

^65 

012 

O 23 ^^5 


38 

33 

27 

5 

9 

26 

CS5 

h 

\ 


Oj2 

C62 

0|5 

O 53 Ct2 


40 

29 

32 

21 

25 

30 

ai 


O 33 

0t3 

«6 

cf^ 

5, 

^1 O 56 


34 

37 

28 

18 

13 

6 

053 

^16 

O 16 

h 

Ob4 

O 40 

C|8 

O 23 0^4 


10 

33 

16 

5 

23 

26 

C 24 

h 

5o 

k 

O 52 

^62 

0l4 

O 3 .I 052 


4 

22 

42 

36 

44 

36 

ai 


CiZ 

Cm 

(h 

0^2 

K 

Jl 0^3 


41 

45 

39 

40 

35 

42 

a4 

0t3 

Cm 

h 

OiG 

03 a 

Cl5 

O 45 05o 

t= 

27 

6 

7 

10 

30 

25 


h 

63 

h 

O 25 

O 35 

OlO 

O 40 «5 


23 

17 

83 

24 

12 

2 

05i 

Cm 

024 

Cu 

0^5 

«3 

&4 

O 25 


37 

46 

39 

36 

38 

42 

^4 

</l5 

Oi2 

h 

02G 

OqO 

0l3 

O 43 05o 

= 

27 

21 

13 

31 ' 

1 

18 

8 

^30 

h 

h 

ba 

023 

053 

Olo 

O 40 ^^3 


14 

4 

3 

24 

12 

29 

fix 

Cm 

C 24 

Cu 

«C 

«2 

5. 

5i Cao 

1 

34 

46 

40 

36 1 

38 

35 

iU 

<?IG 

Gx 2 

h 

05 ^ 

O 5 G 

0l3 

Cm «5 


27 

16 

13 

19 1 

28 

8 

1 ^33 


ba 

h 

O 32 

O 36 

0l5 

O 45 053 


9 

22 

32 

7 

26 

11 


^45 

Cm 

Cl4 

«5 

0^3 

5. 

5i C 35 

1 

37 

41 

40 

36 

43 

42 

^4 

C|5 

O 31 

h 

Osa 

OsG 

Cn 

O 42 Ofo i 

— , 

6 

21 

20 

16 

9 

26 

^20 

h 

h 

bo 

O 23 

O 25 

O 16 

<?40 Uz 


28 

11 

3 

33 

12 

22 

(h 


O 34 

Ow 

Of(j 


&i 

^1 030 


34 

41 

39 

36 

43 

35 


Cm 

0.31 

h 

O 53 

0C5 

Oi2 

O 42 Ofg 


6 

15 

20 

5 

14 

26 


^3 


h 

O 23 

O 26 

O 15 

O 45 05 rt 


18 

29 

32 

10 

25 

4 

ax 

^40 

c« 

Cu 

OTo 

Ofs 

k 

5i C 58 


34 

37 

39 

40 

43 

38 



C|5 

^2 

035 

Oaa 

Cn 

Czi (I 3 


21 

15 

16 

5 

23 

26 

^?S3 

b: 

fta 

h 

025 


O 13 

C 34 


30 

2 

19 

31 

8 

17 
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(h 

^3r> 

Cio 

^15 

a:y 


h 

&. 

€23 


41 

45 

11 

4 

21 

32 

Ur, 

€‘iy 

C21 


C^i) 

Coo 

Cyd 

Cod 

Ck 

„ 

IG 

31 

43 

38 

36 

44 


h 

h 


On 

Coy 

Cyo 

Coo 

ay 


9 

18 

33 

24 

12 

2 

ai 

^45 

<^25 

<5ir> 

ad 


h 

by 

C 2 \ 


1 

45 

11 

30 

10 

32 

«D 


021 

b^ 

CsQ 

Odd 

^13 

Coo 

Gq 

= 

IG 

35 

13 

6 

17 

8 

^^30 

^2 

h 

^0 

C‘i 2 

CiO 

^10 

CoO 

ao 


14 

40 

15 

24 

12 

22 

ay 

Coo 

Cio 

Cyo 


ao 

bo 

i. 

Cio 


34 

45 

30 

4 

10 

21 

Ck 

^16 

C 2 \ 

h 

Cw 

C24 


C30 

«4 

= 

IG 

3 

19 

13 

28 

8 


i2 

h 

h 

^30 

C23 

Cu 

Gdo 

a,! 


23 

29 

43 

42 

44 

39 

«1 

CoA 

Om 

Cyo 


ao 

bo 

by 

C^i 


1 

41 

4 

30 

7 

32 


Cy 4 

<?13 

h. 

<530 

Odd 

Cy 2 

C02 

Go 


31 

35 

20 

27 

23 

26 


h 

h 

h 

^32 

Gd 2 

Cyo 

^GO 

Gz 


28 

39 

16 

33 

12 

29 

ay 

^50 

Coo 

<5i5 

an 

as 

h 

&. 

^3fl 


34 

41 

11 

30 

7 

21 

«5 

^'lO 

Cyo 

h 

^34 

CdQ 

€12 

C02 

a4 

= 

31 

3 

20 

6 

14 

2(3 

^24 


h 

h 

^32 

C02 

Cyd 

Coi 

Gb 


17 

22 

42 

38 

44 

40 

ay 

Coo 

Om 

C|5 

an 

(Id 

h 

by 

Cdo 


34 

1 

4 

11 

10 

7 

as 

C\o 

Old 

&» 

C^i 

C2O 

^13 

^53 

Gb 

= 

36 

3 

G 

19 

18 

8 

^23 

h 

&. 

h 

Cod 

C 3 Q 

Cl 2 

C 02 

Go 


36 

2 

6 

27 

26 

9 

ay 

^30 

<520 

Cyo 

a^ 

Ub 

bo 

l>i 

Czi 


41 

46 

29 

22 

16 

3 

ao 

Co\ 

^21 

h 

C 20 

Csn 

Oil 

Cci 

Go 

= 

5 

19 

43 

38 

36 

44 

CiTi 

&2 


h 

c^d 

Csi 

Cio 

Coo 

a^ 


14 

28 

10 

7 

25 

30 

ay 

^31 

C62 

C\Q 

CCd 

Gb 

6« 

6. 

Cii 


1 

45 

2 

29 

3 

33 

ao 

Cy 

Cl 2 

k, 

C 23 

^43 

<5ig 

^05 

G 3 

— 

5 

42 

7 

21 

4 

25 



h 

h 

C 20 

^45 

Cl3 

^03 

Go 


9 

39 J 

6 

13 

8 

17 

ay 

^^05 

Cost 

<^10 

ao 

Uz 

bo 

6. 

C 20 


37 

46 

2 

22 

16 

33 

ao 

Ol6 

Cy 2 


C23 

Coo 

C\t 

Coi 

Ga 

— 

6 

32 

43 

35 

40 

44 

<^34 

&2 

h 

bo 

C21 

Coy j 

Cyo 

Coo 

Gd 


23 

11 

31 

13 

8 

18 

ay 

Co\ 

C02 

Cio 

ad 

aa 

h 

h 

Csy 


1 

41 

2 

22 

3 

24 

ao 

Ch 

^13 

h 

C02 

^42 

<5ir) 

Coo 

Gz 

= 

19 

42 

10 

21 

11 

25 

^25 

&3 

bi 


^ac 

CdO 

C12 

C02 

Go 


18 

40 

27 

20 

26 

23 
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]'/4 



OiG Ct^ 

h h 4)5 


37 41 

^:ii 


C \4 Cfii 

= 

19 32 

C 2 J h 

G^i 

0\2 C 02 


17 4 

Cza O4Q 

€\i\ Cl^ 1 

ho hi Ca 


37 1 

((c C 51 641 

^3 Gi^ €s2 

Cn ^03 

== 

42 32 


^2 ^13 ^B3 1 

C(i 2 CI 3 1 


36 30 


2 2‘J 
38 35 
16 20 

22 29 
6 31 
10 27 


15 24 
39 44 
26 9 

33 24 
28 8 
26 14 


Se ora da ciaRcuna matrice di una terna, come per esoinpio : 


37 1 

18 17 

13 19 

38 10 

27 16 

14 26 

39 11 

3 15 

12 2 


seegliamo una linea verticale, cioe un triedro, ottenianio im enneaedro, vale a diro tin 
gruppo di 9 piani che insieine contengono lutte e 27 le rotte della supoifide. fai 
terna precedente, addotta come esempio, da gli 8 enneaedri segueiiti: 


(3) 


37 18 13 

38 27 14 

39 3 12 


1 17 19 
10 16 26 
11 15 2 


37 17 19 

38 16 20 

39 15 2 

I 18 13 

10 27 14 

11 3 12 


1 18 19 

10 27 26 

11 3 2 


37 17 13 

38 16 14 

39 16 12 


1 17 13 

10 16 14 

11 16 12 


37 18 19 

38 27 26 

39 3 2 


dei quali i 4 scritti snlla priina linea orizzontale risultaiio dal prendere, nello svilnjjpo 
delle raatrici (2), i soli termini positivi di una matrice e i ncgativi delle altre duo f®®]. 
Per tal modo dalle 40 terne si otterranno 8.40=320 enneaedri, cio6 160 analoghi 
ai (3) della priina linea orizzontale, die cliiaineremo enneaedri della V' eerie, e 160 
analoglii ai (3) della 2.” linea orizzontale, die diremo enneaedri della 2." serie. 

Ora ffli enneaedri della 1," serie so«o identici a quattro a qiiattro, cio6 ciascuno di 
essi scatiirisce da quattro delle 40 terne di coppie di triedri conjugati. Per es. lo 
4 terne: 



hi 

Cm 

h 

(12 

C34 

G}2 

Cm 


% 

ho 


hs 

% 

Ci2 

Gi3 

^53 

^03 

(Iq 

bo 

ClB 

h 

C 14 

^23 

Cu 

Cm 

^04 
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«r, 

(h 

0, 

b^ 

1 

Cf‘i 

Ou* 

(''id 

h. 


^C5 

(^ii 



Cio 


h 

h 

(^43 


^01 

^62 

ai 

Cii 



^13 

«r. 


b. 

h 

C4ii 

«3 

Cir, 

Gi4 

h 

(^Gi 


^21 

^23 



h 

f/j-j 

i>. 

<^24 


<?(il 



ai 

^-15 

(^42 

o'h 



' 

0, 



Cxx. 

C]2 

h 

^02 

^6ri 

Csi 

Cm 



h 

h 





('Gi 



daiino i <t ennoaedH: 

a? 27 H 
3 13 Iti 

12 38 39 

37 Id 27 

13 38 39 
18 3 12 

( 4 ) 

37 18 13 

38 27 14 

39 3 12 

37 39 38 
27 13 18 

14 3 12 

chc sono identici. 

Im i.“ serie coniiene adungiie soUanio 40 enneaedri cUsduti. Oiascmw di questi en- 
nectedri pub, in 4 imniere diverse, essere diviso in 3 triedri \ eiobi !) imni deircnneaedro, 
presi 3 a 3, formano 12 tricdri, ciascun piano upparlenendo u 4 iriedri. Ossia: se si 
assmnono ad nrbitrio due dei 9 piani dell’ennoaeclro, il terzo piano clio con quei due 
completa un triedro appai’tiene sempre airenneaodro niedesiino. 

Invece nella 5,'* serie i 100 enneaedri so^io tuUi differenti: ciasamo di essi iiasce 
da una sola deile 40 tevno di inati’ici, cio6 pub decotnporsi in 3 Iriedri in una sola 
maniem. 
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Assiiraendo nii eniieaedro decoiuposto in 3 triodvi, i ti'C triedri conjugati a qucsli 
Ibrniauo nn nltro eniieaedro; e i due eimeaedri appartengoiio scinpre a serio diverse. 
Per tal mode, un enneaedro della 1." serie, secondo le 4 inaniore di spozznrlo in 3 
triedri, e conjugato a 4 differenti enneacdri della 2.'* serie. Un enneaedro della 1.“ 
serie e i 4 enneaedri conjugati della 2.* serie corajii'endono tutti e df) i piani tritangenti 
della superficie. 

Esseiulo (37, 3, 12) (34, 25, 32) due triedri conjugati, I’equaziono della snirerficie 
piio scriversi cosi: 

ed analogamente, considerando tutti gli altri triedri contenuti nell’onneaodro (4), avreino: 

fn Pn Ps8 = Pit) Pb P 13 
Ihi Pis Pso — Pb i^S3 piB 
PBnPi3P\s~ piiPi Pbb 
Ph PisPs = Pis Pss Ptl3 
P»PsbPii = Pb PiiPti 
VsiPnPsB—P) i)io Pii 
—PiiPinths 
P\sPh Pn=PiBPnPi 
Psi Pii Pu = p.is Pzi P4 
PsbPisPb =p3BP31 Pll 
PssPitPll—PilPs PiB) 

dalle quali uguaglianze si ha subito: 

(Pb pii Pn Pu Pis Pv Psn Pss Psif— If , 

iiidicando con IT il prodotto delle 45 espressioni lineari p. La ricerca dei 40 enneaedri 
della 1. se)ie pub adinujue ridursi al prohlenia di trasforniarc^ medianla Veqiiaeione 
della siipe)ficie, il covariante 11 nella qitinia potenea di urdespressione del 9,'* ijrado. 
Quaiulo si liuscisse a intavolare qiiesto problema, si dovrebbe giungore a riconoscoro 

Pidentitaalgebrica del medesiino con quello della trisozione dello funzioni iperollitticlio 
a quattro period! *=). 

Adottando pei 40 enneaedri della 1* serie la notazione usata dal sig. Jordan per 
rappiesentare le soluzioni dell’equazione di 40.“ grade a ciii conduce il predotto pro- 
blema di trisezione, avreino i 40 enneaedri indicati come segue: 


Cfr. Jordan nei luoghi cUati, 
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A-=f 1. 
B = [l, 
C = [l, 
D = | 1, 
AB = [ 1, 
A C 1 2, 
A D = [ 4, 
B G = i 4, 
BD = [8, 
aD = [l, 
A B 0 = 1 5, 
ABB = [ 3, 
A G D = [ 2, 
B0D = [4, 
A»B -=[1, 
A*G = [3, 
A*D = [7, 
B^0 = [7, 
B* D == [ 2. 
G'D = [ 1, 
A* B G = [ 6, 
A G = [ 8, 
A B 0“ = [ 9, 
A“BD = [3, 
AB*I) = f2, 
ABD»==[2, 
A* 0 D = f 3, 
A0‘'D = [3, 
A 0 D’ = [ 2, 
B» G D = [ 7, 
BC'D = [7, 
BOD‘ = [d, 
ABOD = [0, 
A*BGD = [G, 
A B“ 0 D = [ 8, 
ABC‘‘D = | 9, 
AB0U* = [5, 
A*B*OD = [9, 
A*B0'D = [8, 
A*BOD' = (C, 


2, 

3, 

10, 

11, 

4, 

7, 

12, 

15, 

10, 

11, 

12, 

13, 

2, 

3, 

4, 

6, 

5. 

9. 

13, 

17, 

IT). 

16. 

17, 

19, 

5, 

6, 

10, 

18, 

10, 

13, 

16, 

23, 

6, 

9, 

12, 

20. 

18, 

19, 

20, 

21, 

10, 

14, 

15, 

25, 

4. 

8, 

13, 

21, 

10, 

23, 

24, 

25, 

12, 

18, 

21, 

24, 

0, 

8, 

14, 

16, 

12, 

13, 

14, 

18, 

8, 

9, 

11, 

19, 

11, 

14, 

17, 

20, 

6, 

8, 

16, 

23, 

2(5, 

27, 

28, 

29, 

10, 

12, 

17, 

24, 

11. 

13, 

16, 

22, 

11. 

12, 

10, 

21, 

0, 

7. 

14, 

22, 

4, 

9, 

16, 

24, 

6, 

7, 

17, 

25, 

11, 

20, 

21, 

22, 

10, 

19, 

28, 

29, 

11. 

18. 

31, 

32, 

16, 

19, 

22, 

25, 

12, 

23, 

27, 

30, 

15, 

20, 

2(5, 

29, 

13, 

18, 

22, 

23, 

14, 

18, 

20, 

25, 

16. 

19, 

21, 

23, 

13, 

2D, 

27, 

28, 

17. 

21. 

2C, 

30, 

17, 

19. 

20. 

24, 

14, 

24, 

27, 

29, 

16, 

22, 

26, 

28, 


18, 

19, 

26, 

27 1 

20, 

23, 

28, 

31 1 

14, 

15, 

16, 

17 J 

6, 

7, 

8, 

9J 

21, 

25, 

29, 

33 ] 

20, 

37, 

38, 

39 1 

20, 

34, 

35, 

30 J 

28, 

34, 

42, 

44 1 

28, 

37, 

40. 

43] 

22, 

23, 

24, 

25 J 

29, 

36, 

41, 

43] 

29, 

39, 

42, 

45] 

27, 

40, 

41, 

42 J 

31, 

36, 

38, 

45 ] 

22, 

24, 

30, 

32 ] 

27, 

37, 

38, 

39] 

27, 

34, 

35, 

3(5 i 

31, 

34, 

42, 

44 J 

31, 

37, 

40, 

43] 

30, 

31, 

32, 

33] 

30, 

35, 

40, 

45 1 

32, 

35, 

40, 

45 ] 

33, 

3(5, 

41, 

43] 

30, 

38, 

41, 

44] 

32, 

38, 

41, 

44] 

33, 

39, 

42, 

45 ] 

20, 

40, 

41, 

42] 

30, 

43, 

44, 

45] 

33, 

43, 

44, 

45] 

28, 

30, 

38, 

45] 

33, 

36, 

39, 

411 

32, 

35, 

39, 

41] 

33, 

35, 

37, 

44] 

32, 

34, 

39, 

43] 

30, 

34, 

39. 

43] 

32, 

34, 

38, 

40] 

31, 

34, 

38, 

40 ] 

29, 

35, 

37, 

44 ] 

31, 

36, 

37, 

42] 

33, 

30, 

37, 

42 ] 




Omnona, tomo 111 
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Limitiamoci a considerare questi 40 enneacdri della L» serie. Rispetto ad iino qua- 
limqiie di essi, p. e. I’enneaedro (4) il ciii simbolo e A* 0, gli altri 39 si dividouo in 
dne classi; I’liiia di 27, 1’altra di 12 enneaedri: I’cnneaedro (A’' C) clio si considora a 
parte ha un triedro comune con ciasciin enneaedro della 2.“ clnsse, e invece lia lui solo 
piano comiine con ciascun enneaedro della classe L* 

I 12 enneaedri della 2.’* classe si spartiscono in 4 gruppi; ciascun gnippo, com- 
posto di 3 enneaedri, corrisponde ad una decoinposizione del prime oimeaedro (A“ G) 
in tre triedri. Ecco la 2.“ classe, relativa ad A* G: 

(triedro comune con A® 0) 


(BD 

.... (37, 


12) 

ABC®D 

.... (27, 

13, 

38) 

(A'BCD 

.... (14, 

18, 

39) 

(ABGD 

.... (37, 

13, 

18) 

A’BD 

.... (14, 

38, 

3) 

(BC®D 

.... (27, 

39, 

12) 

(AG 

.... (37, 

38, 

39) 

A 

.... (18, 

27, 

3) 

'C 

.... (13. 

14, 

12) 

/A®BC®D 

.... (37, 

27, 

14) 

jABD 

.... (39. 

13, 

3) 

(BCD 

.... (38, 

18, 

12). 


Anche i 27 enneaedri della 1." classe si distribuiscono in 9 gruppi: ciascun gruppo 
essendo costituito da tre enneaedri aventi col prime (A* C) uno stesso piano comune. 
Qiiesto piano 6 poi comune anche a 4 enneaedri della 1.“ classe, appartonenti a gruppi 
different. I 9 gruppi della 1.* classe, corrispondendo ai 9 plani dell’ enneaedro pri- 
mitivo (A®C), si possono riunire a 3 a 3 in 12 tome, per mode cho i .3 gruppi di 
uiia torna corrispondano ai 3 piani d’un triedro dell’enneaedro primilivo, Ecco i 9 gruppi 
di l.“ classe relativi ad A®0: 


(piano comune con A® 


D, 

A® CD, 

AC®D 

. . 3 

B. 

A® BO, 

ABC® 

. . 12 

AB, 

BC, 

AB*C 

. . 18 

ABC, 

A®B, 

B*0 

. . 14 

AD, 

GD, 

ACD® 

. . 18 

ACD, 

A*D, 

0*D 

. . 27 

B®D, 

A®B®CD, A®BOD® 

. . 37 

AB‘D, 

B®OD, 

ABGD® 

. . 38 

ABD‘, 

BOD®, 

AB®GD 

. . 39 


0) 
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Dunque iino stesso piano (come 3) b comme ad S enneaedrif distribuifi in due qua- 
derne (BD, A*BD, A, ABD; — A^C, D, AO^0, A^CD); due enneaedri di ana stessa 
quaderna non hanno altro piano comune; ma tin enneaodro della prhna qtiaderna cd 
un enneaedro della seconda hanno in comiine altri due piani die con quello formano 
triedro^ H numero di queste coppie di quaderne conjugate e per conseguenm uguale al 
numero del piani^ doe 45. 

Un iriedro (come 12, 13, 14) e comme a due enneaedri (A^O, C); il triedro conjugafo 
(2, 19, 26) e comune a due altri enneaedri (A, AC); di questi 4 enneaedri due qualtinqite 
hanno 2 in triedro comimey il cui conjugato b comune agli altri due. Oasia, i 4 oiineacdri 
si possono decoraporre ciascuno in 3 triedri per modo die i tviedri deiruno appar- 
tengano rispettivamente agli altri tre. Questi 4 enneaedri nascono da iina stessa torn a 
di inatrici; cosi che il numero di tali quaderne di enneaedri b il medesimo delle terne 
di coppie di triedri conjugatiy dob 40 *). 


Queste pvoprielA coincidono con quelle cho i! prof. Cleusou ha dimoslrato per le ao- 
luzioni del probloma della trisesslono delle funzioni Iporollittiche, nolla sua clcganlo Mcnioria 
Zur Theorie der binUrtn J^ormen fieoliHier Ordnung und zur Drcitheihing der kyperplUpiiscIien 
J^metionen (Mom. della Society di Qoltinga, 1869). 
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GRUNDZUeiS RINBR ALLGEMErNfiN THEORIE 
DER OBERFLACHEN IN SYNTHETISCHER BEEANDLUNG. 


Hoolivorehrtostor Horr Professor! 

Ala Sio mir vor faafc drei Jalimn als Gesclionk dos Tlorrii Vorfassera dio orslo Abihoihmp; 
dos Workea liborsandton, das ich in doul/Soliom Gowaudo Tlinoii darzubi'ingon mir orlaubo, 
spracliou Sio in dor bogleitendon Zuscbvift gegon mioli don Wunach oinor TJoborseUinig aua, 
den ioli hierduroh vorwirldichi babe, Ihr Rath kom moiiior Noigung oiiigogon, dor IIgit Ver- 
fassor gab mit liobonswurdigor Boroitwilligkoit aoino Einwilligiing zur TJoborsoiziing und vor- 
aohaCEto mir auoli dio Zustimmung der Acoai>i5mia nnr.LE Boienze dell’Istituto ni Bologna 
zu diosom Untornolimen. in deron Momorin (II" Sorio, T. 6.n» p. 91-130; T, 7.«, p. 10-78) dna 
italiiinischo Original zunachat eraohienon iat. Dor Tilel dosaolbon laiiioL in dor Soparalanagabo 
^VrdiniinaTi di iina ieoria geomeivica dello sugwrfioiCt di Luiai Ckemona Profosaoro proaao il It. 
Tatituto Toonioo Suporioro di Milano. Si vondo prosso il Tipogi’afo Francesco Zanetti, Milano^ 
via del Soiiato, 26. » Dasselbo bildoi die ForLsoizung zu dom fnihor orachicnonon Worko dossol- 
bon Verfassora « Inlrodimom ad tmateona geoynclrim dollo curvo 'pianOi pol De, Duigt Cremona, 
profeaaoro di Goomotria Suporioro nclla R. UnivoraittV di Bologna. Bologna, Tipi Gamberini o 
Parmoggiaiii, 1862 ». Jouer golohrton KOrporachaiL und dom Ilorrii Vorfasaor orlauboich mir boi 
dicaor Gologonlioit fiir iliro giitigo Erlanbnisa moinon auirichtigon Dank auazusprcohon. 

Moin vorohrtor Frouiid, Ilorr Profosaor Cremona, gingabor nocli woilor. Fr liai dom Ori- 
ginal ©in 6 grdaaoro Zabl handsohriXUiohor Znsaizo boigoCiigfc, dio im Voroino mit dom dr it ten 
Tlioilo, der obenfalls im Original© nloht vorhandon ist, dor Uoborsolzung in Bozug anf Vollatftn- 
digkoifi dor Dnierauohungon wohl oinigon Vorzug vor lonom gobon, wenn ea aiiob immoglioli 
«ein diirfto, in dor TJobertrngiing don glanzenclon, gofiilligon Stil dos Originals zii orreiohen, 

Das lotzto Capitol dos zwoiten Thoilcs mid dor ganzo dritio Tlieil sind dio Uoborflotzung dor 
Capitol lY-XI dor grosson Abliaiidlimg dos llorrn Yerfassors iibor dioFlftolion driitor Ordimng, 
Tvolebor 1866 dio Hftlffco dos StolnorsoJion Proisos diiroh dio Borlincr Akadomio zuorkannl wiir- 
do *), imd die in den orston beidon Holton dos 68. Baiulos dos ((Journals liir dio roino und ango- 
wandto Matliomatik» nnter dom Titcl oraoliionon ist: (tM^moire de Gdometrie pure siw los 
turfaoGs du iroisUme ordre, fPar D. Cremona il Milan) », Dio orston droi Capitol dioser Abhand- 


Die ftiiclftro Il^Uto wimle Ilorrii Dr, Rudoli/' Storm zuorkanat, il(3JjflOii Work, litiohet instnictiv ihul 
i-eioU au Rosulfcaton, luitor (loin Titol vorSfteufclioht ist : Unternuchnuffcn ilhei MUehen drUiei* 

nunffi Leip-zig 1867. 
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lull? kaiiu mail als eiuon kurzoii, mir das fur dio ciibisohon Fl/iohou NdMii^o smsamnionfftHa^^n - 
don Auszug ann dera italitinisclion Worko ansohon. 

Baas mir vergonnt war, dicso wichiigo Abluindlung moinoi UoburauLzung oinvcrloilHui zn 
diu'feu, verdanke ioli zunaohst dem Horrn Verfassor, dor mir dio ICrluiilinirta zu diosor Avbnii 
von dem Pleransgober do'i Orellc'Borchardtschoi Joitrmils Ilonui ProIoBHor I^ouciiaudt mid dom 
Verleger dosaelben, Horrn Huoliliandler Betmeu in Borliii orwirkio. Hoido IH^rrou Inibna *)a«u 
Hire fremidlicho Eiuwilliguiig boroitwilligrtfc orthoili, wnfilr icli ihium liiorduroii nioiuon vovliihd ^ 
liclistoii Bank auaziiBprechen nicht uulorlnBSon kaum 

Urn Ilmen dnou Rclmollen tJoberblick iibor don Uinfaiig dor ZuBiiize zii gobtm, duroU woUdin 
dm doutRcliG Ausgabe gegon das italxnimohe Original orwoitcrL inti orlaiibo ioli mir liior niiio (Jo- 
goaubcrsteliimg dor Nummorn odor Paragrapbon dos Originals uud doi l/oborsiM-znng folgmi 
zu lasson. 


Original; 


Ubbersktzung ; 

N.o 1-44 


N.® 1-44 

— , . , 

. . . 

. . N.o 45-47 (Non). 

N.o 46-07 

£:= 

‘18-00. 

N.® 01 *)-70 


N.o 6l~70. 

. . 1 

> . . . 

. . N.o 77-82 (Non). 

N.“ 77-90 

- 

N.o 83-90. 

» ' 

1 • t • 

. . N.o 07-112 (Non) 

N.® 91-06 


N.o 113-117, 



. . N.o 118-110 (Non). 

N.» 06-110 


N.o 120-140 

. . . 

, , . 

. . N.o 141 (Nflu). 

N.® 117 


N.o 142. 

. . . 

. . . 

. . N.o 143 (Non). 

N.® 118-131 


N.o 144-167. 


. . . 

. . N.o 168-280 (Noil). 


Hoi r Professor Cremona bab die wei tore Premidlichkoit gob abt, auf moino HiUo din Pio^ 

oa ziigo oiner genauon CoiTectur m nntcrziehen, dainii daduroli otwaigo MiBSvorHtdndnisHo 
mciiieiHeits vermieden iviirden. Welchor Diciisl dor ITobersoLziing dadnroh goloistot Icnnn 
nur ich binrcieliend wiirdigen. 

^ Was die Uebersotzung selbst anbotrifft, so babe icli mich fd.rong an dun Original golmUnn, 
1 la 0 nur niit Billigung des Herrn Verfnssors die Bozoiohnung durcli das ganzo Werlc in dor 
r ein oit ic i gemacht, dass ich Punote duroh Weino cloiitsobo 'Ouolirttabon;, Curvon duroli dor- 
nio Placben duroh grosse latoiuiaclio Buohsiabon bozoiebnoto. ZaljlonworUin> 

"fViA ^ Vi?^ Singularitftton dor Curvon nnd FUiolion, aincl diirch griccbiHobn 

”^2ung8symbole wio Siimmonzcioben u, dgl., dui'oli grosBC doutsclio Bncfi- 


Thoru den h September 1869 . 


Dio Nunmiom 58^ fohlca im Orlginalo, 


M* OUBTZlil. 
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ERSTER THEIL 


auwKi. v\. 

Linoaro FIKchousystoino. I**®] 


45, Ein Ebenennetz bcslclil aiis ailon Eboncn, wclcho diircli oiii and donsolbeii Piinct 
(Millelpuncl) gehon. Simhlen des Not?, os beisscn dio Gcradon die durch don Mittolpunct 
gchon. 

Zwei Ebononnelze licisscn veoipnh, wcnn dio Eboncn dcs einon don Stralilon dcs andcrn 
einzolii entsprcchen, in dor Art, dass don Eboncn dcs einon Notzos, dio cin Bilschol bilden, 
das hoisst, dio durch cin und donsolben Strahl golion, im andorn Nolzo dio Strablon oines 
Bli solids oiitsprcchon, das hoisst dio Strahlcn, dio in cin nnd dersolbcn Ebonc durch dcn- 
sclbcn Pimot gohon. Das EbononbUschcl und dns ontsprochondc Stiahlcnbftscliol sind 
projoetivisch. 

Ebenn Pmctreihe ist dor Complex allor an Zalil zwoiinal unondlichor Punoto oincr Ebcnc. 
Strahkn oinor ebenen Punctreiho sind dio Goradon, dio sio ontldllt. 

Zwei ebeno Punctroihen hoisson reciprolCy wonn don Puncten dor einon dio Stralilcn der 
andern in dor Art ontsprcchcn, dass don Punclon dor einon Ebone, die oinegoradcPunctrciho 
bilden, das hoisst silmintliohaui! oiiioni Strahlo licgon.in dor andcrn Ebono die Strahlcn eincs 
Busch ols, das hoisst, dio Strahlen ontsprcchcn, dio sieh in eincm Punoto kreuzon. Dio gerndo 
Punctreiho und das ontspreoliendo Strahlcnliiischol sind projeotiviscli, 

46. Gegoboii zwei rceiproko Ebeneunotzo dcron Mittolpiincto », 0, sind. Man verlangt 
den Ort P der Punoto, in wolchon dio Strahlen dos erstoii Notzos dio cntsprechondon Ebenon 
dcs zweiten Notzos schuoidon. Eino Ebono A dio lioliobig durch t% golegt ist, onthdlt ein 
Strahlonbiiscliel dos erston Notzos und sohiicidot dio ontsprcchondon Eliencn des Notzos 
(»,) in einom zweiten Strahienbttsohel, (lesson Mittolpunct dor Punot <i ist, in wolchem dio 
Ebono A von dem Strahlo a, getroffon wird, der ihr im Notzo (»,) ontsprieht. Da beide Strah- 
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Icnhiischel projectiviscli sind, so erzeugen sie einon Kcgolschnitt, dor duroli s imd a golit, 
das heisst, jcde beliebige Ebene diirch s schneidet P in einom TCogolsehnitto. Da dor Punct 
a auf dem Kegelschiiitte liegt, so gelit dio Ebene A„ welobo deni Strahloisct^a onlsprielit, 
dureh a; dieser Punct ist aber aiich dor Duvolisohnitt dor Ebene A mit dem Stralilo , 

imd folglich ist dio Flaehe P auch dor Ort dor Piincto, in donen dio Stralileii dos zivoiton Wotzes 
die entsprechonden Ebeneii dos orsten treffeii, Man kann dahor in dorsclben Art bowoison, 
dass P auch von jeder Ebene, die duroh s, gohl, in cinom Kegolsoiinitto golroI?en wird. 
Die Fliiche kann nicht raelir als zwei Puncte mil ciner beliobigon Geraden g gemein liabon. 
Denn der Kegelschnitt, welclier P und der Ebene sig gcmoin ist, sclmoidot g nur in zwei 
Puncten. Folglich ist P cine Flaehe zweiter Ordnung. 

Ein Strahl g des ersten Netzes trifft P aussor in nocb in oinoin zweiton Piinolo, dem 
Dlirchschnittspuncte von g mit der enlsprechendon Ebene Gi des zweiton Notzos, Dieser 
zweite Punct ist dem Puncte s unendlicb naho, wenn G, durch iV,i, gobt, iolglicli ontsprioht 
dem Strahle ss, des zweiten Netzes die Tangential olicno von P in o, und dom analog ont- 
spricht die Tangcntialebene in e, dem Strahle des orsten Notzos. 

Es sei S die Tangential ebene in m, Dann bilden dio Stralilon, dio in dieser Ebonc duroh 
i> gehen, ein Biischel und entsprcchen den Ebcnen, dio durch as,!,”, gohon, Di'eso sohneiden 
S in Geraden, die ein Bilsehcl bilden. Die Biisohel sind projcclivisoh und habon entweder 
zwei reelle vcrschiedene Strahlen gomein, odor zwei ziisamnienfallondo gomoinsaine Stralilon, 
odor keine zusammcnfallendo Strahlen, oder es fallen ondlicli alio Stralilon zusannnon. Tin 
ersten Falle ist die FlSehe windscliief, im zweiton ist sic oin TCegol, ini drilten ist sio oino 
Fhieho mit clliptischen Puncten (25). Im lotztcn Falle bo.stoht dio Pladie P aus dor Ebono 
S und einer zweiten Ebene. *) 

47. Umgekchrt beweist man leicht, dass jedo beliebige gegebone Flfteho zwei Lor 
Ordnung auch auf unendlich verschledene Arlcii mlttolst zwoior rociprolter Ebeiioiinelzo 
erzeugt werden kann, deren Mittelpuncte zwei beliobig auf ilir angonomineno Puncte 

sind. Und hieraus ergibt sich die Construction einer Quadridtlobo von dor noun Puncto go- 
geben sind. **) 

Analog kann man den Satz aiissprechet. Sind zwei ebene Punctreihon veciprok, so ist 
die Enveloppe der Ebenen, dio duroh einen beliebigen Punct der einon Ebone iiiid don ont- 
sprechenden Strahl der anderen Ebene bestimmt werden, ohie.Oborflftohc zweitor Classe. 
Einc Flaehe zweiter Classe kann umgekehrt immer auf unendlich vorschiedono Artcii iiiit- 


( • -*1 und Klaasifilcation der FldoJien dos eiceiten Qrndos milteM 'projek 

ZTo ' vorgloioho auch 

Rete, Genmetne der Lage (Hannover: 1868) 2. Ahth. S. 26. 

drutni ' geometrici ad superfioiem seoundd ordinis per data pimota con- 

siruendam spectanih sohdio nova (Vratislaviae; 1882). 
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telst zwei belicbiger von ihron Tangontialoboncn erzeiigt wcrden, die reciproko ebcno Piinot- 
roilien sind. 


ZWEITER THEIL 


Oapitbi, I. 

Polarfliiclion In Bozug anf «liio Fliichc boliobigoi* Oi'dnung. ['“] 


77, Jls sci o cin gegobonor Pol, P oino bcliobigo Ebcno, a einor dor Punoto, in doiion die 
Fiindamcnlainaelio von dom Strahle gosclinittcn wird, wclclior von o nach dom Puncte 
p von P goht, ondlicli a' derjcnigo Punct dessolbon Strahloa, ftlr welchon das Doppcl- 
vorlillltniss (optttV) cinon gogcbencn Worth X hat. Dor voin Punctc a' boschricbeno Ort, 
wcnn rt sich auf F,. bewcgl, ist offonbar oino none Flilclio F',. dor Ordnung v, dio dor ge- 
gobenen projccliviscli (homografUiiseli) ial. Dio l)oidon Flttchen wordon von dor Ebono P 
in cin und dcrsolbon Curve v-tor Ordnung geschnitlcn, inid haben also (dO) nook oino ancloro 
Curve dor v(y — l)-ten Ordnung gomoin, dio aut oinorFlilcho ,%-\ dor(v— D-ton Ordnung 
liegt, dio in Vorbindung init dor Ebcno P oino Fhlclio dos BHschols (F,. , FV ) bildot, 

Dio Flachon Fy , dio man orliftlt, indoin man sicli don Worth dos VcrhSltnissos X voriin- 
iloren lilsst, l)ilden oino Eoihc vom Indox v, Denn isl a' cin boliebiger Punct im Raumo, 
und schnoidot dor Strahl oa' die Flllcho F,. in v Puncton ct und P bn Punclo p, so gebon 
dio V Wertho des Doppolvorhilltnisscs (opaa') v Fladien F,. dio durch a' gchon. Dio 
Roiho onlhalt die gcgobenc FlachoF,. , dicv-mal gozflliltc Ebono P, und don Kegol, dossen 
Scheitcl in o liegt, nnd dcsson Directrix dio Curve PF,, ist, Ftir X=l, 0, co fftht iiainlich 
dor Punct «t' beziiglioh mit a, p, o zusainmon, 

78. Es sci t oin Punct dor Durolischnittsourvo dor Ebonc P mit dor oraton Polarflaohe 
von 0 in Bozug auf F,, . Die orslon Polai’flaclicn von o in Bezug aid F,, , F',. sind offonbar 
porspoctivisch, und folglich ist t auch oin Punct dor orston Polarflaeho von 0 in Bozug 
auf F,, und folglich aucb (74) dor orston Polarflaohc von 0 in Bezug auf jedo Fiaohe des Bu- 
sch els (Fr , F,, }. Umgekert gehen also dio Polarcbcncn von t in Bezug auf die Fladioii dos 
gonannton Bllschels durch 0 . Unter dicsen Flachon betrachten ivir diojonigo, wolehe 
duroh i geht. Fur dioso ist 01 onlwodor Tangonte in t, odor t ist oin Doppolpunct, Ware 
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abcr i kein Doppeipiinct, so wurde, da die Flftcho, uin die cs sioh liandcH, aus dcr Eboiio 
P uiid aus ziisammeiigesetzt ist, to iiicht Taugonte soin kSnnoii; foiglioh ist t oiri 
Doppelpunct, das hcisst SK—\ gelit durch t. Dio Plkche 5K-\ goiii- also dureh dio Dnroh- 
schnittscurve der Ebene P und dot ersten Polavo voii o in Bezug aut F,,, 

79. Llisst man ). vai'iieren, so bildon die Flftchen cine lloiho vom Index v—l. Ist 
niimUch ct, ctubeliebigerPmict ctiifF^ , nnd dcr Stralil ott,, schneidot F,, aussordom iioch 
inaitCt,, . undPinp»,so gebendio v— 1 Werthedos Doppolvorhallnissos a, ) 
die y— 1 Fladien P, die duroli ct^, gohenund von F,, verschiodon sind, Ihiionoiitspreelieii 
ebensoviel Flftohen ,5C-i, die ebenfalls durch ct,. gehen. Es ist somit bewioaon, dnss dnroli 
einen beliebigen Punot von F^ v — 1 Flachon SK-\ gohen, diesolbo Eigonschatt Imt also 
aucli fiir jedon Punot des Eauincs statt. 

Niiliert sicii eincr der Puncto ct,, <tj, . . . , ct,—, uncndlich dom Piinelo a,., so golit dio 
Pliiche S^_\ durch den Bertthrungspunct von Fv init oinor Tangente, wolcho von o ausgclit; 
fallt also F'v mit zusainmen, so fallt auoh SK-\. mil der orston Polarnitcho von o in 
Bezug auf ziisamniPn. Wenn ct,. in die Ebene P lillll, das hoisst, tvonn P',, in dio v-nial 
genommenc Ebene P degeneriert, so bosteht dio entsprochendo Fliloho ans dor 
nSmlicJicn Ebene (v — I)-mal genominen. 

80. Die EinhHllende(48)dDrF]aclien P,, ist der Kegel K dor v(v — l)-ton Ordniing, dossoit 
Sclieitel 0, nnd derselbst der FlaoheFy urageschrieben ist. Wonn nJlmlich zwoi von don 
Fladien F',. , die durdi denselben Punot ct'gehen, ziisammeiutallon sollon ,80 gonftgt cs, wenn 
Oct mit oilier Tangente von Fv zusamineiiMlt. Dio Doppol-(KnotGn-) Curvo diesor EinlitU- 

londen besteht aus den - y(v — i)(y — 2 )(v— 3) BiUngonton, wolcho man von o aus an 

Fy legenkann; dieCiispidalcurve ontsteht ebonso aus den v(v — 1) (y. — 2) 0aculiorondon(07), 

Der Kegel K beriihrt F,, iSngs einer Curvo der v(v— 1)-ten Ordnung, dio ani oinor Flil- 
die (y~l).ter Ordnung - der ersten Polarflaoho von o -- liegt und also F,, aussordom langfl 
ciner Curvo vfv-l)(y_2)-ton Ordnung schneidot, die auf oinor Flacho (v— 1) (v-2)'tor 
Ordnung liegt. ) Die erste Curve ist der Ort der Puncto fUr wolcho cino dor FUlohon F', 
mit F,. zusammenfallt ; dagegen fallen in jedem Puncto dor zwoilen Curve zwoi dor F',. 
zusanimen, die von Fy versclneden sind. In jedem diesor Puncto fallon auch dio boideu 
entsprccheiideii Fladieiu^^C, zusainmen, und diozweilo Curvo ist also dor Durchsolinitt 
vonF imdder Einhiillenden der J^_i. Diese Einhiillende ist foiglich oinolFlfioho S dor 
(y-l)(v_2).teii Ordnung. 

^lidera Puncte der von o ausgehenden Osciilieronden fallen clrei auroiiiaiidef- 
0 gendePy ziisammen, und foiglich fallen auch in jedem dor v(v— 1) (y— 2) (v-.3)Piineloii, 
m weeien Py von diesen Geraden gesohnitten wird, drei aufcinandorfolgondo Flaohcii 


*) Mao vergleiche N. 138, Amoei-kung. [Quosto Opero. t. l.o nota a p. 414J. 
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zusammon uiidebenso gibt 03 in jcdcm der ^ v(v — 1) (v— 2) (v — 3) (v~4) Diuch- 

gohnittspuiicten dor F, mil den Bitangontcn zwel gctrennlc Paavo zusammenfallendor Flil- 
olion . Dio ei'sten Puncto sind <also Stillstaiidspuncte luid die zwoitoii Doppclpuiieto flu- 
die Eiuhilllondo S, das heissl, dicsc Einhiillendo Jial cine Cuspidalcurvo von dor Ordniiiig 

(v — 1) (v — 2) (v — 3) und einc Doppelcurvo von dor Ordnung ^ (v — l)(v — 2)(v — 3)(v — 4). 

82. Da alio Flftchen durcli dicsclbo Curve dor (v — l)-ten Ordnung, die in der E- 
bene P liegt, gelien, so ist dio zwei Flllclion .5W-i gemeinsciiatlliche Curve und folglicli 
auch die Bortilirungscurvo zwisclicn cinor und dor Einhtdlenden S von der Ordnung 
(v — l)(v — 2), Untor don Flaohcu befindol sioh aucli dio erslo Polarfljiche von 
o iuBezugaufF,. , und dio Beriihrungscurvo zwisclicn S und genannlor orslon Polarfladio 
hatv(v— 1) (v — 2)Puncle railF,, geinoin,dio nichts andorcs sind, als dio Bcrlilirungspuncle 
dor Osoulierondon. in jodem dioser Punolo fallen ntlmlich zwei F', , also aueh zwei 
zusammeii, imd da cine dor lotztoron dio ersto Polarllliclio von o ist, so borilliren sioh in 
ilinon dio orsloPolarflacliovono undS.Durch v(v — 1) (v — 2) drei Flilclien v-tor,(v — l)-ter, 
(v — 2)-ler Ordnung gomoinschaftliclio Puncto knnn koine woitoro Flilolio dor (v-- 2)-leu 
Ordnung gclicn, also berilhrt S dio ersto PolarlUlelic kings cinor Ouivo, die anf dor zwoiton 
Polarllacho liegt. Dieao Curve ist der Ort dor Puncto, filr welclto zwei zusaminonfalloii, 
doron eino dio ersto Polarfladio ist. 

Dio orstoPolarflilche und dioP'liloho S sclmcidcn sioh also iioch liings cinor andorn Curve 
dcr.(v — J) (v— 2) (v— 3)-ton Ordnung. In jodem Ikincto dersolbon fallen zwei von dor oraten 
Polarfladie vcrscliicdouo zusammon, und folglich fallen dort auch zwot Flilehon 
zusammon, wo SK-'i dio Flholio der (v — 2)'ton Ordnung ist, wolclio diirch die goinoinsehaft- 
lieho Durchsclinittscurvo (v — L)(v — 2)-tor Ordnung der erston Polarllfielto und liin- 
dniohgolit. Dioso Curve dor (v — 1) (v— 2) (v— 3)-tc]i Ordnung ist folglich dor Diirclisohnitt 
dor erston. Polarllacho mil dor Einhtlllondon dor Dioso Einhilllondo ist also oiuo li'lUcho 
S' der (v — 2) (v — 3)-ton Ordnung. 

Dio Flilclien bildon cino Roihe vom Index v — 2. Donn durcli oinon boliobigon 
Punct dor orsten Polarlliiclic golioii v — 2 von der erston Polarfllielio vcrscliicdone Flilehon 
denon eboiisoviolo Flilehon ontsproohoii, dio durcli don nilmliolioii Punet golion. 

Dio Beruhrungspiinote dor Bitangonten sind also die Diirohschnitto droior Plilolion: dor 
gegobono Fv , dor erston Polarllilclio von o und der It'lilcho S', der Einlitillondon der 
Fladien 


*) Von diosou dor Pliiolio S nnd dor oretoii Polarfllielio gomeinsoliatfcliohon Ourvon triflft dio 
orflto r>. in don BoriUiraiigspunoteii dor Osouliorondon } dio aweilo in don BoriihnmgBpunolon 
der Bitangonten, 
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Capitel IV. 

iiiwciulHiigen iiitf rtovelojijMiblc* niiciiGH. f®**] 


97. ffir wollfiii jetzt atuielimcn, die Fundauiciitalflilclie F soi cine Devcloppable von 
(lev Ordnutig p und dev Cksse p., niit (a Doppelgencratrixon, 0 slationiifcn Geiierati'ixcii, 
einer Ciispidaloiirve v-tcr Ordiuing, die p stationavc und o' Doppolpuncto besitat, und 
einer Knotcncurve von der Ordming i Es sci ausserdem ; 

a die Zahl der stationaren Tangentialcboncii und 

•(' die Zahl dor Bitangentialebenen von F (das hoisst, dor langs zAveier gotrcnntor Goiic- 
ratrixen bcitihrendcn Ebeiieji) ; 

a die Zahl der Goraden, dw man von oinem bclielrigon Piinoto so ziclion Icann, dass sie 
die Curve (v) zweimal trelien ; 

T die Zalil der Gcraden die gleicbzcitig in einer boliebigen Ebono und in zwoi Tangcn- 
tialebencn von F liegen ; 

■/j die Classo der doppcltbcrilhrcnden Developpablon dor Curve (v); 

•/. die Zahl der Gcraden, welche durch oineii boliebigen Punot gohon, und dio Curve (5) 
ill zwei Punoten sehneideii; 

die Zahl der Puncte der Curve (v), durch welcho Gorado gohen, wolclio dioso Curve 
anderwoitig bertlliren: diese Puncte sind fUr die Curve (0 stalionilr ; 

A die Zahl dor Puncte, die in droi getrennten Genoratrixen von P liogcii : dioso Piincto 
sind oh’enbar fttr die Curve (J) di-eifach. 

Zwischen dieson Zalilen haben wir (10, 12) die Gleichungon : 


p=p.((,._l)_2(r-K)-’3a, 

P— v(v— l)~2(a4-a')— 3P, 

P- == p (p — 1) — 2 (I -1- <0 ) — 3 (v -f 0) , 

y =S5 p (p j) — 2 (vj -(-w) — ■ 3 (p. -j~ 0) , 

3 p— 6=3 (j, -I- y — « =5 3 V + p, — . p , 

2(ri'|-M)4-a=p(p — 4) — 20 , 

welche sechs unabh4ngigeii Belationen gleiohgelten. Wir wollen jetzt di’oi andoi'e Gloiehim- 
gen bestinunen, welche ziu' Bestimmung von X, x, % dionon *). 

98. Es sei o ein wfllkilrliclier Punct. Jede Ebeno, dio dureli o goht, soluioidet dann F 
m einer Curve I von dcr Ordnung p und dor Classo p. mit 4 4' g) Doppcipuiieton und v -{- 0 


dimensions (2. od.) pag. 465 u. ff., wo abor dio Singulft- 

flurnli a ' R H vorliogeaden Untersuoliung wiu'do dor Vorfassor 

ilL ? untorstiitet, doaeu or hiordurob aoinon 

nerziioastott Dank aussprioht. 
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Stillstandspuncien (9), Diosclbo Ebcjie schneidct dio orsto Polarflftchc von o in Boziig auf 
F in ciner Curve der (p — Ij-tcn Ordnuiig, welelic durch die S+w Doppelpuncle und die v-f-0 
Stilistandspuncte von I liindurchgclit. In dieson letzlen Puncten hat sie mil dor Curve I 
dieselben Tangenten*). Daraus folgt, dass dio Classe der Curve I gleich ist: 

|j,==p(p_l)_2(a-l-(o) — a(v-hO), 

da dieses die Zahl der Tangenten ist, die mail von o an geminnte Curve zielien kanii. Diesc 
Tangenten sind auf der Sohnillcbcno dio Spuren dor Tangentialeboncn von F, dio durch o 
golien. Die orste Polarflacho von o in Bczug auf F schneidct dahcr F langs der boidcn Cur- 
von (4), (v), lilngs dor to -[- 0 doppclten und slationarcn Generatrixcn und lilngs dor BeriSli- 
rungsgeiioratrixon dor p. Tangonlialobenou, die durch o gchen. 

Dio Gleichung 

p (p — 1) = |i- 2 (6 + w) -j- 3 (v -j- 0) 

zoigt, dass bei dem vollslilndigon Durchschnitl von F und der crsloii Polarfliiclic dio Ciu'vc 
(i) und dio to Geradon zwcimal zahlen, wiihrend dio Curve (v) und dio 0 Goradon dreimal 
zu roohnen sind. Die namlicho Gleichung lUssl erkcimon, dass der uiugescliricbcne Kegel 
mit deni Sclioltol o aus den p, Tangcntialobonen, dem Perspcclivkcgel der Curve (6) zwei- 
nial gezllhlt, dem dreimal gercchnoten Porspoctivkegel der Curve (v) und aus don <o~}-0 
Ebenon zusammengesotzt ist, wolcho durch dio doppellon und die slationarcn Gcraden 
hinduroligohon, jeno zwoinial und dioao dreimal gezkhlt. 

99. Ist dio sohnoidondo Ebone, die wir durch o gclogl habon, oino der p, Tangontial- 
obenoii, und ist t dio Bortthrungsgonoralrix und m dor Puncl, in wolchom I dio Curve (v) 
boruhrl, dann erliillt dor Schnitl I der Devoloppablon F (13) in ut einen dreifaohen Puncl 
mit drei Zwoigen, wclcho von dcrsolbon Tangcntc I berhlirt werdon. Dio orsto Polarcurve 
von o in Bczug auf I hal also in ni oino Spilze mit dor Tangonte I, und dio zwoilo Polar- 
curve von 0 in Bozug auf dio nilmlicho Curve I gohl durch tn und wird in diosom Punctc 
von dor Goradon t bertthrt. Folglich ist t in in Tangonto dor zwoiten Polarllllche von o in 
Bczug auf F; odor auoh: 

Die sweile Polarfliiehe ernes leliehigen Punelcs 0 i/n Bezug mif eine develojjpable Flaehe 
OerUhri die Ouspidalcurve m den P%inclen, leo diese von Ebenen oscidieH wird, welche durch 
0 gehen. 

Dor Schnitt I ist aus dor Goradon I zwcimal genommen und oinor Curve (p — 2)-tor 
Ordnung zusammengesotzt, wolcho von t in ut berllhrt und in andcron p — 4 Puncten 
geschnitton wil'd — os sind dies die Puncto, in donen dio Curve {i) von der Ebeno cl 
boriihrt wil'd — ; dieso Puncto sind fur I droitacli, also golit durch sie auoh die zwoitc 
Polai'ourvo von 0 in Bozug auf i; wii' habon also: 


*) Einleitung, N.® 74, 
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Die meite PohrflSche eines belieUgen Poles o in Bezug aiif eine Developpable heriihrt 
die Beriihnmgsgencmtnx jeder Tangeiiiialebene, die (lurch o gchl, in dem Puncle, ivo sie von 
der Guspidalcurve beriihri tvird, uiid sclmeidel sie in den Puncten, too sie die Knotencuroe Iriffl, 

100. Es sci jotzt t eine der 0 statioiiaren Gciieratrixon und «t der Boruhrungspnnct 
zwisolien if und der Curve (v). Man lego die Ebcne ct bis sie F schneidet, danii bestcht der 
Schiiitt if aus der Geraden / zweinial genommon und einor Curved von der Ordnuiig p — 2 
und der Classo p,, die in m niit t einen vierpunctigen Contact hat, weil t in drei umnit- 
tclbar folgendcn Tangentialebcnen liegt, und man also von oinoin beliobigen Punetc von 
i aus |j,— 3 von t versehiedono Tangenten an den Schnitt legen kann; t reprasentiert 
dahor drei unniitlelbai’ folgende Tangenten von V. Die Ebeno ot schneidet dio Curve (v) in 
anderon v — 3 Puncten und die andoren stationaren Generatrixen in 6 — i Puncten; I' 
hat also v + 0 — 4 Spitzon, Diceo Curve hat folglich 

|((P— 2 ) (p~-3)— p.— 3(v+0-4)j = H-“ — 2p + S) 

Doppelpuncto (10) {97]. Diesc Puncto gelihren der Linic (6-|-oi) an; von don andern Durch- 
schittspuncten dor Ebeno ol init der Curve (i) sind 2(p— 6) in don p— 6 Durclischnittspuiic- 
ten zwisolien I' und i verciiiigl, und folglich fallen dio drei ilbrigon mit m zusamnicii. 
Dio ebener^Yahnten p — 6 Puncte sind fiir dio Curve (4) Stillstandspunctc, weil in jcdoin 
derselbcn zwei uninittclbar folgende Generatrixen — roprUsontiert durch die stationfli'en 
Generatrixen — von cincr nicht folgendcn Generatrix geschnitten werden. 

Schneidet man F durch dio Ebcne, wolche in in eiiion vierpunctigen Contact mil dor 
Curve (vj hat, so bestcht dor Schnitt I aus dor Geraden t dreimal gozhlilt und einer Curve 
(p— 3)-ter Oi'dming und (p — l)-tei’ Classe, die in m einen droipunctigen Contact mil t hat, 
weil I in drei uumittolbar folgendcn Tangcntialobenen liegt, von donon die cine dio Ebcne 
der Curve ist, und folglich zwei uninittclbar folgende Tangenten dicser Curve darstcllt, Dio 
Ebcne schneidet die Cui’vc (v) in woitoren y— 4 Puncten und die ilbrigon stationaren Gonc- 
ratrixon in 0—1 Piiiicten; die Curve (p— 3)-ter Ordnung hat alsov-j-0 — 6 Spitzon und 
daher 

|((p~3) (p— 4)-{p.-l)-3(vf0-6)j=S-|-«)-3p + 14 

Doppelpuncto. Dio Ebone hat also mit der Doppelourvo einon vierpunctigen Contact in 
m und einen dreipunotigen Contact in jedem der p— 6 Durchsolinittspuncte von I mit dor 
obonoii Curve (p— 3)-ter Ordnung. Folglich haben dio Curven (v) und ($) in ut diesolbo 
Singularitat, das lieisst, dieselbe Tangente t mit dreipunctigem Contact und dieselbo Oscu- 
lationsebene mit vierpunotigem Contact. Die statioiiftre Tangente t trifft dio Curve (£) 
in p — 6 stationilren Puncten, und die Tangenten in diesen Punoton liegen in dev Oseula- 
tionsebeno von itt. 
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Der niimliohc Punot m, in dein die Gurven (v) und (|) von dor statioiiiu’cn Goraden i 
osculiort 'wcxdcn, isl fiir die Developpal)le P dreifach, weil cine bclicbigc Ebenc diircli i 
F ill einor Curve solincidct, die init drei Zweigon dureh tn geht, daa hoisat, jedo Gcrade 
cliii'ch itl bat hior cirien drcipuiicligen Coniael mit P. Die Goraden, wolchc in iw mit F 
Binen vierpunotigen Contaol haben, iiegen in der Oseulationseboue, daa hoisat (71), fl8] 
der Bortilirungskegcl von F in ni reduoiert sicli auf dioso Ebciic dreimal gozahlt. Es folgt 
tioch (86), dass dio zweito Polarfldolio cincs bcliobigcn Poles in Bozug auf P dureh m gebt 
und in ibm jonc Ebone zur Tangenlialcbono hat. Ausserdem bemerko man, dass jeder 
Punot, dor dor Goraden t und dor Curve V in dor Ebene ol gemein ist, Eflr I dreifach sein 
muss und also auoh in der zAveiten Polarcurvo von o in Boziig auf I liegt; folglicb hat dio 
zweito Polarllacho von o in Bozug auf P in jn oinc vicrpunctigo Bevuhrung mil t, Man 
bat also; 

Die ztoeiie PolarfliicliG nines beliehigen Poles in Beziuj auf eine Developpable Mi einen 
ttierpuneligm Goniad mil Her CuspidaUurm und mil der Knolcneiirve in dem Punde, in dem 
'licse Curven von jeder slalioniircn Oenerakix osetdicrl werden. 

Die p — 6 Punote, in doneii t dio Curve (§) triffl, sind flir F dreifaoho Punelo nach doni 
ndtnlichon Raisonnemont, das wir sobon fiir don Pimet m angewandt baben; daher gelil 
dio zwcilo Polarllacho von o dureh dioso Punctc. 

Wonn X' einer diosor Puncto iat, in denon i von dor Goraden gosehnitten wird, wolebo 
dio Curve (v) in « berllhrt, so ist dor Tangoulialkcgol von F in v mis dor doppollgczilblton 
Osculationsobeno dor Curve (v) in nt und dor Osoulationsobono in xt zusamniongosctzt. Dio 
goincinsohaftlicho Gorado diosor Ebonen ist dio Cuspidaltaiigonto dor Curve (S) in x', und 
durcli sie gcht dio Taiigonlialebone in x*^ dor zwoilen Polarllacho von o in Bezug auf F; also 
zalilt X* fiir drei Durohsolinittspimolo dor Curve (4) mit dor obongonannten zweiten Polar- 
Elaoho. 

101. Es soi jotzt t einc dor co Doppolgoncratrixcn, «t, in' ihre Borubiungspunctc mit 
dor Curve (y), und man wondo auf sio dioaelben Bolrachtungon an, die wir frir oine sta- 
tionUre Generatrix durohgofiihrt habon. Die Ebono ol gibt bier eino Curve I' von dor Ord- 
nung p — 2 und dor Clnsso p, mit v-|-0 — 4 Spitzen, also mil 

i((p-2)(p~3)-tx-3(v+0~4)j==S4-ca-2p + 9 

Doppolpunoton, von dononoi — linden w — 1 andcrc Doppolgoiioralrixon liegon,wilhrcnd die 
andern ^ — 2p-|-10 der Knotoncurvo angohoren, Dio Curve V hat in jodem dor Puncto nr, 
in' mit { oiiien droipunotigon Contact, well dioso Gorado in zwei Paar unmittolbar folgonden 
Tangontialobcnen liogt, und folglich fallen von den p. Tangonton von V, die von cinom be- 
liebigcn Punete p von t ausgohon, zwei mit pm und zwei andero mit pnV zusammon. 
Es folgl, dass t dio V in andron p— 2 — 2.3 Puncton trifft, das boisst, dio Doppolgonoratrix i 
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schneidet p— 8 einfaclie Generatrixon. Die cbene ol liat folglich niit der Kiiotciiourvo 
‘2(p— 8) Durcltschnittsponcte, die zii zwei und zwei in obengenaimten p — 8 Piinctoii 
vcrciiiigt siiid, und 6 Durchschnittspunote, die zu drei nnd drci in die Punoteii in, in' zu- 
saranieiifallen Also hat t in mund in m' eincn drcipunctigcn Contact niit dor Curve (^). 

Da mein dreifacher Pimct von F ist, so geht die zweite Polarflilchc von o in Bezng auf 
F durch m. Aiisserdeni hat diese zweite Polarflhclie, da jedcr gomoinschaftlioho Pnnct von 
I und Hur den vollstllndigen Durchschnitt der Ebeno ot mitF dreifacli ist, nun eincn droi- 
punctigen Contact mit 1. Diese Gerade hat aber in dieseni Punote eine zwcipunctigo Beriili- 
ning init der Curve (v) und eine dreipunotige mit der Curve (S); folglich hat man: 

Die zweile Polaefldche eines beliebigen Ptincles in Bezug imf eine Devehppablo gelii durch 
die Berubmigspvnde der Cnspidaleurve mil ihren Doppellangenien und lial daselbsl eine 
zireipunclige Bei uknmg mitjener Curve und eine dreipuneliga mit der Knolencurvo. 

Die p— 8 fur P drcifachen Puncte, in denen I anclere Generatrixen schnoidot, sind fdr 
die Curve (5) Doppelpuncto. Ist in der That v oinor von ilmen, in deni I von dor Tangento 
der Curve (v) in it getroffen wird, so wird dort die Curve (S) von don beidon Geradcn 
benihrt, langs deren die Oseulationsebene in n die Osoulationscbencn in m und nt'sohnei- 
det. Folglich stellt jeder dieser p— 8 Puncte zwei Durohschnittspuncle der Knolencurvo 
rail der zweiten Polarflachc von o dar. 

Schneidet man die Flhche F durch die Oseulationsebene der Curve (v) in m, so bestohl 
der Sehuitt I aiis der Geraden t, dreimal genommen und einer Curve (p— 3)-ter Orduung 
und ([I— Ij-ter Classe mit v--)-6— 5 Spitzen, wclche mit t in ju eine zwoipunctige und in in’ 
eine dieipunctige Beriihrung eingelit. Diese Curve hat also 

^((P— 3} (p—4) — (p.— l)_3(v + 0 — 5)j = 6-|-(o— 3p-|-U 

Doppelpimcte, von denen i — Sp + lS der Knotenourvo angehdren. Die andorii Duroli- 
sclmittspuncte der sclineideiiden Ebeiie mit der Curve (S) sind die p — 8 genaunten Piiucte^ 
jeder dreimal gezahlt» und die Puncte nt, nt' zusammen als 9 Piuicto gezlihit, namlieh in 
seclismal und nV dreimal. Die Ebene also, welche die Curve (v) in nt osouliert, hat dort 
einen sech^piinetigen Contact mit der Cui’ve (S) und ausserdem mit dersolboii Curvo oiuen 
(Iroipunctigen Contact in p — 7 aiidern Puncten, von denen einer ist. 


) Das 9 die Cuivo (i;) durch m, m' geht, ergibt sich anch, wenn man beach tot, daas S5. 
in fur F ein dreifacher Punct ist, weil sioh in ilim drei Taugenten der Curve (v) sohnoidoB, iiflin- 
10 1 die Tangeaten in m, im unendlich iiahon Puncte von ni und im Punote tlV» Also besit?^ 
er you einer heliebig durch \\\ gelegto Ebene auf F erzeugfce Sohnitt hier di'oi Zweige, von denen 
zwei durch die bpur der Osoulatiouaebone in m imd der dritte von dor Spur der OsculatioiiflO' 
tne in m ber^rfc werdon. Es folgt, dass m so viel als oiiie Spitze und zwei Knotenpimoie 

^ c mttea gilt; und folglich geht ausser der Curve (v) und einer der «> Doppolgeradeu auoJi 
die Curve (5) durch nb 
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102. Es sei jotzt nt ein Doppelpuncl dor Cuspidalcurve ; i' die Tangenten irad P,P' 
die Osculationsel)cncii dei' ])oidcn Zweigc dor Curve. Bezcichncn wir durch l\ die zu 
i, t' unendlioh nahen Gonoralrixoii von F, so sicht man unmitlelbar, dass rtt ein viorfacher 
Punel dor Flache F ial, woil cr in vier Goneratrixcn t, i„ (, i\ liegt. Es isl gleiehfalls Idar, 
dass lit auoh Mr die Knoioncurvc vicrfach ist, weil er den Durclischniltspuncl von vier 
Paar niclil unmittcl))<ar folgcnden Generalrixcn it:, U\, t'l„ <,f, darstelll. Dio Gcraden, 
wolche in «t cinon Mnfpunctigcn Conlaol init F haben, liogen samintlioh in don Ebcnon 
P, P'; folglioh slellcn diese Ebonen, zwciinal gezalilt, don Bortthningskogol von F im vior- 
faclien Punclo dar. Dio zwoito Polarflache einos boliobigcn Punclos o in Bczug auf F hat 
in m cinon Biplanarpunct, und die boidon Tangenlialcbenon gehon durcii die Gerado PP', 
woleho zugleich die Tangonle der Curve (S) in dioaem Punctc ist. 

Hicraus ergibt sieli gcradcs Wegs, dass in Jit vier Durehsclinittspunolo dor Curve (v) 
mit dor zwoilon Polarllaclio veroinigt sind. 

103. Ein stalionilror Punct dor Curve (v) isl Mr F droifaeh, da jedo Gerado, die durch 
dioson Punct gezogen ist, in ilim droi auloinandcrfolgondo Goneratrixcn sehneidet. Dor 
Tangontonkogol von B" in dicsom Puncto bostolil aus dor drcimal geiiommoncn Ebeno, die 
in ilun oinen viorpunotigou Contact mit der Curve (v) hat, woil diese Ebone der Ort dor Go- 
radon ist, die in genanntom Puncto mit F oinen viorpunctigon Contact haben; folglioh gclit 
die zweitc Polarflaelio von o durch dicson Punct und hat in ilim genannte Ebone zur Tau- 
gentialobeno. Also haben wir: 

Die zweile Polarfliiehe eines beliebigen Poles o in Bezug auf eine Developpable, hat mit 
der Cuspidaleurve in ihren SlillsUmdsjnmclen eine oierpmclige Berillirung. 

104. Dio Puncte dor Curve (v), durch welelie die zweito Poiarllacho von o gcht, sind 
diojonigon, doren Quadripolarflaehcn durch o gehon, und diejenigon, doron Quadripolar- 
IMelion unbestimmt wordon. Dio orston Puncte sind cliejonigen, in denen dio Curve (v) von 
den p. Tangontialobenen von F oseiiliert wird, dio durch o gohoii. Dio zwcilcn Puncte da- 
gogon siud Ilir dio Flttoho droifaeh odor vicrfach (71), das heisst, sio liogen in drei Oder vier 
Genorali'ixon. Untor dioson Puncton sind in der Cuspidaleurve, ausser don (3 stationaroji 
und den n' Doppolpunclon und ausser don 2 m -|~0 Borilhrungspunotcn dor doppelton und 
del' stationaron Tangenten, auch die X Punctc, in denen zwei aufoinandor folgcndc Gonera- 
trixon von oinor nicht unmitlelbar folgoiidcn zugloich goschnltlen wordon. Diese Puncte 
sind Mr dio Curve (S) slationkr, aber Mr dio Curve (v) nur einfaeh; und diose wird in iknon 
von dor zwoilon Polarflttoho nicht bortthrt. Also hat man: 

Die zweile Polarfliiehe eines beliebigen Poles o in Bezug auf eine Demloppabte sehneidet 
die Cuspidaleurve m den Puneien, in weldhen diese von Ooraden geschnitlen wird, die sie 
anderswo beriihren. 

Auf dioso Woiso sind dio Durehsclmittspuncto der zwoiton Poiarllacho von o mit dor 
Curve (v) dargostollt durch dio Gloiehung: 
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y ((>— 2}=2 “|-4 0 2 . —j"* 4 u^'*'|’4 p “|~X , 

Aus ihr ergibt sieli: 

X = V p — 2 ((/- -j- V -|- 2 0 2 to -f 2 a ' 2 p) , 
orler auch mit Ililfo dor Ji'ormeln von Caybey 

X=v(p+4) — 6{p+p)~4{(o+o')— 20. 

106. Wir Iiaben schon (99) gesehcn, dasa dio zwoite PolarflEclio von c> dio Knotcnourvo 
(S) in den p.(p~4) Puncton soliiioidot, wo dioso von don ]3oi(iJiniug.agonorftLrixon dor p. 
Tangentialobencn von F, dio durch o gohon, golroftcn wird. Dios sind diojouigon Puncto 
dor Curve (J), deren Quadripolarfliichen durch o gohon. Eino soloho Polar fUloho hostcht aus 
don zwoi Ebonon, welolio in demsolbon Puncto dio Fliioho F borfthron und von doiion oiiio 
durch 0 geht. 

Die Ubrigen Diirchschnittspunoto dor zwoiton PoJarfliloho von o sind Puncto, doron 
Qiiadripolarflacho unbostiinmt ist, das lioisat, os sind dio dvoitaclion und viorfaclicri 
Puncto vott F, dei’on Zahlon sind: 

0, 0(p--6), 2t«, <o(p— 8), p, X, v. 

Wii’ habon schon goaohcn, dass jodor dor 0, 0(p~6), 2to, a)(p~8) Puncto bozllglioii iilr 
4, S, 3, 2 Durchsolinittspuneto dor Kiiotoncurvo mit dor zwoiton Polardilclio von o gill; 
jotat wollen wir ziu‘ Betrachtung dor andoron Puncto ubcrg'ohon. 

106, Es sei ttt ein Doppolpunct dor Cuspidalcurvo und man lialto dio Boiionnungcii dor 
Nr. 102 fost. Eino boliobig durch m gclegtc Ebeno M schnoidot P in oinor Curve I von dor 
Ordming p und dor Classo |a, die in nt oiuon viorfaohon Pimot hat (vior Doppolpuiiolon 
und zwoi Spitzeu gloichgoltend); in ihm wordon zwoi Zwoigo von dor Spur vori P und dio 
boiden andern von dor Spur von P' beriihrt. Goht dio Schnillobono duroli dio Tangonto I, 
so zerfftllt dor Sohnitt I in die Gorado I und oine Curve I' dor (p — l)-ton Ordiuing* und 
Ciassc, dio in rrt eiiien drcifachon Punct hat.Dort hat oin Zwoig I ziir 'Pangoiilo, wllJirond 
die beiden andom von dor Spur von P' borfthrt wordon. Dio Ebono sohnoidcl dio Linio 
(y-|-0) anderswo noch in v-|-0 — 3 Puncton, dio Spitzon von I' bildon, und da tu fiir zwoi 
Doppelpiinoto uud eino Spitze zu zaMon ist, so hat V noch andoro 

2 ^(P 0 {p 2) — p, — 3(v-|-0 — 2)j — 2«4-[-(i) — p -|-2 

Doppelpuncto, von denon in dor Curve (6) liogen. Von don andorn p— 2 Duroh- 

sehnittspuncten dieser Curve mit dor Ebono sind 4 im Puncto tit voroinigt und p— G 


♦) Pas hoiaat, mdom man fiir (I doa gleiohgGltondon Auadruck 3(p— v)H-p — 0 aotzt (97). 
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beflndeu sich in don andorn Durchschnittspunctcn von t und l\ das hoisst t trifft aussor t 
nooh p — 6 Goncratrixon und hat folglich in m mit I cinen ftinfpunctigcn Contact. 

Wir setzcn jotzt voraus, die schnoidondc Ebenc flele mit derTangontialobono Pzusam- 
mon. Dann ist dor Schnitt I aus dor zweimal genommonon Geraden t und einer Curve 1“ dor 
(p — 2)-ton Ordnung und (jj, — 1)-ton Classo '/iUsaminongcsetzt, die in rtt oinon droifachen 
Punot hat — weil alle durch m in dor Ebono P gezogene Geraden in ihm mit P oine flinf- 
punotige Beriihrung cingohen — ; in ihm wird cin Zwoig von t berhhrt, und die andern 
beidon von der Geraden PP'. Die Curve I" hat andcro v-|- 0 — 4 Spitzen, sic besitzt also 
ausser den beiden in m voroinigton Doppelpuncten iioeh 

i((p-2) (p_3)-{|i— l)-3(v + 0— 3))-2=a+a>-2p+6 

andere. Dio Hbrigen 2p-— 6 Durchschnittspuneto von P mit dor Curve ($) werdon von don p— 6 
Punoton, in denon tandore Goneratrixon von F als (' schnoidot, und doin Punoto mgobil- 
dot; folglich hat dio E])eno P mit der Curve (S) oinon zwcipunctigon Contact in jedem dor 
gcnannlon p—-6 Punoto und oinon seehspuncligen Contact in nt. Ein ahnliohor Sehluss 
Iftsst sich fhr dio Eboiie P' machon, und folglich hat die Gerado PP' mit der Curve (S) 
im Punoto m seohs vereinigto gomoinschaftlicho Punclo. *) Dioso Gorado ist abor auoh 
die Durohschnittsgorade der Tangentialcbonon dor zwoiton Polarfliloho von o in dom 
Biplanarpuncto m; und also habon wir: 

Ein Doppelptmoi der Ouspidakurve ist fUr die Knoteneurve vmfaeli und gilt fur zwdlf 
Durclischniilsptincte der lelzteren Curve mil der sweilcn PolwrflMie ernes leliehigen Poles m 
Bemg auf die gegeiene Developpahle. 

107. Ist Mt einer dor (5 Stillstandspnncto der Curve (v), und t dio entsprochondo Tan- 
gente, so sohnoidet dio Ebono, welcho F liliigs t boriihvl, die Curvo (v) in anderen v— 4 Puno- 
ton, das heisst, dio Curvo (p — 2)-tor Ordnung, welcho F und genanntor Ebono gomein ist, 
hat wohl nooh v-j-0 — 3 Spitzen, wio im Allgomoinen flir cine ganz boliobigo Tangential- 
ebeno, abor eino dcrsolbon fllllt auf nt. Die ebono Curvo hat in ut dio Tangento I, von dor 
sio nooh in p— 6 anderen Puncten geschnitton whd, und da sio ausserdom von dor ((),•— l)-ten 
Classo ist, so hat sio 

l((p_.2)(p-.3)~{iJ.-l)-3(v+0-3))==S + io-2p+8 

*) Eine bolxebig duroh dm Gorado PP' gologto Ebono aclmeidoi F in oinor Curvo I von dor 
Ordnung und dor |i-ton ClasBO mil vior in in krouzondon Zwoigon und oinor oinzi- 
gon Tangonto PP', mit der sio in diosom Punoto einen fleolispunciigon Ooiiiaot liat. Dieaelbe E- 
bono triffl die Cuspidalourvo in andern v — 2 imd dio ICnotonourve in andorn ^ — 6 Pimoton. Bio 
Curve I hat also in nt eine Singularitili, woloho 0 Dopjiolpunoton und 2 damit vereinigton 
Spitzon ontspricht und folglich dio Vormindorung uin 6.2+2.3—18 in dor Classonzalil und 
von 6.6+2,8==^62 in dor Zahl dor Woudopunoto horvorbringt. 
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Doppolpunctc, uiid lolglich berhhit die EI)oiic, wclchc in ut oiiicii viorpunctigeii CouLacl 
iiiit dcr Ciirve (v) hat, die Curve (d) in nt und in andorcn p — C PiiiutLon dor Goradon (. 
Die iidiiiliche Ebene bcrillirt in m die zwcite Polarflaohc von o, und man lint, nl.so: 

Vie zwcile Polarflache eines beliehigen Poles in Bezuq auf eine Developpuhle herulirl dir. 
Kmlemirve in dm Siillslmdspunelen (hr Guspidaleurve. 

Einc heliobig dwch die Cuspidaltangento I dor Curve (v) gologlc ISbciio scluioidol P 
111 dicsor Goradon I imd in eincr Curve (p— l)'ter Ordnung und ir-lor Oiassc, tftr wcleim m 
die Veronigimg ciiiorSpitzo und eines Doppelpunctos darslelU ')! csgiljl iuissordeiu nooh 
v-|-0~3 andoro Spitzon und folglicli 

J ((P~ 1) (P- 2) - - 3 (v 0— a)j — 1 P '1' 3 

Doppolpunctc. Die Gerade I trifft mir p — 6 von ilir sclbsl voracliicdeno Oenoralrixcn, das 
Iieisst, sie schneidot die ebene Curve in p— 6 Punelon — odor hat aucli in m mil, ihr oituni 
viorpunctigeii Contact ~ und folglicli hal die Ebene mil dor Curve (4) cinon zivcipunctigen 
Contact in in. Also orlialt man : 

In den slaliondren Piinden der Giispidalcune ciner Developpablen hahen din Cuspidal- 
und Knoteneum dieselbcn Tangenien. 

108. Es sei jetzt m eiuer dor X Puiicle der Curve (v), die in zwoi 'rangonteii liegcui. 
Es sei 1 die Tangeute in in undl' dioandre Tangento, die tiuch dureli nt goht, Dor Dorliii* 


*) Eine beUebige Ebene selinoidet P iu ciner Curve I dor p-ten Ordiiung und |i.-(.or ClUHno 
niit f Knolenpunotcn und v-|-0 Spitzon, woraua man 

ti.=p{p— 1)— 2 0) 

ziclit. Gehtdio Ebene durcli oinen dor a Ilcriihrungspuiiotc der stntioiiiiron ICbenoii, so lialicii 
wir in ihiu cine Spitze, oinen Knoton- und eiiion Weudopiinot vcroinigl, Dio Curve f lint in 
(liosera Puncto zwei Zweigo, weil der Punofc fiir P cin Doppelpunet iat, mil dorsolbcn Tmigonto, 
doren Bcrulirung ferner vierpunctig ist, da dieso Tangento in dor Wondeobono liogt. Man lint 
so in dor Curve I erne Siiigulnritat, welehe die Vorininderung 3 f 2 in dor Classo iiiid 8-|-0-[-l in 
der Zalil dor Wendopnnoto hervorbiingt. 

Goht die schneidendo Ebene dnrch einon der p stntionaron Punete dor Curve (v), ho hat in 
ihra dio Curve I droi Zwoige. die von dorselben Tangento viorpimotig beruhrt wordoii. DIobo Sin - 
gukiitat umfas3t zwei mit einem Knotoiipunct voreinigle Spitjsen, 

Goht die Bciinoidcnde Ebene diiroli oinen dor X atiitioiim'en Pnnote dor Gnrvo (£). bo erhaltoii 
wir in ijim drei Zweigo der Curve I mit zwei vorsehiodonon Tangonten, cine Singulnritilt, welolio 
der X creinigimg einor Spitze mit zwei Knotenpunclen entsprioht. 

Gcbt die sclinoidendc Ebene durch einon der 0 Boriihrungspimclo dor Ciirvon (v), (^) mil 
en s a lonarcn Geradon, so hat in ihm die Curve I drei Zweigo, dio voii doraolboii Tnngonlo 

werdeu, und diese Singularitat ontspriebt zwei mit oinom Knotoiipunct 
vereinigten Spitzon. U. s. w., n. s. w. 
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rungskogcl von F in in — oder auch (71 ) die cnbisohe Polarflache von in — ist dann aus 
droi Ebcnen zusammengcsotzt, von donen zwei init dor Ebenc ziisaninicnfallon, wolcho F 
lilngs I beriihrl, und die dritte ist die Tangenlialcbene liings I'. Die Durehsohnittsgerado f 
dioser beiden Tangentialobonen ist die Cuspidaltangento dor Knoteneiirve in in. 

Dio zweito Polarflacho von -o gehl dureh in und wird dort von einor Ebcne, die durcli 
i''geht, berlihrt, das heisst, von einor Ebene, welclie mil dor Curve ? oinon droipuneligon 
Contact hat; folglich hat man: 

Die zweite Polarflache eines hcUeluieyi Poles in Bezutj auf eine Developpabk hat mil der 
Knoiencurve in jedem Puncle dnen dreipuncUgen Gonlacl, toeleher filr diese ein StillstmUs- 
punci tind filr die Ouspidalcnrve ein einfacher Puncl ist. 

109. Jeder der droifachen Puncto von F, in dom droi gelrennte Gonoratrixon zusaminen- 
laiiicn, ist oftenbar fiir die Curve ($) ebenialls drcifach und ist auch ein Punct der zweilon 
Polarflftohe von o. 

Dio Durchselinittspuuote dor zweiton Polarfliiohc von o mil der Curve (£) werden dahor 
dureh folgondo Gloiohung roprilsenlicrt: 

i(p— 2)=|j.(p— 4)-|-2P-|-3X-|-3 t-1-40-4-30(p— G)-|- 3.2(i)-|-2(o(p~8)+12fi'. 

Setzt man liiorin fttr X seinen Worth (L04), so cntslcht: 

3t=( 4— |i.~3v-30-2o))(p— 2) + 8|).-|-200H-10p + 18». 

Mitfcelst des Princips dor Dualitilt crhtllt man aus don Zahlen X, t folgondo andoro 
Zahlon : 

Xi=p-(p -j- 4) — 6(p + Cl) — 4(0)-}- y') — 20, 

3T,=('ij — V — 3p. — 30 — 2o)) (p — 2)+8v-j-200-|-10a-|-]8o), 

ivo X| die Zalil dor Ebcnen bodoutot, von donen jedo die Curve (v) in einoin Puncto oscu« 
liort und in oinom andorn borilhrt, und t, die Zahl dor Ebonon, w'elcho die Curve (v) in droi 
getroiinton Puncton boriiliron. 

110. Existieren aut einem Kegel Her Ordnung zwei Curvon, die niolil dureh den Schoi- 
tel gohen und jedo Generatrix boziiglioh in a„ Puncton achnoiden, so ist die Zahl dor 
beiden Curvon gomoinsohartliohon Puncto gleich Diese Boliauptung, die an sich 
klar ist, wonn die beiden Curvon die Durohschnitto des Kegels mit zwei Flilohcn bozliglicli 
dot oi-teii. Os-ten Ordnung sind, nehmon wir hior filr allgenieingiltig an. 

Dios vorausgoschiokt bemorko man, dass der Porspcetivkcgcl der Knoiencurve (4) voin 
Schcitol 0 mit dor Doveloppablon F die Curve (4) gemoin hat, die zwcinml zu zfthlon ist, 
und also diese Flaohe noch in oiner andoron Curve e dor 4(p— 2)-ten Ordnung schnoidol, 
die mit jeder Generatrix des Kegels p — 2 Puncto gemoin hat. Nimmt man aul jeder Genera- 
trix des Kegels dio harmonischen Mittolpunclo des (p~3)-ten Grades des Systems dor (p — 2) 
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Piaicte von c in Bozug auf o als Pol, so ist dor Ort diosor luirmonischon Miltolinincto — g<t- 
nati wie fill' die ebeiien Curvcn — cine Curve e'von dor 6(p — 3)-loii Ordnimg nnd hal 
niit jedcr Generatrix des Kegels p — 3 Piiiiotc goinein. Die boidon Curvcn o, e' linben 
2j(p— 3) Punctogemein, und zwar die folgendon: 

a. Dio Beriihriingspiincte dor Curve e init Tangonten, welche glciohzcitig Genoratrixen 
des Kegels (^) siiid. Aber die Tangentcn, welchc sicli von c>(an K zichon lasson, liabon ihre 
Bcriiiiriingspuncte auf p, Geradcn (Generatrixon von li"), wcloho (IB) den Kegel (£) in 

2p-|-8) Puncten, die niolit auf der Curve ($) liogon, troffen. Dicse [r(S — 2p-f-B) 
Puncte sind folg’ich ebensovielo Durchschnitlspunotc der Curvcn c, 

b. Dio Puueto, in welchcn die Curve (4) von don % Doppolgonoratrixon dos Kegels (I) 
getroffen wird. Es selen v>i, Pj zwei Punctc dor Curve (4) mil. o in goracler Linio. Wir ho- 
tracliten die Doppclgeneratrix op,p 2 des Kegels wie zwoi vorseliiodono Geiieratrixcn 
op,, ops. Die erste derselbon trifft zunllchst die Curve (4) in p,, sclinoidol dann P' in 
zwei init p^ ziisaniinenfallenden Puncten und aussordoin nooh in andoren p — 4 Piinelon 
Cfi, ... ; die zweitc dagegeu sclineidet, naehdcm sio die Curve (4) in p* getroffen, die 
Placlie F in zAvei jnit p, zusammcnfallondcn Puncten und aussordoin nooh in andenm 
p— 4 Punetcii q,, q^, — Die Ebene, welche durch o und diirch dioTangonlo dor Curve (4) 
ill Pi (oder in p,) geht, sclinoidct die boidon Tangontiaicbonon von F in p^ (odor in p,) 
laiigs zwei Geradcn, welche in p^ (odor in p,) Tangonten dor Curve c sind; dio Inudon Ebc- 
nen, die durch o und bezilglich durch dio Tangonten dor Curve (4) in don Piincton p,, p* 
gehen, sclinoiden die Tangentialebene von F in q in zwoi Goradon, welche dio Curve c in 
qbcriihrcn. Also sind die Puncte pi, p^, qi, q^,... silmmtlich ffir c Doppolpunoto, 

Auf der Geradcn op„ findet man als Puncte der e' dio p — 3 liarnionischon Mittolpuncto 
des Systems p^, p^, qi, qj, . . . , nnd auf opj hat diosclbo Curve dio p — 3 harmonisclicn Mit- 
telpuncte des Systems Pn pi, qi, q^, ... , folglioh entlifilt dio Doppelgonoratrix opiP* des 
Kegels 2(p— 3) Puncte von c\ Einer davon ist p,, ein andror p^. Jedor diosor Puncto ist 
fill c ein Doppclpunct und ein einfaeher Punctflir e\ und vorlritt also zwoi Durclisolinitts- 
puncte del Cnrven c, c. Die v, Sehnen dor Curve (4), welche durch o golion, gobon foiglieh 

Durohschiiittspuncte der Curven c, e\ 

c. Dio Puncte, in denen die Cuspidalcurve (v) und dio 0 stationilroii Gonoratrixon von 
' dM Kegel (4) treffen. Die Gerade, welche von o nach dera Puncto p dor Curve (4) gcht, 
relte m in die Linie (v+O) und ausserdem F in woitoron p— 4 Puiicton q,, q*, ., . Da m 

zwei uic ischnittspuncte von op init F darstollt, so ist tn auoli einer dor hariiionischoii 

e puncto, doren Ort e ist. Jede Ebene durch m trifft in diesoni Puncto e in zivei ztisani- 
men a en en uncten, weil qt oin gowohnlichor Punet fur den Kegel (4) und oin Loppcl- 


♦) EinUitwig, N.o 08 . 
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punet (Uniplaiiarpunot) flir F ist. Da nun alle Geradon, die mit F einon droipuiictigon Con- 
tact in itt ha])fin, in eincr einzigon Ebene licgen, so ist die Durchsohniltsgcrade dieser Ebenc 
mit dorjenigon, wolcho don Kegel (i) blngs op bcriihrt, die oinzigo Tangento dor Curve e 
in m, uiid ili ist folglicli fur c cine Spitze. Eino boliel)ig durch op gozogeno Ebeno solinei- 
det den Kegel (^) in andoren ^ — 1 Gencratnxen, deren cine op' die Curve c in don Puncten 
tn’, tw", Cfi', ciz ... trifit. Nilhort sich op' unondlicli dor Geradon op, das heisst, wird die 
Ebeno 'rangentialebcno dea Kegels, so niihern sioh die Puncte tfa', ... unondlicli den 
Piinoten q„ qj, ... und die beiden andevn in', nt" naliern sich unendlicli dem Puncte nt 
uiid also auch sich selbst untereinander. Wonn sich aber die Puncte m', m" in einon vorei- 
nigen, so fiillt auch oiner der harmonischon Mittclpuncto auf op' mit ilun zusanimcn, das 
heisst, die beiden Curvon c, c' haben in tn dicsolbo Tangentc junt' oder trtm". Folglicli re- 
pi'iisontiert nt drei Durelischnittspuncte der Curvon c, o'. Die Zahl der zu ut analogen 
Puncte ist gleich der Zahl dor sclioinbaron Durelischnittspuncte dor Curve (4) mit dor Linio 
(v~|-0). Dio Curvon (4) und (v) haben gomoin: 

1. die Bcriihrungspuncte dor a slationilron ISbenon; 

2. die p Cuspidalpuncte der Curve (v); jedor dcrsolbou zillilt lilr drei Durcliscluiitta 
puncte dor beidon Curvon, wcil dicse in ilun dicsolbo Tangento habon (107); 

3 . die X Cuspidalpunoto der Curve (4); jedor von ilmcn zahlt fiir zwei Durchsohnitts- 
puncto, well in ihnon dio boidon Curvon nicht dioselbo Tangento haben ; 

4. dio 0 Boriibrungspuncte dor stationilren Tangcnten; jodor dcrsolbou zillilt filr droi 
Durohsohnittspunctc, wcil in ihnon dio boidon Curvon droi Puncto in goradcr Linio 
gomoin habon; 

5. Die 2w Boruhrungspunclo dor Doppeltangenton; jedor dcrsclbon zillilt fiir zwei 
Diirchsohnittspuncto, woil in ihnon die beiden Curvon (v) mid (4) dicsclbon Tan- 
gonten habon; 

G. Dio «' Doppclpuncto dor Curve (v), wolcho, als vierfaclio Puiioto dor Curve (4), 2.'J. u' 
Durolischiiittspuncton gloich gelton. 

Dio Zahl der scheinbaron Durehschnitlspuiiolc dor Curvon (4), (v) ist daher 

v4 — a— -3(3— 2X— .30— 

Jodo dor 0 stationilren Goradon hat (100) init dor Curve (4) oinon droipunctigon Con- 
tact uiid aussordom p — 6 gomoinschaftlichc Puncto, von donon jedor ftir die Curve (4) 
stationilr ist und folglicli zwoi wu'klioho Durchsclniittspuncto darstcllt. Dio Zahl der 
scheinbaron Durchselmiltspuncto der Curve (4) xnit dor stationiii'en Goraden ist also 

€-2(p-6)-3, 

und folglicli ist dio Zahl dor scheinbaron Durohsohnittspunoto dor Curve (4) mit dor Linio 
(v-j-O) gloich 

v4-«— 3p— 2X— 30~4ft)— 8»'+0(4— 2p-l-9), 
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(1. Die Piiiiele, in denen die to Doppelgcnoralrixoii von F don Kogcl (S) tioffcn. Wonn 
die von o nach eiiieiii Piincte p dcr Curve (6) gezogono Gcradc dio Doppelgonoratrix I hi 
tn trifft, so gilt in fiir zwei Durchschnittspuncto von op mil F nnd ist dalior cin Punet 
der Curve (•’, des Ortes dcr iiarinonischcn Mittelpunclo. l^erncr isl in fiir dio Curve e oiii 
Doppelpiinct, weil diesc in ilim zwei Tangcnten bositzt, wolclio dio Durchsclinitlsgcrndon 
der Tangentialebene des Kegels ($) langs op mil den Tangontialebenen von F Plugs I siud. 
Die Geradc t hat mil dor Curve ($) zwei drcipunctigc Beriihrungen und ausscrdeni nocli 
p— 8 gemeinsame Puncte, die fur genannto Curve Doppclpuncte siiid; folglicli ist dio !Zabl 
der seheinbaren Diu'ohsclmiltspuncte dioser Curve init don oi Doppolgonoralrixeii glcioli 
w(i— 2(fi~8)— 2 . 3 ), das heisst (o(^— 2p-|-10). Jeder diescr Punote zahlt fiir zwei 
Durchschnittspuncte der Curven c, o'. 

e. Die Doppclpuncte der Curve (v), welchc fiir dio Curve (5) viorfnch sind. Ist m oiiicr 
dioser Puncte, so ist out cine vierfacho Generatrix des Kegels (4). VVir wollcii dicso Gc- 
rade so ansehen, als sci sio durch Uebereinanderlagern von vior vcrschicdoncn Gonoratrixoii 
erzeugt: in jeder dcrselben fallen zwei von den p — 2 Puneton dor Curve c mil nt zusain- 
men, folglich ist nt aucli ein harmonischer Mittelpuiict, das lieisst ein Puncl von o'. Dor Pnnet 
m reprftsentiert fur die Curve e und auf jeder dor vior Genoratidxon oinen Doppolpunct mil 
zusanunenfallendon Tangcnten, weil die Tangenten dio Durclischnitlsgeraden dor Tangon- 
tialobcne des Kegels (4) lilngs ont mit don Tangontialelionon der Dovoloppablon in in soin 
wiirden, und diese Geraden zusammonfallen, da dieso drei Ebonon durch ein und diosolbo 
Gerade gehen. (In der That ist die einzige Tangcnte dcr Curve (4) in ntgonau dor Durcli- 
sehnitt der beiden Taiigentialebenen von F). Also gilt tit fflr 3.4 Durclisohnittspuncto dor 
Curven c, o'. 

111. Die Durchschnittspuncte der Curven c, o' sind also durefa folgendo Glcielning 
ausgedriickt: 

4(p_2)(p— 3)=p.(4— 2p+8)-|-4x+3(v4— a— 3p — 2 X— 80—4(0— 8«’) 

+30(4-2p+9)+2(o(4— 2p + 10)-l-12«'. 

Aus der dritten Gleichung der Nr. 97 crhalt man abor: 


p(p— 1 )- p,-_3(v+0)— 2w=24, 

also; 

24(4— 2p+3)=— 2ti.(p— 4)-f4y.— 3(a-|-3H-2X)— 60(p— 3)— 4(t)(p— 2)— 12n’. 

Addiert man diese Gleichung zu der mit 4 multipliciorten erston Gleichung in Nr. 101), iiiul 
setzt fur [5 den aquivalenten Ausditick (97); 


SO erhalt man: 


6 p— 8|ji,-|^3a — 26, 


4(4-l)-2y.~2o,(p-8)-3X-30(p-6)_6T~188'=p{p.-3)-3a. 
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112. Daraus ergibt sicli soglcich die Classe der Curve (6). Diesc Curve hat ■/. seheinbare 
DoppclpuiicLc, w(p — 8) wirklicho Doppelpunclo, X-]-0(p — 6) stationiiro Pimeto, x droifache 
imd «' vierfachc Puncto, von denon jeder soclts Doppelpiuictcn und awei Spilzoii gleioh gilt 
(106, Anmarkimg). Ausserdeni hat die Curve (?) iiocli woitere '(' Doppclpuuete cntsprcclicnd 
den Ebonen, welohe F lilngs zwei vcrschiedener Gonoratrixen bortthren. 

Bctrachton wir niUimlieh cine solclie Ebcne, wclclic die Curve (v) in zwei Pnnclcn lit, 
in' oseuliert und F kings dor bcidon Goraden nnt,nnt' liorilhrt. Diesc Ebcnc scliucidet F 
lilngs ciner Curve I der (p — 4)-ten Ordnung und (p. — 2)-tcr Classe, niit v-j- 0 — G Spitzen, 
also im Bositz von 

l((p__4)(p~r))-(iJ.-2)-3(v-|-0-6)|=?d-o)-4(p-5) 

Doppolpuncten. Dor Punct n ist fiir den vollstandigon Sohnitt viorfach und stollt also vicr 
Durchschnittspunote der Ebono inm'tt init dor Knotcncurvo dar, und folglicli fallen die 
tilirigon 'l(p— 6) Diu’chschnittspuneto zu zwei und zwei aul die Durchselinittspunete von I 
init don Goraden tint, ni'n; das Jioisst, jede von dioson Goraden berlihrt I in cinciu Puncle 
(nt odor nt') und sohneidet sio noch in nndorn p— 6 Puncton. Dio Ebcne inttt'tt hat also niit 
dor Knotcncurvo inn oinc viorpunotige Borilhrung und noch 2(p— 6) andoro zwcipunctigc 
Contaote, und jede dor Geradon nut, nni'trifft nichl luclir als p — 6 andoro Goncralrixon. 
Sclineidon wir also die Curve (?) durch cine Ebeno, die durch ttin gelit odor aueli durch 
nm', so gilt n immor fflr zwei zusammonfallondo Durchsclmitlspuneto; das hoisst it ist 
oin Doppolpunct fiir die Curve (?). Man sicht nun leicht, dass die boidon Tangonton diosor 
Curve in n in dor Ebeno nint'n entlialtcn sind und init don bcidon Gonoratrixen imt, nnt' 
oin harinonischcs Biischel bildon *). 

Dies vorausgesotzt, ist mil lltioksicht auf die lotzto Glciohung dor Nr, 11 L die Classe dor 
Knotcncurve, das hoisst die Ordnung der Dovoloppablon, woloho von iliron Tangonton 
orzougt wild, gleioh 

• p((j, — 3) — 3a — 2 y'. 

Gomilss dent Dualitiltsprincip ist dann die Ordnung der doppeltbcriihrendon Dcvoloppa- 
blen der Curve (v) gleioh 

p(v--3)— 3(3— 2u'. 

*) Dio correlative Eigonschaft ist' Wonn die Curve (v)einon Doiipolpuiiot in Jiat, bo boriihrt 
die Ebono dor boidon Tangonton die doiipoltborubrondo Dovoloppablo (die von dor Clnsse vj 
ist) Ibngs zwoi Goradon, vvololio durch in golien, und don boidon Taiigonlcn dor Cuspidalourvo 
harmouiscli conjugiert Bind. {*'''] Dicso beidon Goradon Bind dio Spnron dor Ebonen, wololio in 
nt init dor Knotcncurvo oinen siobonpunotigon Contact baben. 
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Oapited V. 

■ Prqjoctivisclio FllicUonbiischel. 


1 18, Dio Zalil a der Geradon, dio durcli cinen feslen Punct o gchen, und jede die Diirclt- 
schnittsciu've zwcior Fliichen P,.,, in zwci Punoten Ireffcn, kaiin man auch direct, 
wie foigt, bestiniineii. 

Wic es schon anderswo (77-79) gezeigt ist, bilde man lur jede dcr beiden gcgebeiien 
Piaelicii die Eeilie der perspoctivischen Flaeheii P',,, PV, und die Eeiho der abgoleitc- 
teii Pliichen i, entsprcchoud den verschicdcneii Werthen oines gewisscn 

Dnppolvorlialtnisses und zwar untor Bomilzung dos Poles o und einer willldiilicheii Ebono 
P. Die so licstiniinton vier Reilien von Pliichen sind projecliviscli, wenn man niir als ent- 
spreehciido Elemcntc dicjeiiigen Pliichon annimmt, die ein und dcmsolben Wortlie dos Dop- 
pelvcrhiiltn isses cntsprechen. 

Dio Ordiunig und dor Index dor Eeihcn, die durch dio Pliichen F',,,, P',j gebildct 
werdon, sind Vi, Vs, und also ist ■*■) der Ort der gomoinschaftlichen Curve zweier ontsprc- 
ch end or Pliichen diesor Eeihen von der 2y,Vs,'ten Ordnung. In diosem Orte ist ferncr dio 
Ebene P vpA-mal onthalten. Demi die Vi Pliichen der ei’sten Eoilie und die Vj Fliichcn 
dcr zweiton Ecihe, -welclio durch eiaen bcliebigen Punct von P gohen, fallen mit dcr E- 
beno P ziisammen, weil alle Fladien jeder Eeiho durch ein und dieselbo Curve, dio in dor 
Ebeno P liogt, gehen. Der Punct p geliBrt daher v, Flaelien der ersten und Vs Fliichcn dcr 
zweiten Reilic an, und jede boliebige der letzten kanii als jeder beliebigon der ersten ent- 
sprooliond angenominen werden; also ist anch p ein (y,V 2 )-facher Punct ftir don durch dicso 
boidon Eeihen erzengton Ort. 

Dieser Ort ist, von der Ebene P abgesehcn, aus einer Fliicho ViVj-tcr Ordnung gobil- 
det, dio nichts Andcres ist, als der Kegel K, dcssen Scheitol in <? liegt, und desson Direc- 
trix die Curve (v,Vi) ist, welclie beiden FMcheu gemein ist; donn dieser Kegel geht durch 
die gemcinsame Curve hgend zwei entsprechender Pliichen F^,, F,.j. 

In iOmlicher Weise erzeugen dio beiden Eeihen der eino Flilche S von 

dor Ordnung (v, — l)(v 2 — 1). Nun gehort jeder don Pliichen P,, und gemein- 

sohaftliche Punct auch dor entspreehenden Flilche F',., an, und ebenso jeder den Flilclien 
F,.j und gemehischaf tliche Punct auch der entspreehenden F',.j , und so muss also 

jeder Punct a', der auf dein Orte S liegt — und daher in zwei entspreehenden Flaclion 
— und ill der Curve Fy,F,.^, auch in zwei entspreehenden Flilclien F',., , 
F'rji liegen, Der Strahl <>ct' enthalt folglich ausserdem noch einen Punct dc, der F,, und 


*) EUileitmg, Ni. 83. 
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3?,.j gemoin isl, das heisst, diescr Stralil Irifft die Curve P,., P, j in zwei gelrennten Puncten . 
Ich sage getronnt, woil zwei liomologe Piinctc dor Plaelieii F,. , PV nur zusainnienf alien, 
wenn sio in der orslen Polarflachc von o in Bozug auf P,. licgcii; die boiden Puncte ct, a' 
fallen daher nur dann zusanimon, wenn F,.,, P,,. mit ihrer erslen Polarllaclien oiuen ge- 
mehiBamen Punot haben, odor auch — wegen der Willldirliclikcit des Poles o — wenn B',., 
und P,.j einen viellaclien Punct goincin haben. 

Halton wii‘ also fest, dass o ein ganz boliobig gogeboiier Punct ist, und daas F,., , I',,, 
keinc goraeinschaftlichon viollachcn Puncte besitzon, wenn sio auch Beifihruugspuncto 
haben, so sind die v,V 2 (v,“l)(yj — 1) Durclischnitlspuncte vou S mit dor Curve F,.,F,,j 
zu zwei und zwei init dem Pole o in gerader Linio, das heisst, dnreh o gehen 

u=:iviVs(y, — 1) (vj—i) 

Solmeii der Curve P..,P,., . 

119, Wenn die Plachon P,,, , h',,^ einen gemoinschaltliclicn Punot a haben, der bozhg- 
lioh TCi-fach, «,;-fach ist, so ist im Allgomeinen a lilr die gcmcinschaftliche Durchschiiitls- 
enrve beidor Flachen Xiica-fach. Da mm dor Strahl oa die h’lilclie P,., anderswo nur 
noch in v, — it, und P,j nur noch in y^ — iCz Puncten trilTt, so werden in a 

(y, — 1) — (v, — It,) =ic, — t 

Plfichen mit der orston PolarfUiche vou o in Bozug aut P,, zusammonfallen und 
cbenso 

(V2 J ) (yj Its) ==^1t2 — 1 

Pladien mit der ersten Polarlltlcho von o in Bozug aut Ji',,,. 

Eino beliobigc von diesen it, — I It'lilchon u7vi-\ l^ann man als corrospondierendc 
PlS-oho fUr jedc boliebigo dor it^ — 1 Flhchen anschon, und tolglioli ist ct liir S ein 
(it, — l)(it8 — l)-faoher Punet und stellt in Folgo dossen x,7tj(it, — I)(it 2 — J) Durchschnitts- 
puncto von S und dor Curve P,.„ dar. Die Zalil dor Sohnen diesor Curve, wciclio durch 
0 gehen ist also 

0 = ViV8(yi— 1) (vs— 1) — xiits(it,— 1) (xs— 1) j 

Unlor dorsolbon Voraussotzimg, wio wir sio obon gomacht habon, ist dor Punct a Ihr 
alio orston Polarllaohon in Bozug auf P,.,, P,.j boztlglich (x, — l)'fach und (x* — l)-faoh (86) 
und ist also fttr die Placho (vi-j-Vg— 2)-tor Ordnung, don Ort dor Pimoto, dcron Polarc- 
bonon fur die gegebenon Pldchon sicli auf oinor lesion Goradon schneidon (117), ein 
(«i+%—2)-faohor Punct. Dio Tangenton dor Curve Py,P,.j bildenalso in diosera Palle 
einc Devoloppablo von der Ordnung 

p==ViV*(y,-f-V2— 2) — 28 — 3o— x,X8(x,+X2 — 2). 
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Haljen die beiden Flacheii (v,), (y,) eiiion gcmcinsohaftlielicii Piinofc a, der fiir die Ji'l li- 
chen beziiglich ::,-fach, E^-faeli ist uiid '))-facli, >jj'-rae}i fiii' die Cnrvop (f), {f'), so dass also 
ist, so erlialten wir an Stelleder obigcn Glcichuiigon ( 1 20 ) folgcjule audei'on : 

y, Vj (v, — 1) (V 2 — 1) — Si iTj (ni — 1 ) (sj — 1) 2 (« -| - ( i' -j- ^0 > 

?==?(?— l)—2(B-f-3)~3a~(]>(())—l), 

(vj "F Vj ■ 2)^^=p *“1- 1 ”{~ 23 3cj “p —j— 3r« — -2) ^ 

(yi~j~y2 — 2)s*=p'-f- t-l'OS -pSo' -(-(iCi f-TC* — 

? (vi —I) (yj — 1)— <1< (s, — 1) (;c, — 1 ) = 2 » + X , 
y’(y,— 1) (y?— 1)— f (ic,— 1 ) (tcj— 1 )=2»' H-x, 

Es hat koine Schwierigkeit die analogen Gloicbmigcii fttr den li'all autxusicilen, clnss 
die beiden Fliichen sioh Ifings drei getrennter Curvon solmoidon ; ii. s. w. 


Catoei, VII 

Projectivisclio lineare Fiiiciiensystemo drilter 8tufe. 


141 . Hat man {iinf Fldchcn beziiglieh von den Ordnungon V|, v^, v,, y.,, Vr,, so ))ildnn 
die ersten Polavflacheii der Piincte des Kaumes in Boziig anf jeno Plilelion ftinf linnare 
projeetivische Systeme von don Ordnungon v,— 1, Vj— 1, v^—J, v,— I, V5— 1 . Man hut 
also den Satz ( 140 ): 

Det Orl eincs Puncies, (lessen Polarebmen in Beeug mif filnf geijehene Pliichen von den 
Oiihiungen •/,, v^, V3, v^, v,, (lurch denselben Pnnet gehen, isl cine Raumeurve von der Ordiiuw} 

+v<V5— 4(v,-f yj-|- ... -|-Vb)-1-I0. 

Diese Raiiniciirve, die Jacobiana der fmf gegebenen FUichen, liogt olTonbar anf don .Ta- 
cobianon der gegebenen FJilchcn zu vier iind vier genommen. 

fst 2=vi=v2=v3=y^=y5^ so erlislt man eine Curve von der 1.0 (v — 1 )*-lon Ordming, 
den Ort der Pnnete, dcron Polarebeiien in Bezug auf die Machen eino.s linoaron Systonis 
\iertor Stiife and v-ter Ordniing durch den iidmlichen Punct gehen. Dicso Curve kaiin 
man die Jacobiana des linearen Systems nennen. 

Ist V5--=1, so erhiilt man eine Curve von der Ordnung 

ViV 2 ~l-... -f y3y,-3(v,+ ... +v,)+6, 
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Oil ciiies Punctcs, dcssen Polarelioiioii in Bezug auf vier gcgebeiic Flilchcn auf einor gcgo- 
licneii Eboiie zusammoiilaufon. Bind sic allc von dei'sclbou Ordiiung v, so fmdet man dass 
dor Oil eincs Punctcs, dcssen Pobirelicncn in Bczug mif die Fluclien cities linearcii Bystcins 
driUor Stiifo iind v-tor Ordnuiig in einen I’lnict einor rcstoii Eliciie zusaminoiilanfcii, cine 
Jiiuiiiieui'vc dec 6(v— J)*-ton Ordnuug ist. 

Fiir V, =Vr.= I crliillt man den Oil eincs Puuctes, dcssen Polareiicnen in Bezug auf 
diei P'Jilclien sicli auf einor gegebonen Gcradcn troft'en. Sind die drciMticlion von dcr naiu- 
liohoTi Ordnung v, so ist dor Oil cine Curve dcr 3(v — l)’‘-tcn Ordiuing. 

Wilre v.,~y,=VB==l, so erliielto man don Ort oiiies Piinctes, dcssen Polarebonen in 
Beziig auf zwei gogelieiio Idaebon durcli einen festen llinct gohen, das lieisst, wir erlial- 
toii don Satz: 

Die Gmva cler (v, — 1)(v3 — lyten Ordnung, DurcJmhniU (hr erslen PolarfUichen eines 
gegehenen Pmicles m Beeiuj atif zwei gegehenc Plilchen vr^cr nnd vrier Ordnung, ist die 
Jttcobiana failgender fiinf FUiehen: der heiden gegebemn nnd drei heliehiger Ehenen, 'icelclic 
durch den gegehenen Puncl (jehen. 


J.43. Audi hior kann man als Aiiwcndung dieses Siitzos die Jacabiuna von seclis (jege- 
benen PlUcJicn botraolilen, die aus don 

ViV 3 V 3 +v,V 3 V,,+ ... -|-v,,Vr,Va— 4(v,v,H- ... )-|-lO(vi-j- ...)— 20 
Pnneton boslolit, von denon jodor die Eigcnsdiatt hat, dass seine Polarebonen in Boziig 

auf dio seclis gegobenon Fldehon dor Ordnungoii v„ v., y„ durch don nilmliclion Puiici 

gchon. Hiei'in ist als Spocialfall die Zalil dcr Puncto cnthalton, dcron Polarobonen in Be- 
zug auf je Iflnf, vier nnd drei dor gogebenon Fliiclion sicli bozttglich auf einor gcgebeiioii 
Eboiic, einor gogobonen Goradon und in cinoin gegobenon Puncto treffen. Zuni Boispiol 
findot man don Satz: 

Die (vi — i)(vj~L)(y,i — i) gemeinsclmflUehe Pnnete der erslen Polurfliiclien eines 
Ptmeles m JSezug mif drei gegebene FUiehen bilden die Jacohiam folgender seeks Fldcken: 
der drei gegehenen mid dreier Ebenen, dio durch don (jegebenen Puncl (jehen. 


Zusntz zu N.® 314-. [«‘l 

Von don boiden oubisolieii Curvon, wolclio dor Ilossiana uiitl zwoi conjugioilon Ebenen 
dor Involution gomcinsohaftlich sincl, ciithillt dio oiiio dio Puncto c, 6' und dio andcre die 
Puncto c", & (208); folglioli sind die boidoii oubisolioii Curvon cntsprochondo Curvon (168). 
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Dem ebeiicn Sclinitte, der aus der ersten cubisehen Curve und der Geradon p l)osloht, ont- 
spricht (199) das durcli die andere cubischo Curve und die droi Geradon pi, p^, p^ die iin 
Piuicte p zusammenlaufen, gebildele System. Folglicli: 

Die cuiischen Cumn, die man aus der Ilessiana millelst Ebenen scimeidel, welehe d iirc/i 
die Oerade p geJien, sind zu zioei mid zwei correspomlierende Ourven, Zwei entsgmehende cii- 
bische Ctirven iverden vom Puncte p aus millelst desselben Kegels (jesehen, der folglieh die ge~ 
miscMe cubische Polarfldelie der Ebenen beider Curven isl. 

1st die sclineidende Ebeno eine der Doppclobenen der Involution, so ontspricht die cii- 
bische Curve, welehe danii als Diirehschnitt niit der Hessiana rosultiert, sich sclb.st; das 
heisst, ihre Pnnote c, c' sind zu zwei und zwei entsprooliond. orieiibar ist dicso Curve die 
Hessiana der cubisclieii Curve, liings deron die niiniliche Ebeno die Fundaincntaliliiclio 
sohneidet. Dio Polarebene von c beriilirt die Hessiana in c' (183) und golit folglieh (lurch 
p; also liogen (63) alle Puncte c auf der ersten PolarflJioho von p. Daraiis scliliesst man, 
dass die erstc Polarflache von p aus den Doppelebenen dor Involution zusaininongesotzt 
ist, von dciieu in N.° 214 gesprochen wiirdo. 

Wir fugen noch hiuzu, dass sammtliche geineino und geinischto cubisclio PolarHiiclion 
der duroh p gelienden Ebenen in peinen Doppelpunct und aussordem drei andoro Doppel- 
puncte besitzen, die in ein und derselben Ebeno durcli p und bozitglieh aiil don Geraden 
P\, lh> Vi liegen. Eine solcho Placlio goht in einen Kegel liber, wenn sio sich auf zwei 
conjugierte Ebenen der obengenannten Involution bezieht. 
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SULLB LINEE DI CURVATURA 
BELLE SUPEREIOIE DI SECONDO aRABO. 


il/emor/e dclVAeoadcmia dcMe iSoiense dnWIstUiUo Hi Dolognut s<»rio III* tomo I 0^76), pp. 'll»67. 


Considoriamo una suporflcie algobrioa S, dotata della propriolll d’cssorc rapprosenta- 
bilo punlo per punto sopra un piano, o siano 4, Yj, C L coordinate cartesiane di un punto 
quaiunquo della suporficio, riforita a tro asai obliqui; «i, a);, le coordinate trilinoarl 

del punto oorrispondonte nol piano rapprosontativo, not quale siasi formate il triangolo 
fondamentalo con tro rotto scclte ad avbitrio (purchii non concorronti in uno stosso punto 
a distanza finita, n6 infinita). Allora si potranno rigiiardaro i rapporli a,: x^ como coor- 
dinate ourvilinoo pel punto di S; e lo coordinate q, 4 saranno osprimibili eoino segue: 




, a , b 

~ e ’ e ’ 



dovo a, h, c, e siano funzioni (algobricho) intoro d’uno stosso grado v od omogonco nolle 

? ^2 1 ^3* 

Era lo rotto olio toccano la suporficio nol punto (4 yj 0, supposto die quosto non sia un 
punto singolaro, distinguiamo lo soi soguonti: lo duo oho si dirigono ai puuti circolari all’in- 
flnito del piano tangonto {relte cicKehe ) ; lo duo olio in quol punto osculano la suporficio 
{relte oseulalrici), cio6 gli assintoti doll’indicatrioe di Dupin; o da ultimo i raggi doppi 
doll’involuziono quadratioa dotorminata dalle duo coppio procedonti. Quosto ultimo duo 
rotto saranno lo tangonti alio linoo di eurvatura inorociato nol punto chc si oonsidern. 

Eormiamo da prima I’oquaziono oho dit lo dirozioni dollo rotto ciclicho. Dottc 4', 'q', C 
lo coordinate corronti nollo spazio, od «, (3, 'f i eosoni dogli angoli fra gli assi, I’equazionc 
del oono oho dal punto dolla suporficio projotta il cireolo imaginario all’infinito savit 

{4'-4)^+W-^M-(C"Cr+2«(-q'-Y))(t'~C)+ 
+2p(4'-C)(4'-4)+2r(4'~4)(Yi'-'^)-0, 
opperf), so quosto cono oontiono la rotta oho unisco i punti {4( yj, C)( (4-l-^^4 > Yj-l-drj , 
C + dC) dolla suporficio S, avromo 

14 


Cremona^ tomo XU 
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(2) de-h d-ff -f- d c* -h 2 «(?'/) fic +2 + 2 S 

Ma dallo ( 3 ) si cavaiio le di,d’n,di^ proporzionali alio ospressioni seguenti 
dXi[xi{ae)i—3k{aB)^-\-dXi{^{ae\ — x,{ae)^-\- 

-t-<?a: 3 (^i(ae) 2 ~* 2 («e)i] , 

dxiix2(he)it — a: 3 ( 6 e)i]-(-rfa: 2 (a; 3 (Z'e)i— -f 

■j-dxJ^x,{be)2~Xi{be)iY 
da:,(a! 3 (ce )3 — uhleejtj ■i-d!K2^X3(ce)i — x,(ce)3j-l- 
+ dXs(^Xi(ce).2 — X2(cB),j , 

dove per brevity si c scritto 


da 


3a 

de 

dxi 

32:3 

3*3 


da 

ii . 

3a 

de 

dx^ 

dx, 

dx, 

dx-i 

da 

3e 

da 

de 


'5x,dXi dXgdx, 


> cco. 


Diinque, posto: 

( 3 ) 


K,,=(fle), («e).+(&e),(ie). + (ce),.(ce),H- 

+a(( 6 e),(co), + (ie),(ce),) + p((ce),(ae),-t-{ce),(a 0 ),.)-|- 
H-Y((«e).(&c),-|-(ae),( 6 e),), 


Eu= 

K33 

^3 Kji 

2 X2 1^23 


xl Kii ~|- 

a;?K33- 

— 2 Xj X\^ IC3 1 

E33— 

^^1 K^s “h 

iJ/lKii' 

2 Xi X2 Ki2 


( 4 ) 


la ( 2 ) divorrjk 
(&) 


Ega = — icj Kga ~|- (Hi % Ki 3 iVi iVs K 12 — ^^3 Kn 

E3i=^ ^ K31 Xji Xi 1^23 Xi K2!J 

^ Kjg Xi IC32 X2 K31 Xi 3 Jg Kss j 

-[-* “ 1 “ E 33 (? 2 ^ ~|— 
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e qucsta sariH pertcinto I’equaziono diffcrenzialo dellc curve Iracciatc aulla supcrfteie S, le 
cui taugonti incontrano il circolo imagiuario aU’infinilo '•). 

Notiamo olio dalle (4) si lia 


fl/iEji -(-ffijEij — 0 


(B) 

(7) 

(8) 

oascndo 


E 21 “I” !®2E22 ~h ®3 Es3“=B 

®i E31 -|- £82 E32 -h *^3 Eaii — 0 


E21 E22 

E.ii E32 

h h 


(-)= 


Eu 

E|2 

Ei 3 


Ej, 

E23 

E23 

=0 

Ej, 

E 32 

E33 


E ,3 

h 1 



E *3 

k 



E33 

h 

= (J, 


h 

0 



Ka 

K,2 

K,3 

X\ 

Kn 



X, 

K3. 

K32 Ksa 

; a;, 


Xi 

0 


Tn scoondo luogo, I'ormiamo requaziono cho di\ lo dirozioni dollo rotte osculalrici. Posto 




da 

da 

9a 

9'a 



dXi 

9a:2 

9183 

9!8,. 9:8, 



j 9& 

U 

db 

9*i 

(10) 


9ft/i 

dXi 

dXi 

9e, 9®, 

P..s = 

dc 

dc 

do 

9*c 



9 (Hi 

dXi 

9a.i 

9®,. d®g 



9c 

de 

de 

9*c 



90/1 


dXn 

dXf, dXt 

ai ha ovidentomonte 







Pu •^2^12 

“h^aP 

13=0 

(11) 

^lP2l 

-1-«3P 

23=0 


iCiPai -|- 


*) Qucsto ourvo imaginario sono goodoUolio aulla suporfloio S. II Rig. Labuerre lo ehiama 
Unee isotrope (vodi Nowvellos Awnales do Mathdm. 1870) — (Aggiunla: agoato 1870). 
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SUUE LINEE DI CUBVATaHA DELLE SUPEBPIOIE DI SBCONUO GHADO. 


( 12 ) 


( 13 ) 


Pii Pia Pi3 

Pal p22 p23 

P31 P32 P33 

Pll P12 Pl3 

P 21 P 22 P 23 h 

P3I P32 P33 ^3 

Zl ^2 ^3 0 


= 0 


( ^2 “I ^ 3 ^ 3 ) ^ ♦ 


E I’eqiiazione per le dirozioni assintoticbe sari 

( 14 ) 

2P23d!3/2^?il/.i’d~2P3i dX^dOl^i — 2P X2 0 ■ 

L’integrale generale di quesPequazioiie differenziale rapproscntonl adunquc iJ sistOJiia dollo 
cum assiniolielie (Gtimnder Hau2)tlangenten) della suporficio S; 0 requaKiono 3 = 0 (u 
an fattore di ossa) dar<l la eurva parabolica, la quale 6 oziandio situata siilla suporficio 
Hessiana della data. 

Le direzioni di due altro retie tangonti ad S nel pimto (^, 'q, C) siaiio date (Laircquazlono 
differenziale 

(15) Alt “p A 33 d 5^3 -j— 

Pi^^(Lx2dx^~\^% ^^\dX'\dxy -|^ 2 Ai2f^‘^i dx^ ■ 0* 

Le condizioiii pcrclie questa quadratica si spozzi in due fattori corrispondenli. a cliiorotto 
iiicrociate nel puiito {Xi, X3) sono: 


( 16 ) 

dallo quaii 


^ 11*^1 “h* ^12^2 "h 0 

Aji Xi ^ A24X2 “|~ A23 ^ 0 

A 31 ait ~|- An 2 0^2 + A 33 aij 0 j 


( 17 ) 


An 

Aig 

A, 3 

A21 

A .22 

A-gg 

A31 


Agg 


tombiiiando queste relazioni colle (6), si haiino le seguenti 


( ^22 A 33 4 " E 33 A 22 — 2 Egg A 23 ) : aij = 

(EjgAn-pEiiAgg — 2 E 31 A 31 ) : xl~ 

( El , A2SI Egg All 2 E 12 Aig) I OJg = 

(E,2Ai3-|^Ei3A,2 — El, Agg — EggAii) : aigOia^ 
(Egg A21 4" E2I Agg Egg Agj Egi Agg ) : iCg aij = 

(E3 iA 32 + E32A3 i EggAig E,g Agg) : Oil Olg 


*) CLEBSon* Ue2}Gr die Steinereohe Mdohe (Gr, di OBELLE-BoRcnAitux, t. 07). 
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0 cosi piiro, GO}n))inando iiolla stossa maniora le (16) colic Q 1), si ottcrranno alirc rolazioni 
affatto analogic, ehe si rioavano dalle (18) ponondovi P,, in luogo di E,, , 

E auporfluo notare chc ancho fra le E, P hanno luogo relazioni analoghc, le quali si 
desumono dallo (L8) pouciidovi P,, in luogo A\ A,,. 

So le divezioni (J5) sono coniugato armonioamento rispotto alle (5), si avranno le 
oquazioni 

E22 Ah, I '|~ E 33 A22 — 2 Ej^h A 23 = 0 
E.13 An Eji A-^h 2 E31 A3J = 0 
(1^) Ell A 28 ' 1 ^ Ego All — 2Ei2Ai2=0 

Ei2Ai3'-^-’Ei3Ai2 EiiA 23 E23Au=^0 

E23 Ao 1 ^ 1 "’ Eo I A23 E22 A31 E31 A22 0 

E31 A32 *4*-* E32 A-ii EgjAi^ — E i 2 Ah 3=0 

una qualunque dollo quali lui, in virtu delle (18), per conseguonza Ic rimanonti. 

Aiialogamonic, so lo dii’czioni (14), (15) forjiiano un gruppo armonico, si avranno le: 

P 22 A33 -|“ P33 Agj — 2 P 23 A23 0 

PasAii-^I^P 11 A33 2P3 iA 31=^0 

(20) Pll A22-|”P22 A|i 2 Pj 2 Ai 2=0 

p l2Ai3-|-Pia Ai 2 Pu A23 P23 Aii =0 

P23 Agi -|-'P2i A23 — PgjAsi^ — P31A22— 0 

P31 A32-|“P32A3 i — P33A18 Pi2A33=0. 

Dalle ( 19), (20) si doaumo immodiaianionlo 

A P nE^i — P 31 E 11 PigRii — I^ uEi2 

X 2 iU,! 


(21) 


. P 22 E 12 Pl 2 E 2 g P 23 E 22 P22E23 

A22= ~ r 

X[ 

P33 E23 P23 E33 P3I E33 p!l3 E31 


A. 




% 


2 A23J= 
2A31=: 


2 Ai 2=- 


- P 3 3E22^p22E 33 
OOl 

PiiE^n-P osEg 
P22E11 PuE 22 
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SULLE LINEB DI CURVATORA DEELE SUrERFIOIB DI SBOONDO GRADO. 


Adottando questi valori per Ic A, la (16) sarA I’equaziono differenzialc dollo linco di 
curvatura della suporticie S. 

Si considorino ora le dne rottc cho sono ordimtamenie coniugate alio (6) rispetto alio 
(14), e per esse siano 


(22) “1“ f* 2Q jgdfljjdajg 2 “|“ 2 d — 0 j 


(23) 


(24) 


Qii®i“f-Qi8a!2 -J~ Qi3®a — 0 

Qsi®! ~|“Q22 ^®J”|“Qs3®3^^0 


Qai^i "f" Q33^3~0 > 


ll. 

Q |2 

Q |3 

^21 

Q22 

Q23 

Sai 

Q32 

Q33 


= 0 


Ic cquazioai anaioghe allc (15), (16), (17). Per lo Q si otlciigono faciljiioiilo le capresaioni 
clie soguouo 


A _EnP,3“+E«Pn*-2Ea2PuP,2 
'^11 ■ ' " ~ 9 ' 
xl 

EHPi3^ + E33P„^-2E,3Puri3 

xl 

n ^*2 Ps3^ E33p28^ 2 E23 P22 Pfia 

^22 —3 

xt 

E22P2J^ “f“ En p 22** 2 Eji P22 P2I 

I? » 


( 25 ) Q33= "pEnPa 3 ^ ^E^iPsaFg^ 

^ xl 

E 33 P 32^ + EjiPas^ — 2 E 32 P 33 P 32 

n _E22P23P33 + E33P23P22 ^ 

— , 

n EaaPgiPn-f-EuPsiPas — EgiPgi^ — E31P33P11 

H531 ^ , 

X2 

E.,F,/ - E„.P.,P,-: 

epperd, visto le (8), (13): 
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(26) 


Qli Qia Qi3 

Qsi Q22 Q23 h 

Qai Q 32 Q 33 ^3 
ii li i!j 0 


= (?ia!i4-ij®8 + ?3®9)^0 S 


5?* 


L’equazione (22) c siibito intograla, cd invei’O il auo inlegralo 6 algcbrieo *). Infatti il 
eorapleio sistema delle rette analogho alle (5) eostiluisco i coni oircoscritti ad S cd aveiiti 
i loro vertiei inpuntidel cU’colo imagiiiario airinfinilo; dunquelc rette (22) sono letaiigeiiti 
dollo curve di oontatto fra qiiesti coni c la snpcrficic S, vale a dire: I’integralo complete 
della (22) rappresenteril il sistema delle curve soeoiido le quali S e sogata dalle sue prime 
polari, i cui poli siano i pnnti del circolo imagitiario all'infinito. 

In virtii delle (i) la prima polaro di un punto (?o) Co), situate aU’infinito, 6 


Ma dalle idontitii 


si ricava 


dove 


(27) 


as 

’act’ 


as _ as 


S«^+^o^H-Co~=0. 


aaaa:, 36 aoJi’^ae aa:, "^aflaa:! 

aaSa^s 36 3*2 ^3e 3*2 '36 3*2 

3 a 3*3 "^36 3*3 '3e 3*3 ^3e3*3 
as 3S 38 T T 7 


j y 36 3_e 3e 

y 3 6 3 a 3 6 
"'^‘''^3*; 3% 3% 


j y 3fl 36 3e 

"^3*2^ 

sono ordinatamonto Ic Jacobiane delle terno di curve (6, c, e), (c, a, e), (a, 6, c), Dmiqiic 
I’integralo complete della (22) 5 


Sotto I’unioa oondiziono obo S sla iina Buporilcio algobrioa, 
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(28) + — 0, 

tlovc lo costanti 60 : ‘<]o • (^0 sono legate dalla condiziono 

(29) f 0 -f- 'fjl -{- Co "h ■* ® ^0 "f" 2 P ^0 ^0 “I* 2 ^0 d 


cspi'iniciitc die il punto (|(„ yjo, Q 6 situate nel circolo imagiuavio airinlinito, 
E I’iiitegrale singolare della stessa (22) sar^ 


1 t P J« 
via Jo 
P 1 J. 
J„ Jo Jc 0 


(30) J?, (l-a‘) + J' (l_p«) + J| (1 _f )H- 

+2 Jo Jc(P7 — «)"t~2 J^ J„(Ya — P)H-2 J„ Jo(a[5 — y)— 0> 

Ma d’altra parte 6 manifesto die I’integralo singolare della (22) dove daro la curvn liiogo 
dci piinti no’ quali S sia toccata da piani ohe siaiio tangenti al circolo iinaginario all’Iii- 
finito. Dunque la (30) e I’linagine ( sul piano dellc x ) della curva coimiiic ad S cd alia su- 
peificie *) luogo dci poli (rdativi ad S) dci piani tangenti al circolo imaginario airinfinilo. 
DUferenziando la (28) si ha 

4odJ„ + v)odJ|,-(-Co<^ Jc— 0, 

da qiiesta c dalla stessa (28) si ricavino i rapporti So ; ilo J Co e si sostituiscano nclla (20). 
Si otteni cosi requazione dillcrenzialo 


(JodJc-JcdJo)*+(JcdJ„-J„dJc)*+(JcdJo-JodJ.)*-h 

(31) H-2a(JcdJc-JcdJ,)(J„dJo— JodJ«) 

+2p(J„dJo— JodJ„) (Jod J„— Jed Jo) 

+2Y(JodJ„— JedJo) (JcdJc— J„dJc)=0 

la quale dovr^ coincidcre colla (22), 

^ T "I T 

Ora, astrazioii fatta da un fattore nuinerico, J 6 uguale a «, ■ +*2 l-iVsx — ’ 

Oaii Saio Sflia 

e dJ 5 iignalo a + + ; dunque, indieati con 


*) D’ordine 2(n — 1), se S 6 d’ordino n. 
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Hm, 

H,.,, 


H(i2| 


H,„> 

Hu 

H.;, 


i detei'miiianti iiiinori corrispondcnU !ig]i olcnicnti dol dclenninanto 


9J« 



9®i 


9®3 


djj. 

9 J 3 

9®i 

9ti;2 

9®3 

9J„ 

9J, 

9J, 

9®, 


9®3 


si avrk 


Ji. Jfl — — II„i {Xidx^—XidXi) -\- 

-|- ll„,^{XallXi —XidXa) -\- H,a(!»if? a!i — XidXi) 

J,. d J„ — J„ d d„^li,,i{x.idxi~ Xidxi) -f 

-|- H,,2(a:,td ail — x^dx-^) -j- H|,3(®i dXi — Xidx, ) 

J„d3a — Jj,dJ„=:I-H)(,'»irfK8--a;3fJa!*)-|- 

“l"* T'l£,2(^3^^®i aJj Ht)3(a/idai2 x^dxx ^ 

0 soatiluoiido nolUa (31) do vcrril un’oquaziono oho paragonala colla (22) somiinnislra 

Qll^= ^siCrsjH" * 1^633 — 2a!8!}!jGj3 
Qj 3^ •I'lGss'l'S’sGii' — 2a!3a!|G3i 

(32) ajjGij—l^flJiGgj' — 2iRiaJ2Gi8 

Qs 3== — !®iG}3-|-a!ia!2Gi3~|~a;i3!3G)2 — (BjiSaGu 
Qgi SIsGai “["S/ja/gGsi -j-^jiSiGsa— aiaSJi Gjj 

Q, 8 =— * 5612 + iBs®, Ggj +»»»eGf31 ~®i®iG3j 


dovo per brevity si ii posto 

( 33 ) 6 .. - Ti., + Hg.. H,. + H,,,. -j- 

-I- a(H 3 .H<,. 4 -H„ H,„) + p(H„,.I-I„. +H„.H„,) H^,.). 

Formando colic Q date dallo (32) lo cquazioni analogho alio (8) 0 paragonandolo collo (26), 
posto 
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(28) 4Jn"{“''QoJl<"l“CoJcr~0) 
dove lo costanli : -(jo : Co soiio legato dalla condizione 

(29) €o “1“ “Qo ”H ^0 “1 " ' ■{“ 2 p Co^d ”t~ 2 Y 9 


cspriniQiite elio il puiito (^, yjo, Co) c situalo nel circolo imagiiiario airiiilinilo. 
E I’inlcgi-alo siiigolaie dolla stessa (22) sara 


1 Y P J« 

Y 1 a J, _ 

P « 1 J„ 

Jn J(i Jo 0 

oiob 

(30) + je (i_p*)_|, j|(] 

-j-2 Ji,J(,(p7 — a) -|-2 Jp J„(Ya — p)-^2 J„ J(,(aP — y)=0. 

Ma d’alLra parte 6 inaRilcsto die riiitogralo singolaro dolla (22) dovo daro la curva luogo 
del piuiti no’ quail S sia toccata da piaiii oho siaiio tangonti al circolo iinaginario all’iti- 
rinito. Dunque la (30) <! riniaginc ( sul piano dollc x ) della curva comune ad S cd alia su- 
perfieio *) luogo dei poll (rclativiad S)doi piani tangonti al circolo imaginario airiiilinilo. 
Differonziando la (28) si ha 

CodJ„ 'I* ijodJft Jo ^^ 9 , 


da questa c dalla stossa (28) si rioavino i rapporti So : tiJo : Co e si sostituisoano nella (2!)). 
Si ottorril cosi I’cquazioiio differcnzialc 


(JodJ,~Jo<ZJo)’+(JodJ„-J„dJo)«+(J„dJ„-Joi?J„)*-t- 

(31) +2a(JodJ„-J„iiJ„)(J„(iJo-Jo<ZJ„) 

-(-2p(J„dJi, — Jod Jo) (J(i dJ„ — J„d J(,) 
+ 2 T(JodJo-Jo<iJ„)(Jo^«J«— Jo<^Jo )=0 
la qualo dovrit coinoidore oolla (22). 


3 J 3 J 3 J 

Ora, astrazioii fatta da un fattoro numorico, J 6 uguale a aii -j-aio ■T’. ' 

oX^ vil'j 

0 dH I ugualo a + dunque, indioati con 


*) D^ordine 2{n — 1), so S o d*ordino n* 
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W<i2> 

ri(>i, II, >2) iic3 

1 tlotorniinanii miiiori corrispoiidcnti agli olomenti del detorininantc 


dJg 3J„ 

dXi dX2 9iD3 

9Jb 9Jo 9Ji, 

9 9 9 

dje dj^ ^ 

9^} 9«K2 9it/3 

si avr^ 

Jt, (2 Jq ^ = Ilfli x^-’'^x^dx2^ *^1“ 

~\- H„2 ( a?/? Xi--Xid x^) -h H„3 (a^i d x^—XiClxi) 

J d J ,( J,| J o = I'lf, i(^X2dX2 X^idXi^ 

H- H iy2{^’Ad Xi--Xid x^) + H„3(a;i dx^—x^dxy ) 
tUffdiJ If — ^ {Xi dx^ — X:^dX2^"\^ 

-\- '\l^2{^:\dXi — Xidx^i) lioni^l^idXi — XidXi) 

0 sostituondo nolla (31) no vcrril im’oquaziono che paragonala colla (22) somniinistra 


Qll^zr iC3G’i}2 d“ ®2^33““^^2®3^23 
QgjS a!?G33’’)''iJ?3Gn**~~‘2(U3iJJiG3i 

(32) Q33^e a)|Gii~]'“tB|G22 2 i3JiiI/2Gi2 

Qg^irS— -- icf G23 “j- aJ^iCgGig^J— iCaGig ■ iJ/jft/aGn 
Q 31 = — “I"' ^2^ G 21 Xi fi?! G 23 ■ G 22 
Qi 2 ^ — 632 631 — 331^/2633 

dovo per iDrovitilt si ^ posto 

(33) Gt»s = Hrtr IlfM H' Hj/» Hbs -h Ho*' 11^^ + 

H- a(I-I, JI„, H-H,. H,„) + p(H,,II„. +H,.I-I„,.) + H„.H,,). 

Formando eolle Q date dalle (32) lo equazioni analoghe alio (8) o paragonandole colic (26), 
posto 
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(34) 


1 

Hi 

Gi 3 

G .3 

Xi 

1 

^21 

633 

G23 

X2 

1 

^31 

Gss 

G33 


iCi 

JCj 


0 



si ha, astrazion fatta da un fattorc numerico, 

W 

-0 


(35) 


Ora, per iina proprietii nota o facilmonle dimostrabile dell’involiizione, lo diio ratio 
(15) die sono coiiiugate armoiiicainoiilo fra loro rispotto allc (5) c rispotto alio (14), sono 
tali andie rispotto alle (22). In altre parole, se noi seeondi mombri dollo 21) poiiinmo Q,., 
in liiogo di E,,„ Ic A non fanno die aoquistare iin fattorc eomuno, Quosto fattoro fc S. 

I valori (3) dolle K,, si possono scrivcro ancho cosi 


Kn — "f" — 26463 ibjjj 


Kjj= Pad’ll -f- ei<b33 — 263614131 

^1^22 ^2 4^11 26164^12 

Kj3^ 6?4*23 ®24)4^I1 H~®i5241i3 -|- 

K3|= — ®3®i4’4j 4*3) -f- 6j6i 4*33 

K|2= 634*13 6163^33 ~1~ 63^1 4*33 “h ®«®24*81 

dove si facoia per brevitil 


4*,,, =^a,a, -{■!), .b, +e,.c, -j-«(ft,.c, -(- b,c,.) + f3(e,.«, -|- e,a,.) -f-aiM 

9o 

= g - * eco. 

Ne seguono le 

4" ®2 Ki 2 “|~ 63K13 = 0 

6) Ksi -)- 63 K33 -|- 63 Ks3 == Q 

61K31 “h SjKiu ~j~ ®3lCi3 = 0 






Kn 

K .3 

K,» 







K3, 

K33 

K ,3 

=0 






Ka. 

1^32 

K33 



K„ 

K,2 

K ,3 

1, 





4 *„ 

K21 

K22 

K33 

1, 





4 * 0 , 

K3. 

1^33 

K33 

k 

-(2, 

1 ^1 + 

^ 2^2 “h ^^3) 

-*• 21 

2. 

h 

k 

0 





Si 


4*13 

4*13 

ei 

4*3* 

4*33 

63 

4*33 

4*33 

ea 

e* 


0 



SUIiLE- LINEE DI CURVATUBA DELIE SUPERFIOIE DI SECONDO GRADO. 


219 


0 faccndo I = x, 

0 = M, 
ov« 



<T>i» 

<I’|3 

Cl 


i 

Y 

p 

J« 

<I>s, 





Y 

1 

a 

J. 

‘I’m 


‘I’33 

Si 


P 

a 

1 

Jo 

Cl 

e. 

C.1 

0 


J„ 

Jf; 

J. 

0 


Le curve (28), costitueiiti I’inlo^Tale gencralo della (22), raiiiio parte di iina rote: una 
ciii'va qualunquo di quosta relo csscjido rininginc della curva di iutcrsoziouc fra la super- 
ficio data c la prima polarc di ,uu pun to del piano airinlinilo. Lc curve di quesia rote sono 
deH’orflino %{n~ 1), cd hanno per Jacobiana il sisloina forniato dalle duo curvo c = 0, 
3 0. Tnfatli, 6 chiaro olio la Jacobiana in queslioiie ii I’iinagino del luogo di un punto 

ill cui la superfieic data sia toccata da una prima polaro avonto il polo alPinfinito. Questa 
proprieiit o possoduta dai punti della seziono airinfinito (il die 6 evidente), e dai pnnti 
della curva parabolioa; perolic un punto m di questa curva 6 doppio per la prima polaro 
di un punto m'; lo prime polarl doi punti della rotta mm' si tocoano aduiiquo tutto 
in m, 0 siceomo la prima polaro di m tooca in m la superlioie data, cosi qualunquo punto 
della retta mm', epper6 anclio il suo punto all’infinito, polo di una prima polaro tocoautc 
in m la superfioio data. 

Dunque 

9 ®! dXi 9 ®;, 

SJ assai facile di riconoscoro in una supcrficio qualsivoglia duo particolari linoo di cur- 
vatura: I’una dello quali 6 la soziono falta nolla superlioie dal jiiano all’inilnilo; I’altra 6 
la curva di contatto fra la supcrficio data o lasviluppabilo cirooscritta simultancaincnto ad 
essa 0 al oircolo imaginarlo all’infinito. La prima di quosto curve o una linoa di ourvatura 
poreliS lungo ossa tutto lo normali dolla suporficio giacciono in un medesimo piano (il 
piano all’inflnito). La seconda curva 6 pure una linca di curvatura, pcrclife, lungo essa, 
lo normali doUa superficie data sono gonoratrici della sviluppabile sopra monzionata ^): 


♦) Infatti, uu piano o una rotta dioonsi porpendicolari fra loro, so sono oonjngati I'ispetto 
al oiroolo imaginarlo allMndnilo! cio6 so lo tracoia (nH’inruiito) del piano 6 la polare dolla 
traooia dolla rotta, rispotto al dotto ciroolo. Di qui soguo clio, so il piano 6 tangonlo al oircolo, 
la rotta passa pol punto di oontattoj dunque, so un piano locoa in un punto una suporfloio o 
in un nltro punto il oiroolo imaginario all’ iuflnito, la norinalo alia suporficio uolpriino punto 6 la 
rotta oho uniaoo i duo punti di ooutatto. 
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giacche questa sviluppabiio e simultancamcnlc tangonto e normalc (lungo una mcdcaiiiia 
oui’va) alia superfioie data. 

Quosto due curve sono algcbriche se la superlioio e algobrica; duiiqiic ogni supci fiotfi 
algebnca M ahieno due Unee di curvakira algebnchc 

Per la nostra superficio S, die si e supposta inoltrc rapprosenlabitft sopra uii piano, 
rimagine dolla prima delle due curve anddottc e 
(36) c = 0 

0 I’iinagino dell’altra b rappresentata dalla (30). Dunque le (36), (30) sono dne soliizioni 
partieolari deircquaziono difterenziale (15). 

Lo forinole superiori sono state stabilito in vista di fiiluvo applioazioiii, oho si risoi’bauo 
ad altra nccasione. Per ora ci limitercmo a considerare I’esempio somplicissiino dollo supor- 
(icio di 2." ordino. 

Gvidento che, se mi piano sega una superfioie sotto un angolo costantc, la soziono snfil 
una linea di eurvatura; infatti, lungo ossa, le norniali della superfioie data fornioraiino uiia 
superficie sviluppabiio. So la supei'ficio data 6 di 2.® ordino, la proprioth di ciii si tratta h 
posseduta dai piani polari dei tre punti all’infinito cho formano il trinngolo coniugato ai- 
multaneanientc alia superficie ed al cii’colo iinaginario; infatti, oiaseuno di quosti puuti 6 vor- 
tico di un cilindro cireoscritto, le ciii gonoratrici sono perpondicolari al piano dolla ourva di 
contatto, epperb le normal! alia superficie lungo questa curva sono tutto oonlcnuto nol piano 
medesimo. Per tal modo, conosciamo gift linoc di curvalura dolla suporfloio: vale 
a dire, le sezioni fattc dai tre piani principal!; la soziono all’ infinite ; o la curva di contatto 
colla sviluppabile simultaneamentc ciicoscritta alia superfioie cd al circolo iinaginario, 
ossia la curva eomiine alia superficie data cd al cono (eonoontrico ad ossa) oho, rlspolto 
aUa raedesima, 5 polare reeiproco del circolo imaginario all’infinito. 

Dando all’equazione della superficie la forma 

— C = 0 

1 suoi piani principali saranno 

5 + ./, = 0, «-Yi = 0, 2rC — 1 = 0. 

Le formole per la rapprosentazione sul piano delle x possono ossorolo sogiienti : 

T 3/2 S 


*) Dalla defiiiizionfi di qwesfeo duo curve riBulta eliiaro die i puiili ad oBse comuni sono qtiolH 
in oui la prima di esse h toccata dalle tangent! oomuni al circolo imaginario all’inOnito* 
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onde 


!»3*I 


' rx,iVi + 80:5 

P 

rx,Xi sa:| 


a = x^{V3 

/f~XaX, 


c ~ X,X 2 
e = rxiX 2 -|-sa:|. 

In questa rappresontazione, le rottc passanti pci punlo Xi—x,, — 0 0 qiicllo passanti 
pel punlo X 2 = X;, = 0 sono lo iinagini doUc goneralrici retlilincc; e lo conichc passanti pci 
due punti suddetti sono le imagini dollo sozioni piano. 

Siccomo il piano C~0 6 porpendicolaro alia rotta ^ = '/[ == 0, cosl « — p^O; c 
il cono cho dairoriginc dogli assi projotta il circolo imaginnrio aU’infitulo savA. 

+ V - 1 -C'-|- 27 £v| = 0. 

A.bbiaino quindi 

K„ : r* 4 -|- s (s — 2'(r) al a:§ s* 

1) == Eai : r* 8 (s — 2 '(r)x'tx 3 -1- .8* a-J 

= Eu ; x] xl~rs (a? -|~ xf} xi -|- s* XiXiXf -\- -f s* 

Pij = 0, _ Pj} = 0, 

Qii ' Qsa • Qia Ell ■ E» • — E|s, 

All • ^ji! Ell ; — Ej2, A]j = 0 , 


No segno chc requazione diffcronzialo (22), posto (1x^ — 0, cotn’is evldenlomonto Iccito, 
diviono pel caso attualo 

2) Eiida:? — 2 Euda:, + Ew^®* = 0, 

la (16) diviono 

3) Ell <^»'i — Ejs dal ~ 0 

0 la (14) si riduoo alia somplicissima 

d£Si llXi — 0. 

Qiiest’ultima, il cui integralo comploto 6 

£Cl to tCj , tUg ' (0 *83 

(to, (o' costanti arbitrarie), dice elie lo curve assintotielio altro non sono oho le goneratrici 
rottilinee della superficie. 
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L-a 2) ha, in virtu di oid efic si e dimostralo in gencrale, I’intogralo comploto 
5 3?! !Cj “I" S flJjj ”1“ Co 0* *^1 ^2 ® ^s) " ^ 

ove le Co> '/Jo, Co sono costanti legate dalla relazioiie 

^0 ~l~ '>Jo “t" Co “1“ 2 Y So Yjo = 0, 

ciofc I’iiitegrale complcto 6 eostituito dal sisteraa di oonioho eoiniini alia suporficio data od 
ai piani tangcnti del cono polare reciproco del circolo imaginario all’iiifinito. 

L’iiitograle singolare della slessa 2) sai’it I’inlorsezionc della suporficio data con qiicsto 
cono, cio6 la ciu'va gobba dl 4.“ ordine la oui imagine e 

4) s*(a:| + !b| — 2 Y a5i oii) a:^ + (1 — y*) (ra:, Xg — sa;!)* = 0 

e cjucsta medesuna curva sari ancho una linca di eurvatura. 

Se ie lineo di eurvatura sono tiitlo algebrichc, Pequaziono geiioralc dcllo loro iinaglni, 
ossia I’integralc complete dolla 3), sara della forma 
6) w*L + 2wM-|-N = 0 

dove (» 6 un parainetro variabilo da oiirva a curva; L, M, N sono tre fiiiizioiii algobrioho 
intere, omogeneo in e propriamonto L — 0, N = 0 saranno lo iinagini di duo 

linee di eurvatura, ed M — 0 uii’altra curva *) determinanto insiomo con L = 0, M = 0 
la rote geomctrica alia quale apparterraiine lo iinagini di tulto lo allro linoo di ourvatnrn. 
£ chiaro cho tiitlc le curve del sistoma 6) saranno note quando siano date cinque *"') fra esse 
appunto come sono note tutte le tangcnti di una conica, quando ne sono date cinque, 
Siecome I’integrale singolare 

LW — M* = 0 

dev’esscro, per la tcoria genoralo, una curva doU’8.° ordine, eosi Ic curve del sistcnia 5) sa- 
ranuo del 4." Tale 6 appunto la curva 4); invece lo sezioni fatto nclla supoiTicio dai piani 
prinoipali o dal piano all’inlinilo sono coniclie, lo cui iinagini sono lo curve 

(aJi + ff2)»3 = 0 
(!B,~a:j)a;a — 0 

ra:,a!j — sa| = 0 

tutte di 2.» ordine: cosl die queste per essero oonsidorato qualiourvo del 4." dovranuo ossoro 
prese due volte. 

*3 Imagino di quella curva (non di eurvatura) oho passa poi punti ovo lo duo linco di curva- 
tnra anzidetto sogano ia curva dell’ integralo singolare. 

*♦) Lo quail devono cssoro curve dello stesso ordine o appartononti ad una atessa rote. 
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Abbiaino dunque cinque linee di eurvatiu'a, lo cui imagini sono : 

X ~ (as, -|- Xtf c4 = 0 
Y = (a:, — Xif a;^ — 0 
2 = (r XiXi — s xiy — 0 
T = (}• Xi Xs -j- s 4)' = 0 

U ~ s* (4 H- xl — 2*fa;, x^) a:| -j- (1 — 'C*) — s xlf — 0. 

Quostc curve appartcngono lulto ad una inedcsiina rote; iiifatti si ha ideiiticamenle 

T = rs(X — Y)-H Z, 

2U = s* (I — 7) X -I- s''* (1 H- f) Y -h 2 (1 — 7*) Z. 

Ota, in luogo della 5), potromo scrivore 
6) to*XH-2a)(iX-l-wY-|-nZ)-|-Y=0 

ove i, m, n sono costanli da delorminarsi in modo die, dando inollre ad w valor i opportuni, 
I’equazionc preccdente possa idcntificarsi con ciascuna dollo seguonti 

Z=0, T=0, U=0. 

Idenlificando la 6) con Z = 0, si trova 

(0= — 21, 4lm=i, 


Ln 6) coincide con T = 0 so (oltrc a 4/m =1) si faccia 

(0 = — 2m, m — Z-j~nrs = 0. 

IS per ultimo la coincidonza della 6) con TJ = 0 ricliiedo inoltro 

2 m (1 — y) “I- 2/ (i -j- ’() — « s'^ ■= 0 

0 corrispondo ad 


(it ■■ 


2m (1 —7) 
H-7 


Eiunondo, abbiamo portanlo oho, fatto 


4F = 


s -j- 2 r (i — y) 


4m*= 


s — 2r(i +y) 
s •— 2 r (1 -i- 7 ) 


— y) 

2 ___ 

8V(^2r(l-hY))(s-h2r(l-Y)) 
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SUIAE LINEB DI OUBVATURA DELtE SUPERPIOIE DI SBOON0O GHADO. 


la 6) si riduoe 

a Z = 0 
a T = 0 

ad U = 0 


per w = ^ — 2Z, 
per w — ™ 2m , 


per 


\ +1) 
“~H-Y V s + 2r(T— Y) 


Diinque la 6) diviene 

4 


"^s Vs- 


•2J-(lH-Y)Vs + 2r(3 ~y) 


Y = 0 


ossia, 


oambkndo w in — » 


V 


s — 2 r (i + y) 


) 


7) w'^X’ — o)(X' + Y -|-Z’) + Y' = 0 

dove 


X=s(s-f 2r(3 -y))(;iy a:;^ 

y =s (s — 2 J-(l -I- y) ) {Xy ~ Xif x] 
Z' = 4 (r Xi Xi — s 


L’cquazione 7) rappresenta una serio di curve di 4.® ordino, avcnfci tutle gli stcssi duo 
punti doppi a, — a:,, = 0, a;,. == .Uj = 0. InolU'o quoslo curve hanno otto taugonli coinuni, 
delle quali quattro eoncorrono nel prime punto doppio, o lo altro nol soooiulo, lul'alti, for- 
inando i due discriminaiiti della 7), considorata prima come una forma di 2.'“ grade in 

— , e poi come una forma di 2.® grado in^, si hanuo le equazioni doi due gruppi cli qiml- 
tro tangeiiti 

«? + s (s — 2 Y r) x] aja -|- s® a4 = 0 


ossia, per lo 1), 


r®a:| -j- s (s — 2 Y r) x] a;^ ~|- s® a;j == 0 


E„^0, E„ = 0 


equazioni iudipendenti dal pai'ametro m. Sicooiuo i due discrlrainanti sono proporxiojiuli 
alia funzioni E^j, E,,, dalle quali non difteriscono die jier unfaltore costaiUc, cesi'') la 
7) 6 I’integi'ale complete dell’equazione differenzialo 


*) Jacobi a pag. 1 del tom, 68 del Giornalo Okelle-Borciiabdt. 
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ilxxyj E„ ± ilxi — 0 , 
ftio6 della 3). L’inlegralo singolarc c 

E|, Ei, 0 

oho rappresonta il sistoma dolle otto tangonti. 

Lo curve 7) sono aclunquo lo imagini dcllo linco di curvatuva dolla suporficio data; 
queslc lineo sono tulte tangonti ad otto retto oho sono lo gonoiatrici della supcrficie uscenti 
dai quattro punli cho quosta ha comuni col circolo imaginario airinfinito Oltre a quosti, 
1 0 otto goneratrioi si sogano in altri dodici pnnti: i punti di contatto dci dodici piani tangenti 
della supcrficio data oho passano per lo corde comuni a quosta cd al cucolo imaginario 
airinfinito, vale a diro, i dodici ombclici della superficip. Quest! sono adunque allineati a 
tre a tro sullo otto gcnevatrici **). 

Nclla rapprosentaziono, i due gnippi di quattro rette E„ = 0, = 0 lianno lo stpsso 

rapporto anarmonico; poreid esso rottc si seghoranno in sedici punti, situati a quattro a 
quattro in quattro conicho passanti per ®i = !C;, = 0, a!j = 0 **+). I sedioi punti 
sono le imagini doi dodici ombclici c doi quattro punti circolari airinfinito; c le quattro 
c onicho sono lo imagini dello sezioni fatte nclla supcrficio dai tro piani priiicipali e dal 
piano airinfinito. 

Milano, 8 maggio 1870, 


*) Sono otto rotlo situato oontomporanoamonto nclla eviluppabilo oho 6 circoscritta alia 
siiporJloio data o al civoolo imaginario all’inllnito. 

♦*) Hamilton, Mments of qualemiona, p. GOl. 

***) Introd, ad una teoria geom, dello curve piano [Quoato Opero, n. 29 (t. 1.“)], 140, o. 


Oremom. tomo lU 


16 



87 . 

NOTE A UN MEMOTRE DE R. ETURM. |«“J 


Anmdi di Jifalnnutica erf appHcatUp Rrno H, fc<nno IV (1H70-71), p. 8n, 


Outre les huit droites triples signal^os par rAulour, la surface a iino oourbo cuspi- 
dale (de robrousseincnt) du 64'' ordro ot uno courbo iiodalo (double) du 105" orclro (ou dos 
courbes inuUipIos equivalcntes il cellc-ci?). La courbo cuspidale csl cou])6o par In plan I'l^o 
aux 9 points stationnau’os de Zj, dont cliacun doit dtro compld deux fois, ot aux 12 p<iinf« 
de contact de Zj avee les droites I, R, dont chacun doit 6tro coinptd trois fois. 

Au lieu de Z, on pout dtudier la surface rdciproquo E' du 4" ordro, doudo d^iiii jjoint 
triple 0 , do 12 droites conoourant on o ot do 8 autros droites sitiidcs sur un liyporbnlofdc. 
II sera tr5s-commodo do reprdsontor celto surface siir un plan it, on projdtant los points 
de au moyen de rayons issus do o. Alors nous aurons on it uno courbo cubiejuo gdndralo 
K®, imago du point triple o; et deux quadriiatoros oomplots circonscrils it uno infiino co- 
nique et inscrits it Ka, dont les 12 sommots ot los 8 colds soroiit los images des 12 -|- 8 droi- 
tes de P', II y a 16 ooniquos, dont chacuno est simultandmont oirconscrito it un triangle du 
proinicr quadrilatcre et it un triangle du second; cos ooniquos correspondont it uu noinbro 
dgal de eoniques situdes sur P'. Les sections planes do cotto surface soront voprdsonldes 
par Iescourbcsdu4"ordrocircousoiit08 siiuultandmontauxdoux quadriiatoros coin[)lol8. Los 
droites du plan tc (qiii no passcut par aueun somraot dos quadriiatoros) sent los iiuago.s dos 
sections pianos p.assaut par o. Les courbes du .8” ordro qui pusscnl par 9 sommola des qua- 
drilatdres (excoptds 3 cn ligne droite) sout los images do courbos pianos du mOmo ordro 
appartonant ^ la surface. La courbo do contact do E' avco un cono circonsorit cst reprd- 
seutde par une courbo du 6“ ordro oirconsorite aux doux quadrilaldros; cotto oourbo est la 
lacobienno d’un rdseau do courbes du 4“ ordro eirconscritos aux mfimes quaclrilaldros. 
L image do la oourbe parabolique est uno courbo do I’l I ® ordro qui touche E’ aux 12 soin- 
mets des quadrilatbres ot passe par les points d’inlloxioii do cotto m6mo cubiquo. JfJtc. cto. 


L. C. 



SULLA SUPERFTCTE D1 QUART’ ORDTN 1C 
DOTATA D1 UNA CONTCA DOPPIA. 

PRIMA NOTA. 


Jfendicouil del li, hlituto Jjomhardo, sorlo II, voluiiio IV (IS71}, pp. IHPMI, 


I goometri conoscono asaai beno questa suporficio, lo cui piii impoiiauti propriotil tii- 
I'ono mease in luce dal prof. Cf-Ensoii ‘^) mediantc la rapprosentaziono della medeaiina, 
punto per punlo, sopra nn piano. Ora, avondola io preaa ad esompio, ncllo mio lozioiil del 
corse normalo presao il R. Islilixto Tccnico Suporiorc, per I’applicazione del metodo propo- 
slo dal sig. NdTtiEU ■'■* **) ), m’6 occorso di nolaro chc ossa si ricava iinmcdialamentc da una 
superfioio goneralo di 3.° ordino, alia quale si appliolii una trasforinaziono di 2." grade, 
esprossa dalle seguonli formolc: 


a:, : ; y^y .^ : y^y^ : y^y.—yl , 

0 dalle rociprooho: 

yi • Vi’ Vi' i -p 

Qui ®i : : aJa ; , y,: y ^ : y ^ ; ?/, sono duo punti corrispondonti di due spazj, ehc 

*) XJoher die Mdolion vierter Ordnwig wdolie cine Doppelcurvo meitoi Qrades heHtzen (Grior- 
nnlo OuBLLid-BouoiiAUDT, U 69). VoggaaiinoUro; KuMMBRnelMonatsbencht 16 luglio 1863 dolFA- 
cad. d. e, di Borlinoj La Gournbuiis nol Journal do ri!3colo Polyteolmiqiio, 40^ oaliior; Cayley ncl 
Quarterly Journal of Maihomatios i. 10 e 11; ICorndouper noi Malliomatisolio Aimaleii, 1. 1 e 2. 

**) TJeher MdoliGTiy welolio Soliaarenrationaler Otirvenhesiimi Annalcn, t. 3), II metodo 
oui si nlhido, lia por iscopo la rappreaonta^iono, punio per punto sopra un piano, di una aupov- 
iioio clio posaegga una sorio di curve razionali, ciascuna dello quali nasca dairiiitcrseziono cli 
qiioUa con una superfioio di un fasoio; o oonsiste nol trasformare da prima la data superAcio in 
un*altra d*ordine f omit a di una rotta multipla sooondo n — 2, 
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tuttaviariguardansi eomo sovrapposti I’uno all’altro; cosi olio, a cngjon cl’caonipio, tl ptirifo 
X, ; X, : a:., : a:j==«, ; : a, : ooincida col puiito yr-'l/a- ?/i : Vi ■ 

Duo punti corrispondenti sono senipvo in linoa roUa col pun to o, lo oui priiiio tic cooi- 
dinate sono iiullo. li punto o Is un ptinlo fondamcMtale, o •'■) per oiitraitilii 

gli spazj; inoltro la conica {y, = 0 , y,rM-yl^^) e ii sno piano sono fowlameniali 
por lo spazio (^), niontre la conica = 0 , Xy x^ ai,, — ~ d) o il auo piano sono /bnrfin/ic/i- 
lali per lo spazio (a:). A 1 pnnto fondanionlalc di uno spazio corriaiiondo tutto il piano 
fondainenlale dell’altro; o ad un punto della conica fondaniontalc di uuo spazio coni* 
sponde la rotta ohe iinisce qiiesto punto al punto o. Ai piani di uno apnzio conispoudom), 
nell’altro, superficie di 2 .“ gi'ado passanti por la conica fondiunontalo del seeondo apazio 
etoceanti in o il piano fondainentalo del priino. Ma ai piani passanti ])or o cori'ispoiidoiuj 
di nuovo i niedesimi piani, coc. ecc. **), 

Ncllo spazio (k) sia data una superfioio goneralo f di 3 .” ordino, passanto por la ootiii'ii 
fondamentale di detto spazio, ma non toccata in o dal piano fondainentalo dcll’altro. A]J- 
plieando a cpiesta snperficio la Irasforniazionc in discorao, si ottiono una siyicr/fcio gtmn-' 
rale F (h 4 .“ ordine, doiata di conica doppia; per ossa la conica doppia ii yi 0 i 
2/2 ~ ^3 == 0 ; e i piani tangenti in 0 sono il piano y-i = 0 0 qiiollo olio ivi tocca f. Alio hc - 

zioni diFfatte con piani passanti por 0 corrispondono sozioni di / fntto coi incduHiiiii 
piani; 0 in particolare alia oonica doppia di F corrispondo la cubioa coniuno ad / 0 nl piano 
iji = 0 , in modo ehe duo punti di quosta cubica aliinoati col punto 0 rapprosonlano un solo 
0 medesimo punto della conica doppia di F. 

Corohiamo ora le retto di F. Eviclontoinonto osso non i)08sono oorrispoudoro clio a rollo 
di /, appoggiato alia conica 

(-» 2 = 0 , XiX 4 -\-a^= 0 ). 

Diciarao a la rotta di f posta nol piano aii = 0 ; 0 (J, , «,) , (bt, 0^) , (b ^ , Cj) , (b^ , e^) , (bf , , o-,) 
le (lieoi rette di f, ineontrate da «, oio 6 situate a due a duo noi oinquo piani trilaugouti oho 
passano per a. 

F note clie f possiede altre sedioi rette, nossuna cloilo quali inoonlra a, chc per conflc- 
guenza ineontrano tutto la conica 

(a? 2 = 0 , 


*) CatIiET, On the rational tranaformation bclweon two epaoos {Prooood. London Matli. Soo., 
1870 ). 

*♦) Malgrado la grande analogia di questa trasformazione 0011 quoUa noliasimn olio 6 lari- 
suUante di una trasformaziotie linearo ooUa trasformazione per* xaggi vottori rooiprooi, pure non 
credo cF'eesa sia stata mal osservata 0 impiogata. 
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Esso possono indicarsi como soguo: 



oho Sega Cibib^bili 

Uz 

)1 

b\6ibibibi 


» 

kkeabA 


» 

hbAcA 

% 

)) 


h 

)) 

Gi €2 O'} G 4 

^12 

» 

&g<?3 ^^4 Cf, 

^13 

)> 


Gu 

» 

iiC^CsbiC^ 


» 


^23 

» 

OihbsC^ Cb 

Czi 

» 


^26 

)) 

01^2 ^3 


)> 

Cl 

^35 

)) 

Cl C 2 63 C4 &5 

^•15 

» 

(?) 62 Cnhih^ 


Soltanlo a quosto ultimo rcUc cori'lspondono vetto di P; quosta supeificio ha dun- 
quo sedici relk, siluaLo a duo a due in quaranta piani. Alla retta a corrispondo in 
F il punto o; piti prccisamcnlc, ni punli di a corrispondono i punti di P infinitanicnte 
vieini ad o c situati iiol piano 3 :^ = 0. AIlc dicci rolto (b,, e.) corrispondono in P al- 
trotlanto conicho, tulle passanli por o ed ivi toccalc dal piano 3:^ — 0. Per o passano 
altro dicci conicho di P (locoale in o dal sooondo piano langonto), imagini delle eoniohe in- 
tcrscssioni di f ooi piani condolli per o e rispoltivamente per le died rotte (&,, c,). 


*> Quosta nolaziono b ricavala da qiiolla oho si usa oomimemoato per le 27 rotte della su- 
potficio cli 3° ordiiio (ofr. Eondioonti 1st. Lomb. 24 marsio 1870) [Quoste Opore, n. 84], col trala- 
Boiaro I’indicc 6. La notaaiojio modcsima fa subito ovidento clie, se dni trentnsoi Boppeheohse 
di ScHAEPLi formati oollo 27 rotte della suporfloio di 3.“ ordino (veggasene il quadro a pag. 78 del 
mio MSmoire de gdomdlrio pure sur les surfaoes du 3'>ordre, Giornalo CaBi/Liii-BoRCirARDT, 1. 08 
(Qttosto Oporo, n. 79]) si tolgono i sedici Boppelseehse ne’ quali ontra la retta ossia a, riraangono 
i voiiti Boppelvieren oho Clebscii ha mostrato potorai formaro colic sedici retto della suporfloio 
di d® ordino. 



230 SULLA SUPEKPIOIE DI QUART’oRDINIS DOTATA DI UNA OONIOA DOPPIA. 


La superficie F possiede died serie di coniclie, corrispondenti a quollo olic si ol- 
toiigoiio segando f coi dieci fasci di piaiii avcnti per assi lo relto (!>,, c,). Dictamo 
conjugofe le due serie corrispondenti a fasci i oui assi b, c, siano in uno stesso piano 
tiitaiigente condotto per a. Due coniclie appai’lenenti a serie conjugate sono sompro situate 
in uiia niedesiraa superficie di 2.” grade, passantepor la oonica doppia; o il piano di iiiia co- 
nica coutieiie un’altra conica della serie eonjugata. Tutti i piani contonoiiti Ic coppio di 
eonicho appartenenti a duo serie conjugate sono tangenti ad uno stesso cono di 2.® grado; 
si hanno eosi i cinque coni quMrici di Kuaimer, cireascrilli ad F, i quali sono iiulivi- 
duati dalle cinque radici dell’equazione di 5.® grado, die da i cinque piani tritaiigcul i 
di f, passanti per la retta a. 

Quando suppongansi note le cinque radici, la risoluzione di quattro equazioiii quadra- 
tiche faii eonoseere le eoppie dirette (J|,c,), (i>i, c^), (buOi) situate in quattro 

piani tritaiigcntl. Indi, se prendianio una retta da oiascuna dello predotto quattro coppio, 
]i. es. h^ Cg bj J,, queste quattro retto, avendo gilt la trasversalo commie a, saranno hieontrate 
siinultniieameiite da un’altra retta, «2, unica c individuata: la quale, avendo cosi quattro 
piinti comuni con f, giaeeril per intero su quosta suporficio. Lo sedici quatorno analogho a 
i, Cj ij bf daranno adimque senz’alcuiia nuova irrazionalitit Ic sedici rotle di /, o per conso- 
gueiiza le sedici di F: il die coincide coi risultati ottenuti per altra via dal sig. CLEiiaou. 

Rappreseiitando f sopra un piano II, avremo a un tempo rappresentata nnolio P. Sco- 
gliaino a, «j, Uj, come quelle rette di f cho sono rapprosontato dai soi punti fonda- 
iiieiitali 0, 1, 2,3, 4, 6di II; allorai cinque punti 1, 2, .... 5, le dieci rotto 12, 13, , 45 
c la conica 12345 saranno le imagini dolle sedici rotto di F, die indielieromo con 
(«i). («i)i .. • , (a-i), (c,i), (cuj, . . . , (C45), (6). Il punto 0, imagine della retta a di f, rap- 
presenteril i punti di F, prossimi ad 0, e situati nel prime piano tangento =0; so po^ 
siaO il punto di n corrispondento al punto 0 di f, sard, O' il rapprosontanlo del punti di P, 
prossimi ad 0 e situati nel secondo piano tangento, oho 6 anche il piano da cui 5 toccata f 
nello stesso punto. Ne segue cho il punto 0 di F sar^ rapprosontato in II dalla eoppia di 
punti 0, O'. 

L imagine deUa conioa doppia, dovendo corrispondero alia sozione fatta in f dal piano 
a:,=0, sarS.nna cubiea S passante pei puntiOO'12345; nella quale ogni punto m della oonica 
doppia sarh rappresentato da due punti m m' elie diromo eonjugati. La rottn min' 
rappresenterh, una cubiea di F, avente un punto doppio in m 0 siluatn in un pia.no pns- 
saiite per la retta (J). Sia q la terza intersezioue di S colla retta mm'; o q' lasosta in- 
teisezioiiG di S colla conica 12346; la eoppia qq' Timagine del punto q in cui la conica 
doppia 0 simultanearaente incontrata dalla retta (6) e dalla cubiea prodotta. Variaudo 
ram, varia la cubiea il oui piano gireril iutorno alia retta (&); dunquo oppor6 aiiohe q, 
rimanc flsso, cioe la retta mm' passa per un punto fisso di S, che h U oonjugalo della eoBta 
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intersezionc di qucsla cuhicii pollii cnuica 12345. Nc scguo inoltre die la rotta qq' o taiigcntc 
in q alia cubica S. 

Di qui si ricava subilo die Ic iinagini ddlo sezioni piane di F sono le cubiclie die, ollrc 
al passare pci cinque punti fondamontali 12345, segano la cubica S in due punti coiiju- 
gali mm'; die le died seiic di coniclic in F sono rappreseiilate dai cinque lasei tli retln 
uscenti da uno dei cinque punli fondamcutali, c dai cinque fasei di conidio aventi per base 
quailro punti fondamentali; ecc., ecc. 

Siecome la tooria dclle superficie di 3,“ ordine c ortiiai inoHo diviilgata, mi pare di potcr 
ragionovolmento asserirc, die il motodo qui proposto per lo studio della suporfide di 4,o 
ordine, dotata di una conica doppia, sia il piti semplicc die si possa dcsideravc. 
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SULLA SUPBRFIOIE DI QUART’ ORDTNB 
DOTATA DI UNA CONIOA DOPPXA. 

8ECONDA NOTA. 

J^endtconli del R, Islitnto hombardo, Horlo IJ, voiuaio IV (1H7J), pp, 109-J(i2. 


Nella preecdente comunicazionc ho indicata una trasfoniiaziono razioualo cU 2.® grndo 
ciic, applieata ad uua supcrficio gonoralo di 3.® ordiiio, coiiduee alia suporficic goneralo di 
4.0 ordiiie dotata di una conica doppia. Invcce, so si applica la medosima ti'asformaziono 
ad una superflcie di 2.® grade, coraunque situala rispoLlo agli ekmenti fondaineMali, si 
giunge ad un caso speciale, assai interessanto, dolla suporflcio di 4.° ordiiio dotata di 
una conica doppia; caso ch’io credo non ancora ossorvato, e cho qiii mi propoiigo di 
esplioare *). La superficie F di cui si tratla, 6 rapprosontala dall’oquaziono: 

( 1 ) 

dove per brevitil si e posto 

'f='f{y)=au y\ + -f 2 «« + 2 o-j, j/a?/ , 2 , 

P =P -h anVi -\-auyz, 

K=K(?/)=j^,2/, -.y\, 

essendo 

(^) ^ (^)H^ 2 j '??£== 0 

la superfio di 2.o grado suHa quale si 6 operata la trastormazioiic. 

*) II sig. KoRNDdnFEU ha espoato con molti particolari (Math. Anmlcn, i. I, j>. 6fl2) la 
tcoiia dcUa auporfleio di 4® ordiiie die, oltre alia oonioa doppia, poasiodo uii punlo coiiico si- 
luato Juori della emiea. Se s’imagina oho qiiesto punlo a’accosti indo/liulainonlo alia eoiiioa 
fiuo n oadoio in eesa, si ottionc la aiiperlioie oho io considoro in quoata Notn, protorondo di I’i- 
oavamo le pioprieta, immediatamente da queUo della auperfloio di 2.° grade. 
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La superficie F ha la cmiea doppia 

K=o 

e in essa il panto singolare </, = — ?/<,=0, ehe rapprescnta dm pmti doppj infiniia- 

mente vicini per la curva di 4.° ordine risuUante dal segare F con un piano condotto ad 
arhitrio pel detto pmto: donde soguo die quesla curva ^ raeienale. La superfieie ha uol 
pun to singolare un solo piano tangenlo ?/e — 0, il quale sega P hm^o quaitro retie a,, 
fls) * 1 ) tutte uscenti dal punto singolare e dirotte ai quatlro punti dati dal sistoina; 

2/2=0. ?/,?/, +2/3=0, <f>+2i/,P + a„2/l=0. 

Qiiesti quattro punti sono i vortici di un quadrangolo corapleto, i cui punti diagonali nniti 
al punto singolare dilnno tre rotto, die dird ai, aj, c,. 

La Buporftcio ha due altri punli euspidali’, ossi sono lo intorsozioni della oonien doppia 
oollo tangonti condotto dal punto = j/, = 0 alia conicil 

y,=0, f+2^.jP+a,4?/5=0., 

La superficie F ^ VinvUtippo della serio di superficie di 2.® grado (toecalo ncl punto 
singolare dal piano pi = 0) 

(3) a44((p+2«K)— (P— (i>2/,)®=0, 

die, oltro al cono 

a.nf — P^=0 

avente il verliee in 2 /i = 2/2 = 2/3 = 0, eoniiene altri tre coni circoscritH ad F. I vortici di 
questi coni sono siluati rispellivamonto nolle tre retto a. 

Di qui soguo die F posstede oiio sericy conjugate a due a due, di emiielie; lo conicho 
di duo sorio conjugate giaociono nci piaiii tangonti di uno slesso cono quaclrico drcoscritto. 
OUre le quatlro retie Ui, a^, a,,, a,, la s%iperficie eoniiene olio retie 

^l. &3) 

^] ) ^2 > ^3 ^ ^4 1 

formanti un cosl detto Doppehier; cio6 duo rotto h, c si sogano so hanno indici diversi; 
montre duo rotto h, n6 duo rotto c, non s’incontraiio, Inoltre una rotta a incontra la 6 0 
la c dollo stosso indice. 

Dir6 2.® 0 3.® cono i tre coni circoscritti ad F, i cui vortici sono nojlo tre rotto 
a ; 0 4.® cono quollo il oui vertico i> il punto y, — = 0. Lo dodici rotto di F fornia- 

no vonti paja, situate in altretlanti pioni tritangenti, 0 coslituonti altrottaiiio conicho 
ehc appai'tengouo alle otto sorio suacconnato. Giaociono nci piani tangonti al l.° cono, 
opper6 appartongono alio prime due serio conjugate lo paja 
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^62^3 > 

(j,c„ 

cosi pel 2.^ cono 



e pel 


{biCu ^'463). 

Da ultimo, pel 4 .° 


« 3 & 3 . a 4 ^' 4 ), 



0303 , 


Di qui segue oho, so s’indicaiio cogli stessi simholi h, ci punti iii cui quoslc rotto iiioou- 
trano U piano j/s = 0 (cosl ohe la rotta passoril pei punti b,. e c,.), lo rotto 

^ 3 ^ 2 * ^ 1^0 ^ 4^1 

si segheranno in uno stesso pimto di «], cio& nel vertioe del 1.® oono; oosi lo rotto 

JsCi, &1C31 ^ 4^2 

passeranno per uno stesso punto di a^, cio^ pel vertioe del 2.o oono; e lo rotto 

b^Ciy b^c^^ b^a^ 

avranno in comiine un punto di a.,, cio& il vertico del 3.° cono *). 

Per conseguenza, la risoluzionc dell’equazione di 8.° grade olio dH lo otto rettc &, 0 
(ossia gli otto punti b, c), 6 ridotta a risolvero: 1,“ I’equaziono biquadratica dolle rotto b 
(ovvero I’equazione cubiea delle tre rette a); 2,° I’equazione quadratioa die dll lo duo rotto 
b, e die incontraiio la retta a, corrispondento ad una radico doll’equaziono biquadratica, 

La rapprosentazione della superficie P sopra un piano II si ottione assai facilmento 
projettando la superficie (2) di 2 “ grade, di cui queila 6 la trasformata, da un suo punto 
e quindi operando su questa projeziono un’ordinaria trasformaziono di 2.° grado. Nolla 
rappresentazione eosi ottenuta, si hanno cinque punti fondaraentali, 1, 2, 3, 4, 5, do’ quali 
gli iiltimi tre in linea retta: le rette a sono rappresentato dalla rotta 1 2 e dai punti 3, 4, 6 ; 
Ic rette b, e dai punti 1, 2 e dalle rette die li uniscono agli altri tre. La rotta 345 6 I’ima- 
gine del punto singolaro yi — y% = ys=^0; mentre la conioa doppia 6 rapproscntata da 


♦) Detti ■»,, Vfi, % 0 ^ i vertioi dei quattro coni, i tre gruppi di piiati , 

formano un sistema identico a qnello dei dodioi punti dicontatto dolle tnngenti diunn oubion, 
uscenii da tre punti di essa allineati in una retta (vedasi la mia Iniroditaione ad una teoria g^o- 
nietriea deUe oivrve pime, n.® 149) (Qnoste Opere, n. 29 (t. 1.®)]. 
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uiia oonioa S passanlc per i punti I, 2; acl ogiii punlo della conica doppia eonispondouo 
duo punii (11 S, cho diroiuo aonjugnti, allinoali con iin punto fisso 0, posto nella retta 
345; cosi clic le intoi'sczioni di H colla rolta polaro di 0 sono Ic imagini del due punti cuspi- 
dali. fjO SGKioni latlo in F dai piani passanli pel punlo singolarc y, = y, = y, == 0 sono 
rappresontate dallo coniclio di una veto dolla qualo fanno pai’te anoho S e il sisteina 
(12, 345). Invcco alio altrc sezioni piatic di F corrispondono Ic cubichc passanti p(3i cinque 
liunli fondamontali o sogauli R in due paja di punti conjugati. Lc conlchc passanti per t,2 
0 per lo iinagini do’ duo punti cuspldali rappresentano le curve di contatto di F colle 
suporlicio di 2.® gratlo della sorie (3); lc quali curve hanno tutto un punto doppio in 
y, y,, = 0. Fra case vi fs audio la conica doppia; ed altrc due si risolvono, cia- 

scuna, in duo coniclio passanti pel punto siuldclto. 

JiC duo sorie di coniclio relalivo al i.® cono circoscritto sono rappresentato dallo rotto 
passanti pel punlo 3 o dallo (joniclio del tascio (I 2 46); cosi lo rotlc (4) e lo coniche 
(1 2 5 3) rapproaentano lo conidic dcllo duo sorio conjugato relative al 2.® cono; e lo rotto 
(5) c lo coniclio (I 2 3 4) sono lo imagini dcllo coniclio dellc serio relative al 3.® cono. 
Ifiiialiuonto, i I'asoi di rotto useenti dai punti J, 2 rapproaentano lo coniclio posto noi 
piaiii taiigonti al 4,® cono, cioii a ([uollo il cui vorticc 6 il punto y, = y^ = ys — 0. 
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OBSERVATIONS G^OM^lTRrQlTlilS 1 PROPOS DE LA NOTE 
DBMr.BRIOSOEH “SUR LES TANQENTES DOUBLES D’UNE COtJRBK 
DU 4.0 ORDRE AVEC UN POINT DOUBLE ["^J 


Mathmniischc Annalenf Baud IV (1871), pp, 90-102, 


En aupposaiit quo p no soit pas uiio racino de rfiquation (4), mais plut6t iin parninls- 
tre ai'bitraire, on fEduit des 6quations (3) ot (6) la snivanto 

4P (6 2 ’ a - «)= t) (24 ¥z^ + (E — p*) 2 p 0 ~ 4 h w) + 4 ¥ f\ 

Done quelquo soit p, la conique 

(6) 24F2* + (E-p*)t) + 2p9 — 4/«w = 0 

est tangente ti la courbe biqnadratique donn6c 

6 2* a — M=0 

on quatro points, situ^s par couples dans les doux droitos f—0. L’6quation (G) ruprA- 
sentenn systSinc do coniques quadritangents: il contiont quatro ooniquos qui so (16eo»iiH)' 
sent en deux droites (tangentes doubles), et ces quatro ooniquos particulibres eorrospon- 
dent aux quatre valeurs du parambtre p qui satisfont rfiquatioii (4). En offot, lo premier 
inembre do celle-ci ne diilbre du discriminant do la forme tornairo (6) quo par uu faotcnr 
inddpendant de p. 

L interprdtation gbombtrique du rdsultat obtonu par Mr, Briosciii osl clone la fiili* 
vanto. « Unc courbe homologique-liarinonique *) du 4.® ordre avco un point doulilo 
possbde deux systemes do coniques quadritangentes, qui ont mfimo centre ot axo d’lm- 

) Ccst-i-dire qae la eoiirbo possMo lui centre x—y =Oetunfla;o g-^O do homoloyie liarnioin- 
propridW gdomdtrjquo qui coraespond I’absonco du lermo linOairo on « dans rbqualion 
e a coui'bo. On sait d’ailleurs quo toute courbe hypcroUipfciquo pout fitro tranafowndo ration - 
noUoment en une courbe homologique-harmoniquo. 
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tnologie hn-rmonique (c’cst-Jl-dirc quo le poiul. x~--y—Q cat le pole do la droito z~0). 
L’6qiiatlon de I’lin do coa ayst^nics cat ((>), oil p d6signe le paramelvc; cn perimitant E 
avec Bj on obticnt lo second systcino. Bans ehaque syst5inc, les couples de droites inc- 
n6c3 du point doul)le aux points do conlacl. de la combe donn6o avec les coniques qua- 
dvitangontos Eorment uno involution: co qiii r6aultc do la relation (6). Chaque systeine 
comprend qualre couples de t'angenta doubles; et les valours coiTcspondaiitcs du para- 
inotre sont les racines do I’dquation (4). » 

En ddsignanl par co la forme (pi’ou ddduit do D par la permutation de E avec B, on 
volt tout do suite quo les trois groupcs do quatre droites 

u.O — 0, i;.<o = 0, (o.0 = 0 

sont harinoniques. Los formes biquadraliqucs m — 0, ti)0— 0 sont aussi li6cs hanm- 
nitjuement onlre olios, solon la ddnomiiuition proposde par Mr. Baitaolini done 
les formes 0, w soul d6torniin6es par les conditions quo les invariants quadratiquos 

(a . D-)®, {v . w)', til . («)’, (& (0 . ?()' 

soient Lous 6gaux i zfiro. 

On pout aussi prdaontcr lo thdoremo ci-dovanl sous la forme algdbriquo qui suit: « On 
domic deux formes binairos u ct v, biquadratiqno la premitro, qnndratiquo rautre; et 
on domando H salisfairo it I’dqnation 

M ™ V (p — f'^, 

II 2 / a donx syst^mes do solutions, dont I’un ost eontonu dans les lormnlos 

2 7(:f=0~p«, 47c'*<p = (p* — E)v — 2p0 + 4fcw, 

p 6tant arbitraii'o. La permutation do E avoo B donno I’antro sysltmoB, 

On obtienl trftg rapidomont lo IC tangontes doubles do la oourbo proposto, on lui ap- 
pliquant lo prooddd ingdnioux quo Mr. Geisbu *^) a indiqud pour la oourbo gdndralo 
du 4.» ordro. En supposaut donu6o uno surface g6n6rale du 3." ordre, si Fou place I’ooil 
sur uno dos 27 droites, la projection piano du contour apparent de la surface sera pr4- 
oisomont uno courbo du 4,'' ordro avec un point double. Jo eonsorvo pour los 27 droitos 
la notation do Mi'. SohlXpli, omis soulomont I’indox 6; si a ost la droito choisio pour 
y placer Fooil 0, la trace do a sur lo plan do projection sota lo point double; los traces 
dos doux plans bitangonts oontonant los coniquos toucli6os par a soront los tangontos 
au point double; los cinq plans tritangonts qui passont par a et lo plan tangent on 0 au- 

"<') SuUo forme biiioi'ie di grade qualunque (Atti della E. Acoademia doUe Soionzo di Napoli, 
Tol. Ill, pag. 11). 

**) Matliom. Annalon, t. 1, p. 129. 
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rout pour traces les six tangentes issues du point double. Enfin, los 16 taiigciitos dou- 
bles seront les projections des 16 droites 

U), d-i, Us, df, Ub, fi, Cli, Cia, Ci4, CiB, Cj'j, Cji, Cob, Cjs 

de la surface, qui ne sont pas roncontr 6 es paa’ a. Or, il suit do la thdorio trcs conuuo do ia 
surface du 3.® ordie, que ces 16 di'oites so ddtorininoiil lindaircniont, des qu’on contiuil 
les restantes; par ox. «, est la di’oite commune aux hyperbololdos c, fej fij, Ci A, qui 
ont d 6 jA en commun c„ h et a. 

Si Ton vent que le contour de la surface donne une courbo homologiquc-liannonicpio 
il faut supposer que la surface, an lieu d’etre tout-iVfait g 6 n 6 ralo, prfisonte cetlo singu- 
larity que, dans deux des plans tritangentes qui passent par «, los deux di’oilos y conic* 
lines se coupent sur «. Nous supposerons quo oela arrive pour los plans a lit 04 , air, c.., 
Soit done I’yquation de la courbe propos 6 e 

(I) o>y^~~iy + >>'‘«>){y + X\x)(y+Xlx)(y-{- Xia;) = 0, 

l’6qnatioii de la surface J3 sera 

(11^) W' ( 2 / -1- ») -j- 2 (f X* iS -f c ?/) e to + (f- V‘ X y) i 

— )} (e — [f {y -I- X? x) (y -|- X^ x) (y -|- Xj a:) = 0 , 

oil ic = o est le plan de projection; e, f sont deux constantos arbitrairns, infignlos. La dro- 
ite a est 3' = y = 0 ] les droites (ci,&i) (cj, h^) (Cj, i,) soul domi 6 o 3 par 

y + K x = 0, X (ic -f- / g) ± X,, (to -\- eg) — 0 
(r = l,2,3); les droites (C 4 , i.,,) par 

iS=0, IC-f C2± X(c— /)?/==0 
et les droites (cj, J-.) par 

y~0, w-1- /■« ± X, X 3 X 3 (c — f)x~ 0 . 

Coupons la surface Jg par im hypcrboloide 

2(Aa3 + B 2 /)-f-w(Ca:-l-D?/) = 0 

Tiicn4 pai les droites a;=:j/ = 0 , 0 =:?/; = O, la deuxiomo dosqucllcs porcc J* aux Irois 
points Cj 6 ,, Cihi, CjJj. En 6 iiminaiit w eiitre (II) et (HI), on a I’oquation de la projection 
fc intersection des deux surfaces: Equation qui reprdsentora uno courbe du ortlro, 
ayant un point tuple en a:== 2 / = 0 et tangento A la courbe (I) aux points Oti, , 
rA et en quatre autres points allignys avee x = y ^0 sur los droites 

(2/ + X« ») (A a: 4- B 2/) - (e 2/ + ^ X* a:) (C a; + D 2/) = 0. 
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Or, eii 6 crivant quo l’ 6 quatioii du 5.® dogro contient Ics trois fafttours ij + A®, a;, on 
a lea trois conditions 

A(A-fC-X* (B — fD))±X, (a — eC — X' (B-eI )))=0 

qiii donnent huit systemes do valours pour A : B ; C : D corrospondant aux coinbinaisoiis 
de sign.es de Xj, Xo, X 3 . La combinaisoii (+ -|- 4 -) donnc ainsi I’hyporbolo'idc 

(w4-e2) ((Xi + Xj+ X 3 )i/--X,X 2 X 9 a:] 

+ (w 4 - f a) X — (Xg X 3 4 " X 3 Xj 4 " Xi Xj) a;j = 0 

lequel, ayaiii d 6 jtl, quatre droitos a, c,, Cj, C 3 communes avcc J 3 , coupcra cotto surtaco 
suivant deux nouvelles droites J, c«, donl les projections sur lo plan w — 0 soroiil 
doux tangentos doubles do la courbo (I), savoir 

± 2 -h (X 4- X, + X 3 + Xa) y - X X, X, X 3 4- ^ 4- ” 4- ® = 0 . 

Analogueraent, les autros combinaisons do signes (4 ), ( 1 ), ( h) 

( ), ( — \- 4 -). (-1 h)) (+ -I ) donnent les autres 7 couples do droites 

(«, Ca), (tti C 3 ,), (fla 0 , 3 ), (« 4 «r,), (Cn 6 , 5 ), (cj, C 35 ), (c,„ 635 ). Lcs proiiubres quatro couples ct 
los quatro demises appartiennent rospectivomont aux doux systemes do ooniquos qua- 
dritangontes, dont j’ai d 6 jA parl 6 . 

J’observo encore quo la section de J 3 par lo plan w — 0 est la oubiquo homologique- 
harmoiiiquo 

(]f®X®a: 4 -e' 2 /)g® — X®(e — f)'(i/ 4 -X?a!) (jz + Xla:) (jy4-Xj«) = 0 

ayaiit un point d’inflexion en a!=y==0, et pour tangoutos issues do co point los trois droites 
!/ + Xf Les trois points do contact do ocs tangentes, sitii^s dans 2 = 0, ot doux 

autres points allignds aveo x~y — 0 sur la droitp fX^x -j- e|/ = 0 sent autanl de points 
do tangonee entre la oubiquo et la courbo (L). Los traces dea27 droites do J 3 aont dislri- 
bu 6 es dans la oubique do la manibro suivanlo: lo point x = y — Q ost la trace do a; los 
traoes do c^, 64 sont dans a: = 0 ; colics do C 5 , 65 dans 2 /== 0 ; les traces do etCi, do 
bi ot c„ de b-j et coincident deux A deux aveo los points do contact cles tangentes is- 
sues dll point d’inflexion. Enfiu, los traces des autros 16 droites sont, par couples, alli- 
gn 6 es aveo x = y — 0 sur les 8 droitos 

(e (X, -(- X 3 4- X 3 ) -h / X) 2 / •" (e Xi X 3 X 3 4 - / X (X* X 3 4- X 3 X, 4- X , X,)) a: = 0 

corrospondant aux combinaisons do signos do Xi, Xj, X 3 . Cos 8 droites sont los traces 
des 8 liyperboloides, qui ont tons on commun los droites a) = «/ = 0, 2 = tt>=0. 

Si Ton plaoo I’oeil au point commun A trois droitos a, 64 , do J 3 , la projection du 
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contour apparent de la surface sera la eubiquo homologiquc-harmoniquo 

y (w + ezf — )/ (e — ff (y + Xf a;) {y + XI x) {y -|- X;' x) = 0. 

Lo point x = y = 0 est la projection dcs droitos a, Cr,; les droites 6^, r., sc projMenl 
on deux points sur a; — 0; Ics trois tangentcs issues du point a; — ?y = 0 ropidsentent 
les couples c, ct ft,, ot ft^, c, et ft., ; et les liuit langentcs do la courbo, issues do cos deux 
points soront les projections des autres seize droites, coincidiuit deux ft deux: 

a, et 0|4 , rtj ot cg, , a,, et c^^ , o^r, et n~, 
ft ot , Cg 3 ot (/|5 , Oy, et , c,h ot Cj,*,, 

D’iei, et de la propri6t6 anliarmoniquo des quatro tangentcs issues d’nn point d'linc ou- 
bique, on eonelut ininiftdiatcment l’ftgalit6 des rapjiorts anharmoniquos des trois formes 
biquadratiqucs considftrftes par Mr. Bbiosciii. 

Milan, avi'il 1871. 
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SULLB TRARFORIVIAZIONT RAZIONATJ NELLO SPAZTO=^). 

NOT A 1 .“ 


Jicnehconti del li* laUtuto Lomhavdo^ fioiio II, volunio IV (1871), pp, •iCil-271}. 


Quatti'o vadabili oraogoneo iudipoiulcnli sinno legato nd altro qiialti'o vavia- 

bili analogho fjiPiy)y.i modianto lo rclazioni: 

(1) a.*! I : fljj : Kg = (p, ; (pj : 

dove Ic 'p siaiio funzioni {algGl)i'ic]ie razioiiali) inlcvo oinogencc di nno slesso grade n dolle rj. 

Considerando lo « o Ic y coiiio coordiimlo di duo iiimli eorrispoiuleiUi in duo spn'/j a 
tro dimensioni, le ( 1 ) csprlinono olio ad uii punlo qiialsivoglia dcllo spazio (y), piirclife non 
connuio alio quattro suporficic <p = 0, conispondc un solo c dotci'ininalo piinlo dollo spn- 
zio (»), 0 oho ai piani 

(2) a, a:, -\- «j -f a;j -|- tf, a;, — 0 
dollo spazio (®) comspondono lo 8up3orfioio d’ordinc n 

(3) «, <pi -I- «5 -I- 0^3 fa + «( T ' = 0 

fonnanti un sistema linoaro Iriplamonto infinilo. 

Suppoiigasi ora chc dallo (1) si possano dosumerc lo y espresso razionalmento eollo x, 
eio& le lormole hivcrao dollo (J) siano 

essondo lo funzioiii intero omogonoe dolle di un mcdcsimo grado m. 

*) Veggasi intorno a gucsto argomoiito la Momoria dol prof. Cayley, On (he rational irajt- 
&formaiion betwcoti two spaces nel t. doi Proceodings of tlio London Maili. Bocioly. Cfr, audio 
N6TiiEn, Z'ltr TJicorie des eindenfigen Entsprechens aJgebraischer QehUfh von heliGhig vieUnEimen- 
sionen (Math. Annalen, t. 2). La medesima quistiono per lo Agiiro piano 6 Btaia trallaia da iiao 
{Moinorio doirAccademia di Bologna, 2.« soric, t. 2, 1803 o t. 6, 1806; ovvero Giornalo di MiiLo* 
maticUo di Napoli, t. 1 o 3) [Questo Oporo, n. 40, .62 (t. 2,"') ], da Clifford o Cayley (loco 
da NdxitErt (Math. Amialeii, t. 3, p. 164) o da Eosanes (Giornalo CiiBLLiij-BouuuAiiDT, L 73). 


Ovemomt tomo III, 


10 
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SULLE TRASFOKMAZIONI RAZIONAU NELIO SPAZIO, 


CiJ ofjuivale a supporro il sistcnia (3) tale cho tre supcrficie prose arhilranamenk da 
ease abbiaiio uii unico panto comune, cho non appartenga a tutte lo suporficic del sistoma 
medesinio: coal cho aiiche ad an panto qaalsivoglia dello spazio (a:), parche non comuno 
a tatto le saporficie < 1 > = 0 , coiTisponde an solo c delorminato panto dello spazio {ij). 
Dalle (4) segao iiioltre cho ai piaiii 

(6) Pi«/i-|'Pil/H-P3 2/3 + P<yi = 0 

eorrispondono le suporfioio 

(6) Pi <}i| Pa ^8 + Pa ta + Pi 4'i ~ 

fornmnti an sistoma liiicaro triplamente infinito ; tro qualanqao dolle qaali, in virla dolle 
( 1 ), si segano in an solo panto non coinanc a tatto il sistema. Lo (1), (3) significano 
eziaudio oho ciasoana superficio dei sistemi (3) o ( 6 ) 5 rapjn’cscntcabilo panto por pwnto 
sopra an piano. 

Analogamento a ci 6 cho acoade per lo traslonnazioni nel piano *), ai panti cd alio 
linofl fondamentali o frinciimli d’uno spazio, p. o. dello spazio (y), valo a dire ai punti cd 
allolinco comuni a tutte lo superficio eorrispondono superficio costituonti la Jacohiami 
dcllo superficio <{). In particolaro ai punti di una curva r-pla comune alio (p eorrispondono 
curve razionali d’ordine r, il luogo dello quali fa parto della Jacobiana dolle (j). La stessa 
curva cho 6 r-pla per tatto lo (p c ( 4 r~l)-pla per la Jacobiana di questo superficio; eeo,**). 

Per brevith di discorso dherao omaloule •*“**) una superficio quando sia rappresenta- 
bilo pimto per panto sopra un piano; o omaloidale uii sistema di supcrficie algo!)riclio il 
quale, come i sistemi (3) o (4), sodisfaccia allc duo condizioni: l.° d’essorc linearo o tripla- 
raento infinite, 2.'’ oho tro superficio prese ad arbitrio nel sistoma si seghino in nn solo 
panto non eomimo a tatto il sistema inedesimo. Le superficio di un sistoma omaloidalo 
sono necGssariainoiitc oinaloidi. 

Questo dononiinazioni possono valerc aiioho per lo figure piano (o por lo figure deserltto 
in una saperfieie omaloidc); cosi oho una curva omaloido sarh una curva razionalo oio 6 
una curva di gonore zero; ed una rote omaloidalo di curve sarh un sistema linearo dop- 
piaraente infinite di curve (razionali), due qualunquo dello quali si seghino in un solo 
punto non comuno a tntto. 

Sia ora ^4 una superficio omaloide di gi'ado «, della quale si conosca una rappresonta- 
ziouo (punto per punto) sopra un piano II. Tutte lo altre superficio omaloicli d’ordino n, 


*) Vodi la Nota 2.“, gih citata, Sulle tfasformazioiii geometriohe delle figure plane (Bologiin, 
1866). 

♦*) Vodi la oitata Momoria di NOxiier nel Math. Annalen, t. 2, p. 203. 

♦♦*) Cfr, Stlvester nol Cambridge and Dublin Math. Journal, t, 6, png. 12. 
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avpiili ft'li slCF5si punti inullipli c Ic stcss(', lincc muHiplo di seghovaniio inoUro 'f sceondo 
ciivvo id cni inuighii m il foi-inRranno un ccilo sislcma X. Ora assumasi iix II uiia rcto 
omaloidalp di (uirvc K, in modo olio ciascuna di qnostc insienic con an luogo (isso (nn 
ooniplcsso di lince, anchc prcso pin volte) costitnisca una curva del sistcina S. Tina cnrva 
Kj, formaiido insioino eon L rimaginc dcirintorspzionc di f, con un’altra superficie ana- 
loga (j5,, individua un fascio + analogamcnlo, se K*, K,, sono due altvo curve 
della rcto, non appartcnenti con K, ad uno stesso fascio, 'saranno individiiali i fasci 
?i-|- c siccomc i tro fasci hanno una superficie comunc tp^, cosl essi 

indivicluano c cosiituiscono un sistenia linearo Iriplainento infinito 

a, f, -h di fi ~l- ff;, (pa -I- a, (p, = 0. 


Queslo sislema d omtihiilale, epimro pub serviro di base ad una Intsfomazione nizionale d'or- 
dine n; oio6 lo supcrficio del sistema, considerate nello spazio (y), si possono far covrispon- 
ilcre 1“'^] ai piani d’un allro spazio (a:) ])unteggiato projetlivamente [“•’] al primo, c ci<') 
col porre Ic for in ole (1), dallo quali seguiranno Ic (4), II grado delle <}», ossia il grado della 
trasformaziono invei’sa, non o altro die I’ordiue delle curve di fi avonti per imagiui Ic K. 

La Jacoliana della rote K 6, come si sa compoata di piii linee/i:; c questo sono ap- 
punto lo iinaglni delle curve ehc, insiemo eollo curve fondamonlali dcllo spazio {ij), costi- 
tuiseono rintorgozioue di (p, eolla Jacoliiana delle superficie f [•”]. Vale a dire, lo k sono le 
imagiui clollc onrvo dcllo spazio (?y) corrispondonti ai punti no’ quali lo curve fondamonlali 
(lollo spazio (ai) sono incoutralo dal piano cho corrispondo a (p< [“*]. Se lo <p lianno in oomunc 
una curva somplice, uua curva doppia, una curva Iripla,..., questc prose ordinatameute 
1 .3, 2.7, 3 . 1 L ,... volte fauno parte della intersoziono di 'p, colla Jacobiaua delle p; 

0 la residua iutorsezioiic di questo duo superficie c csolusivainonte rappresonlata dalle 
curve h costituonti la Jacobiaua clollc X (tomito conto di quelle linoe di p, cho con'ispon- 
dono a punti di 11) [““J. Poreib, sc lo k sono lo imagini di 1, rotto, I, coniclio, 1., cnbichc (ra- 
ziouali),..,, lo superficie <{> avranno incomuno una curva somplice d’ordinc i!,, uua curva 
doppia d’ordiuo h, una curva tripla d’ovdinc 1.,,... [“*]. R dall’esamc dcllo relazioni fra i 
diversi olonicnti della data rapprosentazionc di pi si potranno senza cUlhcoUil desumcre 
eziandio lo relazioni fra lo curve fondaincntali dcllo spazio (a;), ciofc 11 gcnorc di ciascuna, 

1 punti in cui s’inoontrano a due a duo, oce., non cho lo propriotil della Jacobiaua dcllo 

la quale del rcsto si compone dcllo snpcrficic cho corrispondono ai punti e alio linoe fon- 
dainentali dollo spazio (?/). Cosi il sistcina delle suporfieio (|) (e eon esso la trasformazione 
iuvorsa) vorrh ad ossoro ooniplotamonte conoseiuto. 

Ogni rcto in II analoga a quclla clollc curve K, condnrril per tal modo ad una trasfor- 
maziono iiolla quale 6 impiegata la data suporfieio p,. 


*) Vedi la citata Nota 2.", SulU Irasfonnazioni geometriclie delle Jigwe piune. 
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Ora mi sta a cuoi'c tli porrc in cliiaro la facilild e la fecomlM del melodo clio propinigfl , 
a questo iiiteuto giovcranno alouni esonipi. 

I.o Sia iiiia supeificie tli 2.« grade, rapprcscntata iiiedinntc projezione da iiii eiio 
pimto sopra il piano Tl: cosl chc il sistema saii foniialo dalle curve di d.n ortliiie d«- 
tate di due puiiti doppj fissi I, 2, Allora le K possono csseio. 

ft) Le rette del piano FI; il liiogo L b coniposto della rotta 12 c di una conica per 
1 2 ;ilsi 3 lema omaloidale e dunqiic costiUiilo dalle supeificie di 2.o grado avoiili m ee- 
imme una eonica cd nn pimto, e la trasfonnazione inversa i> di 2.o grade ^). La Jacoliinrw 
doUe K rappresenta duo rette; dunque le t];, oltre ad avero im pimto comnno (coni- 
spondente al piano della conica coinuiic alio f) passeraiino per una conica tissa. Si oLtimm 
lainedesima trasforinazione assumendo per le K lo coniclic descritto per I 2 e per iin nltio 
puiito fisso o; nel qual caso L sara una conica por 1 2. So audio L pussa por o, si oLlieiici 
iina trasforinazione speciale, della qualo io lie giit tratlato ultra voltii 

J) Le coniche per 1 e per due altri punti fissi o o, ; il luogo L 6 coniposto dalla roll ii 1 ‘d 
e di un’altra retta per 2. H sistema omaloidale e costituito dalle siiperficin di 2.” ^I'fidn 
aventiia connme uiia retta o tre punti, o la trasfonnaziono inversa b di .'1.” grade Ln 
Jacobiaiia dollc K f^'^J rappresenta una conica c tro rette; dunque lo '[» lianiio in cnitiniin 
una retta doppia ed una linea seiuplico di 3.° ordinc (il sistema di tro rolto soniplivi). 
Si ottieno la mcdesiina Irasfonnaziono sc lo K sono ciibiolio J* **) 2 passaiitl por altri tro pimti 
fissi 0 0 , 0 ,; sepoi a questi punti sidaniio posizioni spociali, p. o. assiuueiidoli in linea 
retta ovvero inrinilamento viciiii, si giuiige a trasrorinazioni partioehu'i. 

c) Le coniche per tre punti fissi oo,Oi‘, il luogo L I'iduoosi alleru alia rotta 1 3 liuri- 
tata due volte. Le superficie del sistema omaloidale sono circoseritto ad un Ictracdro Jissii, 
in un vertiee del qiialo liaimo un piano tangonto fisso. La Irasfonuazioiio iiivcrsu n del 
4.“ grado j-). La Jacobiaiia delle K rappresenta tro oonidio o duo rette; dnntjuu 

*) E questa traafonnaziono conica, slata stiidiata dal prol'. BcinAiMitiii-M, 

{Sulla inisfo) musione geoaieU'iea delle figuiv iiollo Memorio dcII’Accadoinia di foriiin, 18(12) n 
da altji. T1 prof. GEism nel Giornalo C!ii!,r,LB-BouciiARi>T (t. 70, p. 2*10)riia udopei'uta por «lc- 
duiTC la superficie di 4.“ ordino con una conica doppia dailii suporheic {i;c'noralo di .7.* oidint*. 
Paecio qui qnesta, citaziouc espressainento per ripararo ad ima iiivoloalaria itm ])000 mnia.i- 
bilo oinissione, nclla quale sono iucorso quando lio trattato il inodesimo argomciiio eon iiii ino- 
todo assai soinigliante, hcncliu non identioo (Rondiconti di questo R. Isliliito, 0 innrzo 1871) 
[Questo Opere, n. 88]. 

**) Rondiconti di questo R. Istituto, 9 o 23 inarzo 1871 [Qiio.sto Oporo, n. 88, 09]. 

♦’*’1) Qucsla trasforinazione o giit stata iiidic.ata dal sig. Cayi-ey (1, c.). 
t) Lo suporftcio ([> sono superflcio di Steiner (4.“ ordino e S." olasso) avonli in eoniimo Jo 
tre rette doppio o ana conica. Se si parte dalla rapprosontaziono dx im.a superficie di Stein im 
(Rendiflonti di questo R. Istituto, 24 gennajo 1867) [Questo Opere, n. 71 (t. 2.“)], per otlcnci'o 
I’attuale trasforinazione basta assiimore oomo lineo K lo rette del piano rappresentativo! i! 
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lo lianno in comnnc un Inogo doppio cli 3.^ ordino (ivo rctto doppic) o nna conica sojn- 
plice, Si pervicnc al incdosimo risultato so le K soiio curve di ordinc 1^2’ avouli iin 
altro puiito doppio fisso o o tvo punti somplici pure (issi Oj o, o.j; e audio qui si possono di 
miovo fare ipolesi speoiaJi sulla giaciliira scambicvole di qiiesti punti, 

2.^ Sia (pi una su|)ovticio gonoralc di ordino, rapprosentiila in II iicl modo coiisiicto, 
cosl cho il sistema X san\ fomulo dalle curve di 9." ordine L ‘ 2\T 4'‘ 6'^ 6* delate di sci 
pimli tiipU fissi. 

a) liO K siaiio lo rclte del piano 11, ovvero lo conidio 12 3, ovvero lo cubiclie 
1' 2 3 4 6, ovvero lo curve di ordine 1" 2‘ 3- 4 5 6, o quelle del ordiuo i" 2^ 3^ 4^ 5^ 6^; 
Ic quali tiittc rapprosentano cubiche golibe, II luogo L sara riniagme di una curva A di 
6.0 ordine, lutt^al piii del gonoro 3. Lo suporficic di 3,° ordine passanli per A formaiio .adiiii- 
quo i! sislema omnloidale, e la Irasfonnaziono in versa e di nuovo del 3.« grado, cioo lo su- 
pcvfioio rjj SOHO pur osso di 3*^ ordine c tultc passanti per una curva fissa A', aiialoga a A; 
infatti, la Jaeol)iana dello IC rapprosenla sei rottc. Questa trasformazione fmdie si sup- 
ponga A affatto genoj‘alo, o qiiolla notissima cho servo alia rappresontaziono piana dello 
supcvRcio di 3.^ ordine; ma essa comprondo sotto di sfc un gran luimcro di trastormazioui 
speoiali, coiTispondonti a casi parti colavi della cairva A o a spezzamenii della nicdcsima 
in liiicc distinto; dello quali trasEonnazioui speciali alcuno sollanto vonnoro sin qui prose 
ill coiisidoraziono Tali Irasformazioni speciali sono assai iinpovtanti o possoiio offriro 
eanclio niaggiori vantaggi cho non la Irasformaziono gciiorale, quando si Iratti di appli- 
carlo alia rappresentazione di una supciTioie su di un’altra Quosla applicazioiio 
conduce a ricoiioscere I’esistcnza o le propriotil cli iin’ostosissinia scrio di supcrficio omaloidi: 
e ci6 s’iiilenda dello anche doi casi coniprcsi in iuite lo altro Irasformnzioiii gGiicrali, sia 


luogo L (del 7,'^ ordine) savA compopto dollo tj’o roUoiniagiiu dello rette doppio, conialo due vol- 
te, 0 di un’al(-ra rotla, Di questa tranformaziono, la quale si trova giA accciuiata in unaniiaco- 
muiueazioiio alia H. SoeielA dollo scionzo di Oolliuga (Nacliricliton 3 inaggio 1871) [Quesio Opero 
n. 93], lio anolio falLo applicazioiu^ alio studio ed alia rappresentazione piana di una certa au- 
perflcio di 4.o ordine dotaia di 4 punti doppj, in una Momoria prosontaia airAccadoinia diBo- 
logna [Quosto Oporo, n. 94]. CXr. Ooomclrio (hr Lane. 2, Abtli. pp, 240 e nog., dove la rap- 

p resent a z ion o della suporUcio di Hteinek o di alcune altro o rioavata da una corriapondoiiza 
fra duo spazj, della qualo A un caso particolaro la trasformazione noBtra attunle. Por6 la coiri- 
ft}3ondGiiza imaginaia dal sig. Re ye non conduce ad una trasformaziono la cui in versa sia ra- 
z ion ale, giaccli6 lo superfioie delle qxiali egli fa use non forniaiio un sisteina omaloidalo. 

’*') Vedi per OS. GtEISEU, Znr Ihoorie der Fldelioi mciton unddriitcTi Grades (Gioriialc Gbeele- 
Borciiaret, t, 09), Bturm, Ueher das Fldolicmieh i^iveiier Ordjinng (d. G. t, 70), Cayley 1. c. 

**) E ei6 percliA qnando A consta di vai’io liiioo, si pub far pasaaro anohe soltanto per al- 
cniio cli questo la siiperJlcio oho si viiol Lrasformare. Per le applicazioni dollo quali qui si diseoiTe, 
voggasi la monzionaia comunieazioiio nolle Naclirichteii di Gotiinga. 
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del 3.“ grade, sia do’ gradi siipcrioii Lc incdesime trastormazioni spcciali hanno aiiehe ta 
iiotovolc propricla clic non in tullo lo spozzanionto della eurva A' c analogo a qucllo di A . 

I>) Lo K siaiio conichc 1 2 o (dovo o indica uii piiuto fisso, divorso dai piinti foiula- 
niciitali), 0 onbiche l®2 3 4o, o curve di 4.° ordinc i“2 3 4f)Go, o curve di 4.° ordiiio 
1^ 2” 3M 5 0 , 0 curve di D." ordinc I'’ 2^ 3’ 4® 6 6 o, o curve di G.” ordiiie P S'* 3*^ 4® 5® G“ o, 
tnttc rapprescntanli curve gobbe di 4.® ordinc o 2.'‘ specie. J1 liiogo coinpleniontarc Lsara 
[I’imagine di| una curva A gobba di 6.® ordine, in genoralo del genero I, iucontraiile in 
10 piinti oiascuna delle pvedelle curve goblie di 4,® ordinc, II sistema omaloidale 6 dniiquc 
costituito dalle siiperlicic di 3.® ordinc chc passauo per A o per un punlo fisso 0 dcllo 
spazio. La trasrorinaziono inversa e di 4.® grade. La Jacobiana dello K f’®] rappi’csonln 
due ooniolio e cinque rettc; dunque lc iji sono siiporficie di 4.® ordinc aventi in coimino 
una conica doppia cd una curva scraplico di 6.® ordinc (p == 1). La Jacobiana dcllo (f> 6 
coniposta della superficie di 3.® ordine (per la quale 0 e un punlo doppio) luogo dcllo co- 
niche passanti per 0 o scganli in cinque punli la curva A, c della superficie di f).® grado 
formata dalle rettc Irisccanti A. La Jacobiana dcllo ({i c composta del piano della conica 
doppia, contalo duo volte, c della superlicic di 10.® grado lormala dalle cordc della curva 
di 5,0 ordine die incontrano la conica doppia. 

c) Le K siaiio coniche 1 o o,, o cubiche 1® 2 3 o o,, o curve di 4.® ordine L’ 2 3 4 5 o o, , 
0 curve di 4." ordine l’2®3®4oO|, o curve di 6.® ordinc J® 2® 3® 4® 5 o o,, o curve di 
6.® ordine 1® 2® 3® 4® 5 6 o o, , o curve di 6.® ordine 1‘ 2® 3® 4® 6® 6 o Oi , o ciirvo di 7.® or- 
dinc 1® 2’ 3* 4* 6* 6® 0 0 ,, 0 curve di 8.® ordine l‘2'’3®4®B''C®o o,, die rapin'cscntaiio 
curve gobbe razionali del 5.® ordinc. II luogo L [®''] e I’imagiuo d’lin luogo di 4.® online 
coniposto di una retta c di unacubica gobba, o di duo rette c di una conica, o di quatlro 
rotte; e le siipcifieio di 3.® ordinc passanti per questo luogo c per duo punli fissi souo gli 
elomenti del sistema omaloidale. La trasformazionc inversa c del 6.® grado. Ncl caso pifi 
generalo di qiiesta trasformazione, cio6 quaudo lo f liaimo in comuno una rctla ed una 
cubica gobba, non segantisi in alciin punlo, la loro Jacobiana 6 composta dci due piaui 
passanti per la retta iissa o risp. pei piinti lissi, dell’ipcrboloido passanto per la oubiea golj- 
ba e pei duo punli fissi, o della superfloio di 4.® grado formata dalle eorde della eubica 
gobba iiieontratc dalla retta flssa. La Jacobiana dellc curve K [’“] rapprosenta una eubica 
gobba, due coniohe c cinque rotte; epperb le i{> sono superfloio di B.® ordine aventi in comuno 
una retta tripla A, due rette doppio B, C non segantisi fra loro raa sogate ontrambe da A, 
e ima eurva soinpliec D di 5.® ordine (p = 0) chc incontra A in duo punli, B e C in tro 
punti *). La Jacobiana dellc <]) e composta doi piani A B, A C con tali duo volte, della su- 


*) Non oioclo sia aucora elata sliidiata qiicsla intorossaute siiporflcio cU 6." ordino, «lo- 
tata di una rotta tripla A c di duo rotlo doppio B o C. Essa pu6 dodursi da una superlicic 
di 4,“ ordino dotata di un panto U'ipio O', medianto una Iraslormaziouo di 3.“ grado, nclla 
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pei'ficio di 4.° grade formala dallo retlo die incoiitrano B, C e D, o doUa superlicio di 8.0 
grade, luoge dello oordo di D inconlrale da A. 

d) Lo K siaiie cubidie 1 2 3 4 o% e curve di 4,“ ordinc 2* 3 4 5 0®, 0 curve di B.® 
ordine F2’3HBCo^, 0 curve di B.® erdiuc 1*2* 3- 4- 6® o’, 0 curve di 6.® ordinc 
1* 2’ 3’ 4’ B’ 6 o’, 0 curve di 7.® ordine I’ 2’ 3’ 4'* B' G’ o’, rappresentanti curve gobbe ra- 
zionali di 6.® ordine, dolalo di unpunLo doppio fisso. It luoge L rapprcsenleii ima curva 
gobba A di 4,® ordine 0 2.'^ specie, incontranto in 10 punti ciascuna dello curve predotto. 
II sistoma omaloidalo saril foriualo dallo supcrlicic di 3.® ordine die passano per A ed inol- 
tro hanno fra loro un oonLatlo di 1.® ordinc in un punlo fisso 0. La Irasformazione inversa 
6 di B ® grade. La Jacobiaua dollc <p b coslituiLa dairiporboloido passanle per A 0 dalla su- 
porfioio di 6.® ordine liiogo dello coniclio oho toccano in 0 le if e incontrano A quattro vol- 
te. La Jacobiana dolle curve K [’*] rappresonta cinque conicho 0 due rclle; dunque Ic (() 
sono suporfioio di B.® ordine avcnli in coniuno una curva doppia (razionalo 0 dotata di un 
punlo triplo) di 6.® ordine 0 una conica sompUcc (die inconlra la curva doppia in quattro 
punti). II punlo triplo della curva doppia b triplo per tutlc lo 'j). La Jacobiana dello ([) 
compronde la superficie di 10.® grado, luogo dello corde della curva doppia segato dalla 
conica seniplico, e il cono di 2.® grado (oonlato tre volte) die projotta la curva doppia 
dal puuto triple. 

e) Lo K siano cubidie 1’ 2 0 0, Oj, 0 curve di 4.® ordine I'’ 2 3 4 0 o, Oj, 0 curve di B.® 

ordine 1’ 2 3 4 B 6 0 0, 0 curve di C.® ordinc I’ 2’ S'* 4’ 5 0 0, o^, 0 curve di 7.® ordine 

1® 2’ 3’ 4’ B’ 6’ 0 0, Oi, 0 curve di 7.® ordine 1' 2*3^4''B 6 0 o, 02, 0 curve di 8.® ordine 

2’ 3^ 4’ B’ 6’ 0 0, Oi, rappresentanti curve gobbe razionalidi 6.® ordine. II luogo L [’®] sarH 
rimagino di un luogo di 3,® ordine cosliluito da duo rolte non segantisi, una dello quail 
contata duo volte. Dunque il sistoma omaloidalo si compono dello superficie di 3.® ordine 
toccantisi lungo una rotta 0 segantisi lungo un’altra rotta (non appoggiala alia prima) 
c ill Ire punti fissi. La Irasformazione inversa b di 6.® grado. Lo t|) sono superficie di 6.® 
ordine aventi in comuno una rotta quadrupla. Ire rclte doppic 0 una curva seinplico di B.® 
ordine. 

f) Lo K siano curve di 4.® ordine 1 2 3 4 B 6 0**', 0 curve di 6.® ordine 1* 2' 3’ 4 6 6 

0 curve di 6.® ordine 1® 2’ 3’ 4’ B* 0 0®, 0 curve di 7.® ordine 1® 2® 3® 4’ 6’ 6’ 0", 0 curve di 
8.® ordine I® 2® 3® 4® 6® 6® 0®, lo quali rajiprosontano curve gobbe razioiiali di 6.® ordine 


qualo 1 q superlloio ^ abbiano in 0' un punto doppio 0 pasaiuo per una curva di 4.“ ordine 0 
l.“ Kpooio, doscritta per 0' flu o per duo cordo di quesla curva, usconli da O'. La auperlioio 
Fj possiedo 10 rolto somplici, 4 dello quali incontrano B e C, monlro lo altro 0 sono appoggiato 
ad A. Nolla raiiprcBoniaziono minima di F 5 , la qunlo si ottiono projottando F'^ da O', lo imagini 
dello aozioni piano di quolla suporflcio sono curve di 3.» ordinc possauti por quattro punti flssi, 
i quali sono lo intorsoaioui di duo couicbe obo rappresentauo lo rotto doppio. La rotta tripla 6 
rapproBoutata da una rotta. 
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aveiiti tuttc \ino slosso iJiinto triplo. II liiogo L rapprcsenla ora una cubica gobba A; c lo 
supoificio del sistema omaloidalc passano per A c lianno tiitte fra loro un eoiitatto di 

2. “ ordiiie in uii punto fisso. La trasformaziono inversa 6 di 6.“ grado. Lo I sono supcrficio 
di 6.® ordine avonti in ooraunc nna retta tripla ctl una curva doppia di 6.“ ordino. 

3.“ Sia ora mm suporficiedi 3.“ ordinc, dolata di un punlo doppio 0; rapprescutan- 
(lola sii n modiante projozione dal dctto punto, I’imaginc dcirintersoziono con un’ultra 
supei'ficie di 3.“ ordine, cho abbia lo stesso punto doppio, sarH una curva di 6.® ordinc 
segante in sci punti fissi 123456 la eonica dalla quale o rapprcscntalo il punto 0. 

a) Siano lo K conicho i o, o^, che rappresentano curve gobbe razionali di 5.® ordino 
con un punto triplo in 0. II luogo L sarit una cubica 2346C, clio rapprescnta una curva 
go))ba A di 4.® ordino e l.“ specie, passantc per 0 o soganto ciascuiia dcllc prodotto curve di 
5.® ordinc in altri sei punti. J1 sistema onialoidale saiA porcib fonnalo dalle supcrficio di 

3. ® ordino cho passano per A, lianno in 0 un punto doppio ed inoltro due punti soinidici 
fissi comuni 0,, 0^. La trasfonnazione inversa 6 del 5.® grado. La Jaeobiana dcllo f 6 
costituita dalle superlicie di 2.® grado OiA, OjA, dal piano 00,0^ o dal cono ciibico OA. 
Le ']j sono di nuovo (como nel caso 2.®, c) supcrficio di 6.® ordino avciiti in eoinuno una retta 
tripla A e duo rette doppio B, C (non segaiitisi queste ultimo fra loro, ma segato entranibo 
da A); ma oltre a ci6 le i|t passano per una curva fissa D di 5.® ordinc (2>=1) oho sega A in 
tro punti, B e Gin duo punti. La Jaeobiana dcllo ([) o forinata dalla suirorficic di C.® grade, 
luogo dcllo rette appoggiate a B, C, 13, dai piani AB, AC conlati duo volte, o dalla supor- 
ficie di 3.® grado, pur contata due volte, cho e il luogo dclle oordo di D Incontrate da A. 

b) Lo K siano coniehe 0 , 0 ^ 0 ^, eppero rappvcscntino curve gobbo razionali di 6.® 
ordino, con un punto quadruplo in 0. 11 luogo L sarh una cubica 123466 ohc rappresonta 
una curva piana A di 3.® ordine. Le superficie di 3.® ordine costituonti il sistema omaloidalc 
passano per A cd hanno tutte in comuue il punto doppio 0 e tro puiiti semplici 0,, 0*, 
Oj. La trasformazionc inversa e del 6.® grado. La Jaeobiana dcllo f comproiido il piano di 
A, dacontai’si diu! volte, i piani OO^Oj, OOjO,, 00,0.^, ed il cono cubico OA. Lo i}i 
sono supoi'licie di 6.® ordinc, aventi in coniune tro rctlo triple (ooncon'cnti in un punto) 0 
una curva scmplicc di C.® ordino ( 2 )= 1 ) chc sega ciascuna retta tripla in tre punti, 

c) Lo K siano cubiche o’o,0jl2, cho rappresentano curve gobbe razionali di 7.® or- 
dine, aventi un punto quadruplo in 0 ed inoltro un punto doppio 0 duo punti semplici 
fissi. Il luogo L Sara ima conica 3456, chc rappresonta una conica appoggiata in sei punti 
a ciascuna deile curve gobbo di 7.® ordine. Il sistema omaloidalo c ora formato dalle siipcr- 
ficto di 3.® ordine passanti per la detta conica ed aventi il punto doppio 0, lo quali inoltro 
abbiano tro punti semplici oomuni, e in uno di quest! siano toccatc da un piano fisso. La 
trasformazione invor.sa e del 7.® grado. Le siipnrficic ^ hanno in comimo una retta quadru- 
pla, duo rette triplo, una conica doppia od una curva semplioe di 4,® ordinc, 
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d) Le K siano curve di 4,® ordine o'*] 23450, , die rappreseutano curve gobbo rado- 
iiali di 7 .® ordine, aventi due piinli tripli cd uii puiito semplicc fisso. 11 luogo L saril iiiia 
retta pci punto 6 c rappresontcr^ uiia conica passanlc per 0 cd iiicontranto in allri quat- 
tro punti ciascuna dcllc curve di 7.® ordine. II sisteina onialoidale si compouo dollo supor- 
lioie di 3 .® ordine die, oltre ill passaro per qucsla conica o ad averc il punto doppio 0 , 
posseggono due punti scinplici comuni, in iino de’ qiiali liaiino fra loro uii contatto di 2 ,® 
ordine. La trnsforniazionc inversa i) del 7.® grado. Le suporficic '{> lianiio in commie una 
retta quadrupla, una rotta tripla, una curva doppia di 6 .® ordine c iiiia retta semplicc. 

c) Lo K siano curve di 4.® ordiiio o®o®1-234, alle quali corrispoiidono curve gobbo di 
7 .® ordine con un punto triple o due punti doppi fissi. Qiii il sistoma onialoidale 5 costituito 
dalle superficio di 3 ." ordine die lianno il punto doppio 0 , passano per due rette fisse (I’u- 
na rappresentata dal punto 1, 1’altra dalla rotta 56) die non si segano, ed inoltro si toccaiio 
in duo punti dati. La trasformaziono inversa e del 7.® grado. Lo suporricie t]^ liaiiiio in co- 
mune una cubica tripla, [una rotta tripla], due retie doiipio cd una conica sciiiplico. 

f) Lo K siano curve di 4.° ordine o''o,o J234, clio rapprcsentaiio curve gobbe ra/Jo- 
nali di 8 .® ordine, dotato di un punto quadruple 0 c di uu punto triple. Il luogo L riducesi 
qui alia retta 56 cho rappresonta una retta appoggiala in quuttro punti a ciascuna ddle 
curve gobbe di 8 .® ordine. tl sistema omaloidalo 6 costituito dalle superficio di 3.® ordine 
passaiili per questa rotta, aventi in 0 un punto doppio, cd inoltro Ire punti scinplici co- 
muni, con un contatto di 2.® ordine in uiio di quosti. La trasforniazioiio inversa 6 dell’S.® 
grado. Le i]; lianno in comuiio una retta quintupla, duo retto triple, una curva doppia 
di 4.® ordine o una conica semplico. 

g) Siano le K curve di 6 .® ordine o'o, 0^123456, alle quali corrispondono curve 
gobbo razionali di 9.® ordine, aventi duo punti quadriipli c due punti somplici fissi. Il 
luogo L qui scompare affatto. Lo superficio di 3.” ordine costiluenti il sistema omaloidalo 
lianno in comuno il punto doppio c tro punti somplici, con un contatto di 3.® ordine in nno 
di questi. La Irnsformazionc inversa b del 9.® grado. l^o ^ lianno in comuno una rotta 
sostupla, duo retto triple, una curva doppia del 6 .® ordine, 

4,® Sia (p 4 una superficio gobba di 3.® grado, la cui retta doppia iiidichori) con D. £ 
noto ’*') die essa pun ossero rappresentata in un piano 11 , in inodo cho le iinagini dcllc sue 
sezioni piano siano coiiicbo passaiili per un punto fisso 1 o soganti annonieamente un date 
sogincnto. L’imagino dcirintcrsezione con un’altra superficio gobba di 3.® ordine, dotata 
della medesiraa retta doppia D, saril una curva di 4.® ordine con un punto triplo in 1. Se- 
oondo die si assumoiio per lo K lo rette del piano IT, ole coniclio loo,, o lo cubiclie 
I'o 0 i 0203 , 0 le curve di 4.® ordine l‘'oo,... O 5 , si ottongono trasformazioni le cui inverse soiio 
ordinatamonto di 2 .® 3.® 4.® 6 .® grado. 11 sistema omaloidalo 6 forinato da supcrflcic gobbe 


*) Kondioonti di quoslo K. letitulo, 24 gonnajo 1807 [Quosto opero, n. 71 (t. 2.®)]. 
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di S.^gViiclo ehe lianno in comuiio la rctta (loppia D od. inollrc: ncl 1.*’ caso Iro gcnora- 
trici '■);nel 2.<' duo geiioratrici e duo puiUi; nol 3." mm gonci'aLi-ioo o quattio piinli ; 
ncll’uitimo seipnnti fissi. In tiitti qiiosti casi Ic '{) sono pur csso supcrficio gobbo dolalo 
di una coraunc retta, mullipla ordinatamcntc sccondo i mnnori I, 2, 3, 4; lo quali hcundo 
dippiii, in commie, ncl I.® caso trc piuiti; ncl 2." duo gcncratrici o duo punli; iiel 3.® quattro 
gencratrioi ed un punto; ncll’ultimo sci gcncrcatriei. 


*) E questa la trasformaziono gill otienuia (l.o, h)* 
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SULLE TRASFORMAZIONI RAZIONALI NELLO SPAZIO. 

NOTA 2.“ 


licndiconii del U, IbUIuIo Lombardo^ Serlo II, volume IV (1871), pp, 315-321, 


5.® Sia una suporficie di 3.® ordinc con due piinti doppj (eonici) Pi, Pa; ossapiifi cssci'Q 
rapprcsGiUnta sul piano El in niodo cho de’ sei punti fondamcnlali 123466, ciascuno do’ 
gruppi 123, 145 sia in linea rotla. L’imagiiio dcll’intcrsoziono con uu’allra suporficie di 
3.® oi'dino, clolala doi medosimi punti doppj Pi, P^, sara una curva di 6.®ordino 23456'*. 

a) Lo K siano relte, ovvero conicho246, ovvero cubiclic 23466®, die rapprosentano 
cubiche gobbo per Pj, P^. 11 luogo L saril I’iinagine di ima ciirva gobba razionale di 5.® 
ordino A, olio ha due punti doppj in P,, Pa, o iiicontra ciascuna cubica gobba in altii 
quatli’o punti. H sisteina oinaloidalo e dimque forinato dalle superfloic di 3.® ordine ^ cho 
hanno in comime i punti doppi P,, Pj (opporh la rotla PiPa) e la curva A. La trasfornia- 
ziono invoraa 6 di 3.® ordinc; ciotS lo iji sono suporficie di 3.® ordine, passanti per due conicho 
C, C' (non avonti punti comuni), per la rotta comuno ai loro piani o per un’altra rotta R. 
appoggiata in un punto si a C si a C. La Jacobiana dollo if 6 coinposta dci duo coni cu- 
bici r,A, PgA 0 della superfleio di 2.® grado, luogo dcllo rottc trisocanti A. La Jaeo- 
biana dollo «]i 6 coinposta dei piani di C, O', oontati duo volto o della superficio di 4.® gra- 
do, luogo dollo rotlo appoggiate a C, C, R. Lo cubiche gobbo corrispoiidcnti alio retto 
dcllo spazio («/) incontrano in tro punti C, in tre C, in duo R. 

b) Lo K siano conicho 236, cho rapprcsoiitaiio cubiche piano con un punto doppio 
in Pj,; il luogo L sarh una cubica 466® o rapprosciiter^ una curva gobba razionale A di 5.® 
ordino ciie ha in P, un pnnto triplo, passa soniplicemonto per Pj o hicontra in altri quattro 
punti ciascuna di qucllo oubioho piano. Lc <p sono aduiique lo superficio di 3.® ordinc dotato 
do’ punti doppj Pj, Ps,, cho hanno in comuno, oltro la rotta PiP*; la curva A; c la loro 
Jacobiana 6 costituita dal eono quadrico PiA preso duo voile o dal coiio di 4.° ordino Pj A. 
La trasfonnazione invex'sa 5 di 3.® ordine. Lc superficio cubiche tji hanno un punto doppio 
Q, si loocano lungo una rotta cho passa per Q, e si segano sooondo una curva A' di 4.® of- 
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dine d 2.“ specie, appoggiata alia rctta noraiiiata in tre punti. La Jacol)ii'iii.a dollo ijt 6 For- 
niata dal cono di 4.“ ordine Q A' c dalla superfioic di 2.“ grade (contala duo volte) eho passa 
per A'. Allc rolte dcUo spazio (?/) corrispondono cubiche piano per lo qiiali Q 6 un puulo 
doppio. 

c) Lo K siano coiiiclio 26o, ovvoro cubiche 2346®o, cho rappresontauo curve gobbe 
di 4.“ ordine passanti per due punti lissi Pi, 0 ed aventi un punto doppio pure flsso, Pj, 
La curva gobba A, corrispondente al luogo L, 5 anch’ossa di 4.o ordine, pasaa per P^, ha 
un punto doppio in P, o incontra in altri quattro punti ciasciina dollo canzidettc curve 
rappi'csentate dalle E. Ne segue die il sistema omaloidalo 6 costituito dalle superficlo di 

3. ® ordine oho hanno in comuno i punti doppj P|, Pg, il punto sompiico 0 , la rotta P, Pg e 
la curva A; la Jacohiana dollo quali coniprende la superficio di 2.® grade OA, il piano 
OPiPg, il eono quadrico P,Ac(l il cono cubico PjA. La trasformaziono inversn 6 del 4.® 
ordine; o le superficio '}» hanno in comuno duo rettc doppio L, D' cho si segaiio, due reLlo 
sompliei E, E' posto in uno stesso piano con D', ed iiiia cnbica gobba A' cho iiieontra 1) 
ed E' in duo punti, D' in un punto. La Jacobiana dollo ij) 6 composta della superficio di 

4. ® grado D’D'A'E (luogo dollo retie appoggiato a D, E, A'), della superficio di 2.® grndo 
DD'AE' (luogo dellc rotto cho incontrano D, A, E'), o dci piaiii DD', D'EE': dovo lo 
ultimo tre superficio soiio da contnrsi duo volto. Allc rotto dollo spazio (y) corrispondono 
cubiche gobbe oho incontrano A' in tro punti, E o D in duo, D' in un solo. 

d) Lc K siano conicho 6o,o,, o cubiche 246*OiOg, o curve di 4.® ordine 23466'’o,Ot» 
alio quali corrispondono nello spazio curve gobbe di 6.® ordiiio con due punti doppj P,, 
Pj 0 duo puuti sempliei pure fissi 0, , Og. Lo fp sono in questo caso lo superficio di 3,® or- 
dine, aventi in comuno i punti doppj Pi, Pg, i punti sempliei Oi, Og, la rctta P, Pg e utia 
cubica gobba A cho passa per P,, Pg, o iiieontra in altri quattro puuti ciascinia dollo accon- 
nato curve di 5.® ordine. La Jacobiana dollo <f comprendc la superficio di 2.® ordine Oi Og A , 
i piani OiPgPg, OgP,Pg, edi coni quadrici PiA, PgA. La Irastormaziono iiivorsa 6 di B.® 
grado; o lo (|) sono superficio di 6.® ordine aventi in comuno una rctta Iripla A, due rotto 
doppio B,, Eg (appoggiato ad A, ma non segantisi fra loro), duo coniolio H, K (chc fra loro 
non s’incoiitraiio, nia eiascuna delle quali ha un punto comuno oon A, B, , B,) ccl una rctta 
seniplice R, appoggiata alio Bj, Bg, H, K. La Jacohiana dollo ip 6 composta clolla siipcrfi- 
oie di 4.® grado, luogo dollo rette appoggiato ad A, H, K; dei piani AB,, A Bg; o dollo su- 
pci'ficio di 2.® grado B,BgH, BiBglC: gli ultimi quattro luoghi essondo da eontarsi duo 
volto. Alle rette dello spazio (y) corrispondono ciibicho gobbe die incontrano A in duo 
punti, H c K ill duo, B, o Bg in uno solo *). 

c) Le K siano cubiche 26’0i0g03, ovvero curve di 4.® ordine 2346^0i0g03, rappre- 


*) Questa trasEormazione 6 un oaso partioolaro di quolla giJl considorata, 3.", a). 
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Bontanti curve gobbe di 6.® ordinc, per lo quali il punto triple Pj, il punto doppio P, cd i 
puiiti seinplici 0, 0 * O3 sono fissi. Le 9 sono siiperfioio di 3.0 ordiue, dotatc do’ pnnti 
doppj Pi, Pj e scgantisi no’ punti (sciuplici) fissi 0 , 0 ^ O3 cd in uiia coiiiea A, parimento 
data, die passa per P, cd incontra in quattro altri pnnti ciascniia dello prcdetto curve 
di 6.0 ordinc. La Jacobiana delle f ii costituita dal piano di A, dai tro piani OiPiPj, 
OiPiPu, OaPiPj, dalla superficio di 2 .® grade OiOzOsP^A 0 dal cono quadrico P^A. La 
Irastorinaziono inversa b di 6.® grado; cio 5 lo tj) sono superficio di C.® ordinc, die haiiiio 
in comune una rotta quadrupla A, tre rottc doppie una cubica gobba 0 o duo 

altro retto (seinplici) D, R. Lo rette B, BuBs a duo a duo non s’inconirano, nia sono sc- 
gate tutto e tro dallo A, D, R, La cubica gobba 0 ha duo pnnti coinuni con A, cd uno 
con ciasouna dclle B,, Bj, B3, R. La Jacobiana dollo ({) 6 composta della superficio di 
4 .® ordinc, luogo delle retto appoggiatc ad A,D, C; della superficio di 3 .® ordino luogo 
di coniolie oho incontrano duo volte C ed una volta A, B„ B^, B^; della superficic di 2.® 
ordino, luogo dello rotto appoggiato a B,,Bs, B;,; 0 do’ tro piani AB,, AB., AB^: ove 
questi luoghi, ad occozionc del primo, siano contati duo volte. Alio retto dollo siiazio (?y) 
coiTispondono cuhicho gobbo che incontrano A 0 C duo volto, lo B 0 D una volta 

f) Lo K siano cubioho C^OiOjOaO, 0 curve di 4 .® ordinc 246 ''o,Oj.OjO, 0 curve di 
6.® ordino 23456‘oi03030 , imagini di curve gobbo del 7 .® ordinc, oho hanno in comuno 
i punti tripli P, P, 0 i punti somplici OiOjOjO. Lo superficio di 3 .® ordino oltro ai 
punti doppj P, Pu, ai punti seinplici 0, O^OsO od alia rotta PiP*, hanno aneora 
un’nltra rotta conunio A, alia qualo lo prodotto curve gobbo siappoggiano tutto in qu al- 
tro punti. La Jacobiana dollo f consta do’ soi piani PiPaOi, P1P2O3, P1P2O3, PiP^O, 
PiA, P}A 0 della suporficic di 2 .® grade OiOjOaOPiPjA. La trastormaziono in- 
versa 5 di 7 .® grado, c lo suporfioio (di 7 .® ordinc) t|) hanno in eomune una rotta (piin- 
tupla A, quattro retto doppio B, Bj B3 B (olio a due a duo non si sogano, lua cho sono tutto 
inconlrato da A), una rotta somplico R (seconda trasvorsalo comuno alio B) 0 due coni- 
ehc somplici Ci, (oho tra loro non si sogano, inn ciasouna dello quali incontra in un punto 
ciasouna delle A, B). La Jacobiana dello tj) 5 composta dolla suporfioio di 4 .® ordino, luogo 
dello retto cho incontrano A, C,, Ci*, do’ quattro piani AB,, AB^, ABj, AB, 0 di dne 
superficio gobbo di 3 .® ordinc, la prima luogo di coniohe cho incontrano AB1B2B3BC,, 


*) Di qui si cava luia rapiircaonlazione piana assai somplico della suporiloio di fi.® ordinc, 
dotala di una rotta quadrupla A o di tro rotto doppio B, situate coin’6 delto sopra. Nol piano 
rappiosontativo si tracoi una conioa A, come imaqino dolla rotta quadrupla; in cs-sa prendansi 
duo punti 1, 2, 0 luori di ossa quattro punti 0 , a, b, e. Lo oonloho descritto por 0 ah 0 detor- 
minaiio su A un’involuziono di 4.® grado, Lo imagini dello sozioni piano saranno allora lo on- 
biolio pnsaanti por 0 1 2 o poi' quattro altri punti di A lorinanti un grupppo doll’involuziono, 
Alio tro rotto doppio oorrispondoranno i raggi oa, ob, 00. 
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I’altra luogo di coniclie die incontrano AB, B^BaB Oj.- ovo qiieste suporficie, ad 
eccezioiic della prima, siano conlatc due volte. Allc retie dcllo apazio (y) corrispoiidoiio 
ciibiclie gobbe die incontrano due volte A, cd uiia volla ciasciiiia (Idle B, C. 

6 .® Sia f, luia superlicie di 3.® ordine con Ire punli dopiij P,, P^, P,i; i sei pnnti foii- 
daineiitali della siia rappresentazione plana possoiio essoro assunti in modo die Ire di 
essi, 4, 5, 6 giacciaiio iiei lati 23, 31, 12 del Iriangolo forinato dagli altri trc. Allora 
rimagiiic dell’intersczione di ^ 4 , con un’altra superlicie (p, dello stosso ordine c dotata de’ 
medesiini puiiti doppj, sarii una curva di 3.® ordine passante pel punti 4 5 0. Tale intor.se- 
zionc 6 iiiia curva gobba di 6 .® ordine (por la quale P,, Pa, Pj sono punti doppj); giacdib 
le due siiperficie lianno necessariamento in comuno lo relic PgPj, Pi^Pi, PiP». Di qui 
coiiscgue die, pai'tciido dalla siipcrficio si giunger^ a Irasforinazioni lo ciii inverse sn- 
raiino tutt’al piii di 6 .® grade. 

a) Lo K siano vette, ovvero conichc 456, die rappresonlano eubiolio gobbo pasaan- 
ti pei punti P, Pj Pj e seganti in altri due punti una ciibica gobba fis-sa A, oho conlieno pur 
ossa i tve punti dati. Qucsta cubica gobba A 6 coiniinc alio f dol sistcina oinaloidalo; In 
cui Jaeobiaua compreiide i coni quadrici P,A, P^A, Pa A o duo volte il piano P)P,,Pi,. 
La trasforniazioiie invcrsa 6 del 3.® grado; e lo siipcrficio cubiclio <j) lianno in comuno un 
puiito doppio Q, tre rctto A,, A^, A, iiscenti da Q o tro allro rotlo Bj, Bj, Ba, dio a duo 
a due non si segano, ma ciascuiui dclle qiiali ineonti'a duo rolto A. X piani AjAjB, , 
AaAiB^, AiAaBj, presi due volte, c P iporboloido BiBjBj oostituiscoiio la Jacobiann 
dellc 'j). Le cubidie gobbe corrispondenti alle retto dollo .spazio (y) passano por Q c ineon- 
trano in due punti eiascmia dclle vette B. 

b) Le K siano coniclie 46 o, die rappresentano curve gobbo di 4.® ordine, iiassanti 
per tre punti fissi 0, P^, Pa ed aveiiti un puiito doppio in P,. La curva A coniunc alle 
superfidc <p c in que.sto case una conica cho passa por Pj, Pg e incontra in altri due 
punti ciasciiiia di quelle curve gobbe. La Jacobiana dclle <p comprendc i piani PiPjO, 
PiPjO, il eoiio qiiadrico P|A, o due volte il piano PtPaPs c quollo di A. La Irasror- 
niazioiie inversa c di 4.® grado; e le suporficie t)) hanno in comuno un punlo triplo 1) , un 
puiito doppio Q', due rette doppie A,, Aj (concorrenti in Q), la rotla QQ', due altro 
rette Hi, (concorrenti in Q', Puna iid piano AjQQ', P altra nel piano AjQQ') o 
una conica C iiicoiitrata dalle rette Ai A^ Ri R^. La Jacobiana dcllo 5 composta dol 
coiio QC, della siiperficie di 2 .® grado AiAjRiEjC o doi piani AiA^, A|Ri, AslL: 
dove gli ultiiiii quattro luoglii siano presi due volte. Le cubiche gobbo corrispoiulonti alio 
rette dello spazio {y) passano por Q e Q', incontrano in un altro puiito ciasciiiia dollc rolto 
Ai, Aj e in due punti la conica C. 

c) Le K siano coniclie 60 , 02 ) imagini di curve gobbe dol 6 .® ordine, per le quali 
Pi, Pa sono punti doppj c P 3 , 0 ,, 0 ^ punti semplici fissi; csso sogano poi in altri duo 
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puiiti una rctta fissa A, die passa per P 3 0 die c coimmc a tutlc lo superficie <p del sistema 
onialoidale. La Jacobiana cldlc qiiali coinpreiulc il cone qiiadrico cho ha il vcilice in 
P 3 0 passa per Oi 0 ^ Pi P^ A, i piaiii 0 ,]’iP^, O^PiP., PiA, 1\A 0 dne volte il piano 
P, PiPj. La traslorinazione inversa c del 5.o grade. Lo superfido (di 5.o ordiiie) <{< liaiiiio in 
comuiic un punto doppio Q, una rctta tripla A, due retto doppie B| e B. (segato da A, nia 
non situate in uno stesso piano), due rette semplici C, e 0^ appoggiatc alio B^, e tro 
altre retto semplici useenti da Q (Puna B. appogglala alle B, B^, la scconda Ri alio A C,, 
la toiza B 3 alle A C^). La Jacobiana dcllo (]> 6 costituila dalla superficie di 2.“ grado 
ACjC^BiBj e da altri oiiiquo luoglii dacoiitarsi duo volte, i quali sono i tre piani AE,, 
ABi, ARilL c lo due superficie di 2.“ grado AB,BiC,RR,, ABiB^CjRIL. Alle rette 
dello spazio (y) corrispondoiio cubicho gobbe die passano per Q 0 segaiio duo volte A cd 
una volta ciascuna dcllo retto Bi B^Ci C^. 

(1) Da ultimo lo K siano cubicho o"466o,, alle quali corrispondono curve gobbe di 
6 .° ordino dotato di quattro punti doppj 0, P,, Pj, P^ 0 passautiper un altro puiito lisso 
Oi. In quosto enso lo SHpoificio <p del sistonui omaloidnlo, oltrc ai piuUi doppj P,, Pj, P.,, 
lianiio duo punti semplici comuni 0 , 0 ,, nel primo do’ quali Locoano un piano dato; ma, 
oltro alle retto die conginugouo Ira loro i punti doppj, non lianuo alouna linoa comuiio. 
La Jacobiana dcllo tp comprende qiiclla superficie del sistcina cho ha un punto doppio 
andic in Oi, i piani OPaPs, OPjPi, OP, IL c duo volte il piano PiP^P^. La trasfornia- 
ziono inversa b del 6 .° grado. Lo superficie di 0.“ ordino hanno in comuuc un punto dop- 
pio Q 0 un punto triplo Q', una conica tripla A, tro rotte doppio B,, B^, B., (cho eoncor- 
rono in Q' e segano A), 0 tre rette semplici R,, R^, R., uscciiti da Q, appoggiato tutto ad 
A cdinoltro rispottivamonto sogato da B,, B^, Bj, La Jacobiana dcllc '}i comprende tro 
volto il cono quadrico Q' A, 0 duo volto il piano A 0 lo superficie di 2." grado A B, Bj R^ It.,, 
ABaBiEiRi, ABiBjBiR^. Lo cubicho gobbe corrispondenti alle rette dello spazlo {y) 
passano per Q e incontrano tro volto A, ed una volta ciascuna dcllc rotte B. 

7.® Suppongasi cho aia una suporficio di ordino con un punto uniplanaro P; la 
rappresentaziono piana cho si ottieno dalla projeziono coiitralo ha tre punti fondamon- 
tali 1,2,3 in linoa retta. Qualunquo ultra supcrficio di 3.° ordino, dotala del punto irni- 
planaro P collo stosso piano tangonte TJ, inlcrsoca y, secoiido nna ciirva di 9.° ordinc, 
per la quale P b un punto scstuplo, 0 la cui imagine b una cubica deseritta ad arbitrio iicl 
piano rapprosentativo. 

So lo K sono rotte, imaglni di cubicho piano conun punto doppio in 1^, lo supcrficio f 
del sistema omaloidalc haimo in conuino una curva gobba (razionale) A di G.<* ordino, 
per la qualo P b quadruplo, Il piano U, contato due volte, 0 il cono quadrico cho projetta 
A da P , contato tro volte, costituiscono la Jacobiana dclle tp. La traslormazione inversa 
b del a.® grado; 0 lo <|j sono superficie di 3 .® ordino, dotato dl un punto doppio Q , con uno 
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stcsso cono osculatoro C, lo quali si loccano lungo una sczione piana comuno, passaiito 
per Q. La Jacobiana dclle 'j) 0 costituita dal piano della curva di contatto, prcso sei volto, 

0 dal cono C. Alle rettc dollo spazio (y) corrispondono cubiclie piano con un punto dojipio 
in Q. 

Partendo dalla inodesima supeificic f 4 di 3.® ordine col punto uniplanaio P, si possono 
ottonerc altre ti'asformazioni, lo cui inverse sono del 4.®, 5.®,... , 9.® grade. 

8.0 Sia <p 4 una superficie (di Steiner) di 4.® ordine con tro retto doppio ooncoiTcnti 
ncl punto triplo 0. Adotlando il note luetodo di rapprosentazione, socoiulo il qnalo lo sc- 
zioni plane lianno per iniagini lo conicho coniugato ad un qiiadrilatero flsso, una coniea 
descritta ad arbitrio nel piano fl corrisponder^ all’intcrscziono di <p,i con un’altra siiper- 
ficie di Steiner, dotata delle modesimo retto doppio. 

Assumendo per lo K lo rettc del piano fi si ottieno, eonio ho giA detlo sopra, nua Ira- 
sformazione di 4,® grade (1.®, c), la cui inversa 6 del 2.®. Sc invoco le K sono ooniclio o, Oj , 
il sistema oinaloidnle sarA lormato da superficie di Steiner oho (ollro al possedoro le nic- 
desiine retie doppio) passaiio per tie pimti lissi 0,,0j, Oa; la Jacobiana dclle quali 
coinprendc due volte i piani determinati dalle rettc doppio prcso a due a duo, cd inoltro 

1 tro coni quadriei elie passano per lo rette doppie c poi punti fissi, eombinati a duo a duo. 
Alio retto dello spazio (a:) corrispondono le curve gobbo di 4.® ordino o 2.® specie passanti 
peitro punti 0, 0^ Oj c segato due [’“J volte da ciascuna dello retto doppio. Il sistoina dollo 
<1 6 affatto analogo a quello dclle 'f , puroh5 i tro punti Oi O 3 siano distinti. Ma so lo eontclic 
IC si toccano in un punto o, 0 si segano in un alLro o^, ovvoro so si osculano in un punto 0 , , 
le 1 ]) saranno superficie di Steiner appartenenti a quello forme particolari •*•), nolle quali 
due rette doppio ovvero tutto 0 tre sono coincidonti. 

9.® Se al sistema onialoidale delle y in (5.®, f) si applica opportunainonlo la trasfor- 
niazioiie (t.°, J), si otticne un nuovo sistema omaloidalo di suporflcio f di 4.® ordino, 
aventi in coniuno una retta doppia D, tre retto somplioi E, E^ Ej appoggiate a D , duo 
punti doppj P, Pa, un punto semplice 0, 0 per consoguonza anohe la eonioa cho passa per 
P, Pj 0 incontra D E, E^Ej. Si giungo cosi ad una trasformaziono di 4." grade, la cui 
inversa S del 7.®, perohe alle retto dello spazio (x) corrispondono curve gobbo di 7.® ordine, 
cho hanno duo punti tripli P, Pj, un punto somplico 0, e sono appoggiato a D in quat- 
tro cd a ciascuna E in due punti. La Jacobiana delle f compronde i piani OPiPs, 
P,D, PjD, gli ipcrboloidi DPiPjE^Ea, DPiP^EgE,, DPiPjEiE^ 0 la siqrorficic di 
3.® grade D-EiEjEjOPiPj. Le t]) sono superficie di 7.® ordine, avonti in ooniuno una 
retta quacbupla A, una retta tripla B, Ire rette doppie B, B^B,,, duo conicho soinplioi 
Cl, C^, ed iin’altra retta doppia R: dove queste lince giacoiono fra loro como lo onio- 
uiino in (6.°, f). La Jacobiana di questo sistema compronde due volto il piano AB c lo 


*) Eendioonti di questo E. Istituto, 24 gennaio 1807 [Questo Opere, n. 71 (t, 2.'>)]. 
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siipfiificio cul)iche , A‘B BiB^B^C^, cd uiia volta gli iporboloidi BB<Bj, 

BB,B|, BB|Bi 0 la snpcrficio di 4.° ordiiic A''B’B,BjBjC, C^, Alle rolte dollo spazio 
(y) corriBpoiidoiio curve gobbo di 4.® ordino c 2.'^ spoeie, die incoiilrauo B in tre, ciascuna 
dellc B, Bj B., in duo, o ciascuna ddlc A (J, 0.. in nn solo piuito. 

10,® Sia ffi una superlieic di 5." ordino, dotata di iina cubica gobba doppia O'*. Lnpie- 
gaiulo la rapprcscnlazionn d’ordinc ininiino, addilata dal signor Oi,ehscii 1’ interse- 
zioiie di con iiti alli'a superlicie di 5.® ordine, dolala della modesiina cuvva doppia, avvil 
per imagine una ciirva di 6.® ordine descrilta per gli undiei piinli fondamcntali 12345.., 
«) Assuraondo per le K lo rclle del piano rappresciitalivo, le 'p vengono ad avoro 
in comunc, oUrc la curva doppia, una curva gobba A di 9.® ordine (i'=6), die iiiconlra 
C"’’ in tredici punti. Alle rolte cldlo spazio (a;) corrispondono curve gobbe di 4." ordine o 

2. ®' specie die segano in setto o A in cinque punli. La Jacobiana dellc p 6 coslituita 
dalla superficic di 10.® grade, luogo dclle cordo di O'*’ segalo da A, e dalla superficic di 

3. ® ordine (contala due volte) luogo dclle cubidio gobbe die iiicontrano 0“' in qiiattro 
c A in sotto punti. La trnsformazionc invorsa 5 del 4.® grade; c Ic supeificio (di 4.® ordine) (|) 
hainio in comiiiie uii piinto triple Q cd una curva gobba A' doH’il.® ordine (?j= 6), per la 
quale Q e un pimto scstiiplo. Alle rette dello spazio (y) corrispondono curve gobbe di 5.® or- 
tliiic, die lianno in Q,un pimto triplo e segano A' in dieci pimti. La Jacolnana dclle 'ji e co- 
Btitiiita dal oono di 6.® ordino die projotta A' da Q, o dalla siipcrficie di 7.® ordine, luogo 
dclle eonicho oho passano per Q c incoiitraiio A' in cinque punti, per la qualo A' c una 
curva doppia o Q iin punto quinluplo. 

h) Le K siano curve di 4." ordine 1-2^3^466; le siiperAcio f avraimo allora in comuno, 
oltro alia curva doppia C'*', una cubica gobba (sempliec) A segante 0'*’ in quattro punti, o 
tre rette K, , Rj , Bj, cordo della curva doppia. Alle rottc dello spazio (») corrispondono curve 
gobbo di 7.® ordino, ciascuna dellc qiiali incontra 0'*’ in died, A in otto e ciascuna rotta 
R in due punti. La Jacoliiana dclle 'f coinprcndo lo tre superftcio quadridic 0**’R-Ri, 
C'**’ R,,R( , G'**’ R, Ri, la superftcio di 4." grade die 6 formata dalle cordo cli C'*’ sogatc da A, c 
la siipcrficie di 6.® ordine, luogo dclle cubicho gobbe die iiicontrano A c C''*' in qnattro e 
ciascuna R in un punto. La traslorraaziono invorsa is adunquo del 7.® grado; e le superfi- 
cio (cli 7.® ordine) tjj hanno in comuno una cubica gobba tripla A, tre retto doppie B, B^ Bj 
(cordo di A) ed una curva somplico (razioiialo) A' di 6,® ordine, die sega A in sei c cia- 
scuiia B in duo punti La Jacobiana ddle iji is composta dello tro snperficio qiiadriche 


*) Matlicm. Annalon, t. ]. p, 28d. 

**) Nolla I'approsontaziono d’ordine minimo di iina siipevlicie iji, lo irangini dollo sezioni 
pinne aono ourvo di d.® ordino oon novo punti fissi a, a2«j5| o, dl® onrva tripla, 
alio tre rotto doppie ed alia curva A' corriapondono ordinatamonto una curva di 6.” ordino 
ofi le rette OjC,, OjOj ed una conioa 


Ovemona, lotno JII. 
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ABjBj, ABjBi, ABiB^; della siiporflcic di 8." grade A'Bf luogo dellc corde di 

A scgato da A'; o della supcificie di 10.“ ordinc A' BJE^BjlA'^, luogo dollo coiiiche ehc 
iiieontraiio A o A* in due e ciasciiiia retla B in un punlo. Alio relLe dollo spazio (y) corri- 
spondono curve gobbe di 5.® ordinc, che inconlrano la curva tripla in sci, ciascuiia ret la 
doppia in duo e la curva A' in quattro punti. 

Credo die questi esempj possano ormai bastarc a dimostraro il inio assunto: cioc clio 
la rappresentazione piana di una data superficio (omaloide) sia un mezzo singolarmontc 
pronto ed efficaco per ghuigere ad ottcncro in tult’i suoi particolari qualsiasi trasforiua- 
zione (raziouale), iL cui sistema onialoidale coutenga la superficio data ■*), 

Le proprietit qui enunciate si dimostrano facihnente, quando si considori cho uua curva 
razionale d’ordine n (nello spazio a tre dimensioni) o dotermiuata da 4n condizioni; die, 
se ossa devo passare con r rami per un punto dato, cib assorbo 2r condizioni; ma clio, so 
devo avere un punto v-plo in un punto 0 somplice per tutte Ic superficio f del sistema ouia- 
loidale **), il numero dellc condizioni assorbitc sarit r(r-l-l). A1 punto 0 corrisponde ncllo 
spazio («) una suporficie omaloide d’ordine r (soganto tutte lo iji osclusivamcnto in curve 
fisse, foiidauientali, c faciente parte di ciascuna dello t|) di una rote contonuta ncl sistema), 
la quale nel primo caso b compresa due volte nella Jacobiana dollo (j), ma nol secondo vi 
5 compresa r+l volte. Ad una curva A d’ordine i, la quale sia r-pla per tutte lo tp, corri- 
sponde una suporficie (da contai’si una volta nella Jacobiana dollo i|)), il cui ordiiio is ugiialo 
al numoro deUe intersozioni non lisso di A colla curva razionale olio corrisponde ad uua 
retta arbitraria dello spazio (a), e che sega qualunquo soooiido alcuno curve fissa cd i 
curve razionali d’ordine r. 


*) Colgo quest’oeeasione por aggiungoro alio cilazioiii giil fatto al priiicipio della I." Nota 
[Qiieate Oporo, n. 91] quella di una nuova Meinoiia dol sig. Noetiijsu, Uoher die eindeuUgcn liciiim- 
transformaliomn (JIatli. Aunalen, t. 3, p. 547), della quale lio ricovuto un eaoiuplarc sopnvnlo 
il di 7 inagglo. In questa Memoria del sig. Noether o nella inia Nota, Uoher die Abhildting «f- 
gebraisoher Flaelien (Naclmehten di Gottinga, 3 maggio) [Queste Oporo n. 93], chc trattano il 
inodeaimo argomeuto (1’ applicazione delle trasformazioni di 3.o grado alia rapin’csontazLono 
di suporAcio algebrioho) e cho Bono state pubblicato preoisainonto nogli slcssi giorni, il lottore 
trovera le pib singolari coincidenzo anobe in miniiti particolari. La qual coaa non dee reonre 
meraviglia ad alouno, ed a mo 6 engiono di compiaconza: tanlo piu obe sono aptninto lo belle 
riceioliD del sig. Nobtjiek, iiiaerite no’ suoi lavori prcocdoiili, cbo uii hanno iiivogliato a riproii- 
doro questi studj, e die, combinale coi riaultati gib da mo otlenuii per io figure piano, mi ooiidim- 
sero finalmento alia complota dotorminaziono dollo trasformazioni gonerali ncllo Bjinzio: scopo 
di quosta e della 1.“ Nota (4 maggio) oomunicata al E. latituto. 

**) Le quali avranno ivi un contatto d’ordiuo r — 1, oosl die rappresoutando una dello duo 
superficio omaloidi ebo determiuano la curva, rimagine di quosta avra un punto r-plo in o, 
intngino di 0. 
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Pu5 accadcro, come iioi casi 5.“ 6." e 9.® clielo <f, olive alle cuvvo roiidamentali neeos' 
sario per individiiarc il sislcma, abbiano aiicora in comune uiia linca E, doLerininata da 
qiicllc, la quale supporrb d’ordinc i c inullipla secoiulo r per lo tp. Allora a tutt’i pimti di 
E con’ispoiulono lince coincidcuti in una linea unica It' d’ordine v, chc 6 inullipla scenndo 
i per Ic '[i. La linca E (o aualogameiile K’) non e incoutrata dalla curva razionale ohe cov- 
risponde ad una relia arbitravia dello spa/io (a;), od e inullipla vipcoudo 4f per la Jaoebiana 
delle ff. Ece., occ. 
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UEBER DIE ABBILDUNa ALGEBRAISOHER ELAGlIEN. 

Von L. Cbemona in Mailand * **) ). 


Maihcmalische Amalen^ Band IV (1871), pp. 


TJnter den verschiedenen HflUsmitteln, dercn man sicli bcdionoji kann, nm znr goonic- 
trisclien Abbilduiig algebraisclier Flachen auf ciner Ebeiio zu golangcii (falls sic nicigUch 
ist), seheinen mil' die mlionalen Transfomationen dcs Rawnes cines dor oinfaclislon lunl 
schncllsten. Rationale Transfomationen nonne ich solclio, wclcho oinon (clrolfach ausgo- 
delmteii) Kauin auf eiiiem anderon Eaume eindcutig abbildoii (gloichgiiltig ob man niieli 
die zwci EHume als sleh de kendo fasst), so dass don Ebciien dos erston Kaiunos ratioimlo 
Flilclien Ordinmg onlsprochen, dio ein linoaros drcifach uncntlliclios System bildcn. 
Natariicb, inn cine eindeuiige Abbildung zu erroiohen, musson jono Flilclien oiuo solclio 
Zalil von gemeinseliaftliclieu Fiindamcntalpunkton nnd Gurvon habon, dass jo did von 
ilmen in einem eiuzigen veranderlichon Punicto sioh achnoidon; nnlor dicsor Vornusso- 
tziing wil'd das System Jionaldidiscli goiiaiml *•*'), Einigo solclicr Trastormaiionon siiid 
selir bekanut; namentlich dor Fall m= 2, wemi die Fllichcn 2^'*'' Ordmiug dcs Unoaron Sy- 
stems einen Fundaraentalkegclsclinitt und oinon, niclit auf dom Kcgolschiiitto gelcgoijcn, 
Fundainentalpiinkt haben; und dor Fall tt=:3, wenn eine Fundamontalranmcurve scch&tor 
Oi'diuiug voilianden ist. Der ersle Fall stimrat mit dor Molliodo dci rociprokon Eadieii 
iibereiii ; der zweite ffilirt zur bekannteu Abbildung eincr allgenieineii Fliiclio dritlor 
Ordnung anf einer Ebene. Fiir dieso letzte Transformation hat man mir vorausgosotKt, 
dass dio Fuudamentaleurve niclit in Theilo, odor sofort in zwei zusammonfallendo Eaum- 


*) Aus don Naohi'iohton der kgl (Jesellaoliaft der Wissonsoh often zu CrStUiigcn, (1871, Nr, 6), 
mil Zugatzen des Vorfassorg. [”] 

**) Diesclbo Boaennung ludge fiir Notzo von ebonon mlionalen Ciu’von golton. HomaJo'id 
mSge eine Plaoho lieiggen, wonn sio anf einer Ebene nbbildbar ist. 
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eiirvon driLter Ordnung oder in sochs Gerade zcrfallc * * ). Fiigen wir diesein iioch liiiizn, 
dass ricrr Cayley cine bcsondere raerkwiii'dige Transformation gefunden hat, woboi 
don Ebenen des erstcn Raiimcs ein System von windschicfon cubisclien Flaehen entspiicht, 
welclio die cloppclte Gerade iind droi Erzcugonde genicin liaben, indem die deii Ebenen 
des zwciten Eaumes entsprcehonden Eldchen nur zwciter Ordnung sind mid in ebier 
Gcradeii und drei festen Punkten sick durchschneiden. 

Schon dio Transformation zweiten Grades bietet einen Fall dar, welcher, so weit mir 
bolcannt, unbemcrkt gebliebcn ist: nlimlich den Pall, dass der Fundanientalpunkt auf 
dem Pundamcntalkogclsclinittc liegt. Dann entsprechon den Ebenen jedes Eaumes 
FJilehen zweiter Ordnung, welche durch einen festen Kegelschnitt gclien und in einem 
Pnnlcto dicser Curve cine festo Ebone bertUiren. Wenn man diese Transformation auf 
oine aligoincinc Flachc drittor Ordnung ***) anwondet, erhalt man auf eine imgemcin 
oinfaoho Weiso alle dio Eigenschafton der mil einem Do'ppel'kegehehnlle hekafleten FllicJie 
viorler Orilnung, deren Keuntniss man Horrn Clebscii verdankt f). 

Setzt man alicr im Palle n •= 3 voraus, dass die Fundamentalraumcurve seohster Ord- 
nung in Theilo zorfallt (was auf sohr viele versebiodeuo Weisen gesoliehen kann), so 
golangt man zur Abbildung oiner sehr ausgedohnteu Reiho von algobraiseheu Flaolieu 
auf dor Ebonc. loh orlaubo mir, hicr oinigo Beispiclc mitzutlieileu. 

Sci K dio Pundamontalcurvo des ersten Eaumes, sodass eine oubische Raunicurve, 
wolclio K in 8 Piinkton begognet, K zur vollen Durchschnittscurvc zweior cubisclien Fla- 
olion orgilnzt; und sei K' die aualogo Fundamentalcurvo fiir den zweiten Eauni. Dann 
ontspi'ochon den Punkten von K dio Geraden, welobe K' dreimal schneiden, und deren 
Oi't eine Plllcho Ic' aohtor Ordnung ist, auf welcher K' cine dreifaclie Curve ist. Analoger- 
weiso entsprechon don Punkten von K' dio Erzeugendon einer Flilclie & achtcr Ordnung, 
anf wolcher K oino droifacho Curve ist. Zcrfftllt K in Theilc, so geschieht eino ahnliche 
Zorlcgung fttr K', /c, It'. 

Gohl man nun von oinor Fliioho F aus, wolche einon Thoil von K eiiifaoh odor mehr- 
faoli ontlUilt, so golangt man zu oiner auf F oindcutig abbildbaren Flacho F, deren Ord- 

*) Oeisbu, BononAUDT’.s Journal Bel. 69., Stdku, obenda Bd. 70. Vbii einigen aiuloreu 
Pfillon dor ciibischon Transformation hat HorrEOETiiEE in seiner roiehhaltigeu Abliandlung 
(Math. Annalon, Bd. 3, pp. 190, 205) Anwondiingon auf Abbildungsaufgabon gomachl, 

*+) On llie mtional Transformation behveen two spaces (Proceedings of the London Mathema- 
tical Society, V. Ill, 1870, p. 171). 

**“") loh habo sohon andorswo dioso Anwondung ausgefuhrt (Eendiconti del E. Istituto Lom- 
bardo, 9 u. 23 raarzo 1871) [Questo Opere, n. 88, 89]. Horr Geisek halto bereits (BoucnARDT’s 
Journal, Bel. 70) die oindoutigo Bozichung zwischon donselbon Pliiohon aus dor gmdltnliolwn 
Transformation zweiton Grades abgeloitot, 

]•) Borohardt’s Journal, Bd. 09. 
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min'; dcr Aiizahi dor Piuiktc f^leioli ist, in donon cino holiobigc von K iudilunil gcMoIiml 
lone ciii)isclio Kaiiincurvo dor Fliichc F aitssorhall) K iiocli bogognel, Eiiui (luivo, wnl 
chc oin Bostiuulthoil von K' isil, wird so oft von F' cntluiUon, als oinc beiiobigo I'lrzi'iigcrnli- 
rics eiitsprochcnden Bcstaiidthoils von /r iiiul die Flaclio F nicht ;uif K gologcno I 'Nuti.lt' 
getnein haboii. Nacli diesor Methodo orgeben sioh aiioh b'likheti mf Rkelikclircni'mi; Avnw 
mail brauclii nur cino F'lilclio F a.nziincluncn, wcloho in oiiieii 'I’lioil von k ciiigeschi iolii'ii i s l , 
Risks Beispipl—-K bestclit aus eiiior Gcradon 0, und eincr liniuncurvo (’, niiifltT 
Oi'diiung vom Gcsclileclitc 1, wclolio C, in drei Piinkton schncidcL Daiiu zertallL K" in fiui' 
Curve C'l vierlcr Ordmuig und onster Specios, und in eineu Kogclschnitt C'j, dor sicli util 
O’) in drei Punkton sLiitzl. Bctraclitct man nun oiuc Flucho F\ zweiter Ordiiinig, 'in* 
dureh C, gohl, so wird ilir iin aiidcrn liaiime nine FUirlie F'j fiinfler Ordming cnlsjiroohrii, 
(Ue C\ ah Doppclcurvc bestizl und G'.i (iinhiih. outiuilt. liicrans enlspringt elio gauze 'riion 
rio dioser Ictztcrii Flaclio, welclie Herr Crjinsoii zuorst dargolcgt hat '■). Dio 7 Punk to n, in 
dencii C’b der Fiilclie ausserhalb C, noch begegnet, und die 7 Geradcu von JC, wolciio 
von C| und CV. geschnitteii wordoii, bildcii sich auf F';, als Goradc ab; und man lial. muiui 
die 7 Paare von Gcraden dioser Flaclio. Das System der Erzcugondeii von F\,, wololm (\ 
trol’fon, onlspricht der Sehaar von Kogclschnlttcn, die entstelicn, weun man Ft, mil ilnn 
Btlsclicl zweitcr Ordnung sclineidct, dosson Grundcurvo C, isl. Die 7 Punkte a ivonloii vmi 
niiiein aohtcn Punkte von F, zu cinoni Sclinittpnnklsystcnie von drei Flilehon zvcilon 
Grades orgiinzt; dioser aclilc Piinkt ontspricht der Spitze des Kegels zwoitor Crdnuu". 
wclehcr Fj unigcschrieben isl. Die eiiizigc llaiuneurvo viertcr Ordnung und zwoilni' Spofit' . 
wolche durcli die 7 Punkte a und dreitnal dureh C, gelogt wordoii kann; die 21 ('.iihihobfii 
Ranmctu’ven, wolche dureh Flinf Punkte u und zweimal dureh Ci gehen; die Do Koget- 
schnitte, welchc ant F.^ liegcii iind dureh je 3 Punkte a gehen; endlieh die 7 Geradoii vim 
Fj, die dni'cli je oinen Punkt a gehen, ohne C, zii schneideii, bildeii sicii auf Ft, als dir 11 1 
Kcgolsclinitte ab, welolic der olien angefilhrtcn Sehaar nicht aiigohoron. Analngorwri tr 
be.stiinmcii auch die 7 Punkte a die 64 .Schaareu von cubisohen ilainncurvon, wolchn 
auf F's liogen. Jodcin Punkte von C’j cntsprcchen die zwoi Punkte glcichzoitig, in ileiieii 
Fj von eincr sieh anf Cj drcinial sttttzcndcn Goraden gosohiiitten wird; dieganzo Dopprl- 
curve von F* eiilspriolit also einer Raumcuvve ncunlcr Ordnung, weloho dureh 0, fUtif" 
mal und dureh jeden Punkt a zweimal geht, — Projicirt man Fj von olnom auf ihr lirlir- 
big gcwahlton Punkte auf olne Ebenc, und wondet man auf das so entstelioiide ebeim 
Gcbildo cine Transformation zweiten Grades an, so werden wir die niedrigsto Abbildiiii;; 
der Fliichc F's crrcichon, wobei die obenen Sehnitlo dureh Cnrven viertcr Ordnung iriil 
oinom doppelton und siebon einfachen Fmidamenlalpunkten dargestollt werden. 


’•') Abhandluugon dw GSttinger Soeietiit, 1870, Bd. 16. 
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Duvch (lie luiigekehvlc Traiisformalion erliiUt man aus oiner cubisolicn Fladio F’ 3 , 
woleho die Rauinuuvvc C, enUiall, pine Fliiclip'Fi vicrler Orilmng mil der Bofpelqeraflen 
Cj. Dio ;i Scliiiittpunklo a von F'^ mil C. (ausscrlialb C',); die 10 Gcradon I von F'a, wclchc 
C',, /Aveiinal sebneiden, und dip 3 Kcgelscbnillc von F's, welchc duvcli je pinon Punkt a 
gcbfiu und mit C',i ant jc einer FUicbo 7 Avei(,cn Grades liegcn, sind die Bildcr der 16 Gera- 
don von F 4 . Dor Doppolgcradcn ontspvichl die Durobschnitlscurve vonFainitderEbeno 
von CV, und don obenoii Sebnitten von F, entspreebon Eauincurvcn tilnfter Ordnnng 
(vom Gcscbleoblo 2 ), wolclie von den durch C'j und die Punkto a gebenden oxdiischcn Flli- 
eben ansgeschuilten worden. Bildct man demnacb F '3 auf einer Ebone so ai), dass flint 
Gerade h durcb flint Fundamenlalpiinkte 1 , 2 , 3 , 4 , 5 dargcstellt werdon, so wird 
sicii sofort die niedrigslc Abbildung von F'^ orgeben. — 1 st, in der Darslcllung von F' 3 , 0 
der socbslo Fiindainenlalpnnkt, und 6 , 7 , 8 die Bildcr der Punkto a, so worden die 
oboiion Sclmitto von F, duroli Curvon vierter Ordnung, Ob 1 . 2. 3. 4. 6 . 6 . 7. 8 , abge- 
bildot ■*). 

Bonntzt man diosellro Transfoianalion, um cine durch den Kogelschnitt O', gebondo 
cubisohe Flllolie F '3 uinrAigcstalton, so xvird sich eine Fldehe F« soebster Ordnung ergoben, 
mlcJie die Doppclcuyve C 3 (vom GesclilecUe 1) hesilzl, Auf diesor FlRcbo liegen 10 Gerade, 
welelio die Doppclcurvo droimal troffen; und 16 Kogclsebuilte, wolebe siob aut C 5 infiinf 
Pnnkton stUtzon. Urn znr niedrigsten cljenen Abbildung von F^ zii gclangen, roiebt os bin 
die FlUohen F', so abzubildcn, dass oin Fundamcntalpunkl der Gernden entspriebt, die 
mil G'a zu oinom ebonon Gcsammtsebnitlo von F'j ergilnzt; dann worden die ebeiien 
Sclmitto von P,, durch Curvon scchster Ordnung dargcstellt, welcho 5 zweitacho und 10 
einfacbo fosto Punkto haben. Das Bild der Doppelourve wird cine Curve flintzolinter 
Ordnung mit 6 fllnffaoben und 10 drcifacbcn Pnnkton sciu, 

Gobi man von oinor Fliicbo P 3 dritter Ordnung aixs, welcho die Gerade Ci entblili, so 
fUlii’t diosclbo Transformation zu einer Fldehe acUer Ordnung F'g mil der dreifaclicn Curve 
C '3 und dem doppelten Kegchclmille G'i. Die Plachon zweiten Grades, wclcbe dxxrch C', 
goben, sebnoidon nocb aus F'g Curvon viortor Ordnung und zwoiter Species aus: xxnter 
dioson giobt es 6 , die in zwei ICcgclschnitlo, und 12 andere, die in cine Gerade und eine cxi- 
bisobo Raxxmcui'vo zerfallon. Jedcr der 10 Kogolsebnitte bildct, zusaininon mit C'^xind Cj, 
die Griindcxxrvo einos Bxiscliels von cubiseben Flllcben, welcho ausserdem axis F s ratio- 
ualo Biuxmcurvon scchster Ordnung aussebneiden, von deneix 4 aus zwei cubiseben Raxxm- 
oui’ven bosteben: somit hat man 16 Kaumeurven dritter Ordnung, ausser den oben or- 
walxnton 12. — In der niodrigslen ebenen Abbildung entspreeben den ebenen Sebnitten 
von F'g Curvon siebouter Ordnung, welclie cinen dreitaoben (1), flint zweifache 


*) llatliomatiBclie Annalon, Bd, 1, S. 261. 
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(2, 3, 4, 6 , 6 ) mid zwdlf einfachc (7, 8 , 9, .... 18) fostc I’unklo licsitzeii. Dio droif.iclio 
Curve bildet sich als cine Curve dreizchnler Owlming’ 1"'. 2'. 3',.. 6 '. 7^ 8 '... 18’ ab, 
uiid dor doppolte Kcgelschuitt als cine Curve fiinricr Ordniuig T. 2. 3 ... 18, 

Zweiles Beispiel. — Die Bestandtlieile dcr Fuiidainoiilalcurvo K soicn cine llaiuncurvo 
Cj fiinftcr Ordnimg vom Gesclilechte 2 und eine Geradc C,, die Cr, zwoiitml triffl; daiin 
wild auch K' sich in zwei Linicn C':,, G', dcrsolbon Art zorlegon. 'Wciidct man die.se 
Transformation auf cine Flachc Fj zvveilen Grade,? an, die dureli C'l goht, .so wird cine 
Flarlip F', viertpy Onhiung eiitstclion, welslie die doppeJIe Oerade C'l ImiUl. Die 8 Paaro 
von Geradcn, welche auf dieser Flaclie vorliaiulcn sind, onlsprcclion den 8 Punldon, in 
wclchen Cr, dor Fiaclio F^ ausserhalb C, noch begognof, und den 8 Geraden von F<, die 
duroh diese Piinktc und durch C, gehen. 

Uiiterwirft man dieser Transformation oiiic cubisolio windschiefo Flilclio Ti'.,, dercu 
Doppelgerade C, sei, so werden wiv eine Flikhe FV, filnfler Ordnung mil dcr dreifachen Oo- 
raden C’l finden. Dio 11 Punkte, in donon F., von Q-, aiissorlialb Ci noch getroffen wird, 
und die aiis dicsen Punkten aiisgehendon Ei'zeiigcndcn von F^ liefci’ii sofort die 1 1 Paarfi 
von Geraden, die auf F'; existiron. Dor dreifachen Geradcn C’l wird die Diu'clisolmitls- 
curve von Fjniit dcr Flache zwoiten Grade,? cntspreclien, welche dor Ort dor dio Ciirvo 
C's dreiinal sclineidenden Geradcn ist 

llittelst derseJben Transformation Iiihrt cine .*ingenieinc, durch C| gclogtc, cubisclic 
Flachc P 3 zii einer Flnelie F, siebenler Ordniing mil dcr dreifachen Geraden C, wi'l der Doppek 
emve C'5. Diese Flaehe enthdlt 13 Geradc, die von C, ge.schnittene Sehnen von CV sind. 
Rielitot man die ebenc Abbilduug von F, so ein, dass die Geradc 0, von cinein Kcgclschuit- 
fe dargestellt wird, so ergiebt sich die niedrigste Abbildung von F’ 7 , wobei den cbenon 
Sclniitten dieser Flachc Curven siebenter Ordnuug mil cinoin droifaclion (]), fihif zwei- 
fachen ( 2 , 3, 4, 5, 6 ) uiid dreizehu einfaolien (7, 8 , ..., L9) feston Punkten entsproclu'ii. 
Die dreifache Geradc wild durch cine Curve scchstor Ordnuug J“. 2^..6’. 7. 8 ... I!), 
und die DoppelcuiTe durch nine Curve zwdlfter Ordnuug l“. 2\ :F...Cv'. 7 b 8 ' ,. 1 !)* 
dargestellt, 

Drittes Beispii'l. — K besteht au.s zwei cubisclion Raiimcurvon Cj, IC,i, die vicr gcnietn- 
saiiie Punkte haben: danii ist auch K' ein ilhnliclics System von zwei Uauniourven C'„ 
Kj. Stollt man sich nun eine durch C^ gchondc allgomeino cubisclic Fliicho F., vor, so wird 
das eiitsprechende GebQde ini zweiten Raiinic eine FUieke F'^ fiinfler Ordnung mil eimr 
unelenen Doppelcurve C, driller Ordnung soiii. Den 5 Punkten «, in wclchen IC, dio Flache 
Fj ausserhalb C 3 noch trittt, und deii 6 Geraden h von F.,, welclio die Curve Cj zwcinial 
schiieiden, cntspreclien die 11 Geraden von F'si und die Doppolcurvo C',) entsprielil einer 


*) Math, Aunalon, Bd. 3, S. 186, 
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Curve iicuntor Ordnung, wolohc dor Orl der Begognuugsiiinilcte von F., mlt don Geradoii 
ist, die Ka zweimal und C, ciiinial iroffen. Ordiicl man die cljonc Ablnldimg von F., so an, 

dass dioGcradon h durch sechs Piinklc 1,2 6 dargeslcllt wcrdeii, und sind 7, 8 , , II 

die Bilder dcr fiinf Punklo «, so wird man ohno woiteros die niedrigsto Abbildung von FV, 
erhaltcn, woboi die cltoncii Schnitlo sich als Curven vicrlcr Ordnung 1.2. 8 ... 11 
alibildcn, und die Doppclcurve diircli cine hyporelliplische Curve siebeiitcr Ordnung init 
eilt Doppclpunktcn dargeslcllt wird '). 

Vierles Beispiel. — K boslelil aus oincr Curve C, vierter Ordnung und erster Species, 
und aus zwei windscliict liegenden Sclinon A, B dcrscll)on. Durchaus uhnlicli wird dann 
die Zcrlogung von K' soin. Wonn man durcii A und B cine allgcmoinc cubischc Fliichc Fj 
hindurclilogt, so wird ihr iin andorn Jlauine dm Fllkhv fUnfler Onlnung, F'r„ cntsprechcn, 
fZm zwei sich nicU schieulende DoppeVjemth A', B' besiUl. Diese Flaolie enlhiUt 13 Geradc : 
sic ontstelicn aus don 8 Pimkton, in wclchon C, die Flileho Fj ausserhalb A nnd B noeli 
trim, und aus den 6 Goraden von F;,, die A uiid B solmoidcii. Don Kwei Doppolgoradcn von 
F’r, cutsprcchon zwei Thiumcurvon I’iinftcr Ordnung (vom Ge.selilochlo 2 ), die bozHgiieli inifc 
A, B don Gosammtdurclischnilt von F., mil zwei duroli C, gehondeu Flaehon zwoiton 

Grades bildon. Nimnvtman nun die Fundamonlal])nnkto I, 2 6 der cboiion Abbildung 

von Fa so an, dass don Goraden A, B die KogelsclinitLo i.B. 4.5.6, 2. 3. 4. 5 . 6 entspreehon, 
so wird sicli aiioli die niedrigste Abbildung voii F's ergolicn: die Bilder dor olienen Solinitto 
diosov Flileho werdon Curven fUntlor Ordnung soin, die zwei DoppolpuulcLo J , 2 und zwdlf 
cinfaclio feste Punkte 3,4,..., 14 habca: wo die Pnnkto 7 , 8 ,..., 14 don Durchsohnitts- 
punklon von Fb und C 4 entspreehon **). 

Lcgt man F 3 nichl durch A nnd B, a))or durch 0, Inndnrch, so crhalton wir wiedor eino 
FMche filnfler Onlnung, mil der DoppelcAirve C '4 (enstor Species). Dio l4Gernden dicser 
Flileho eutsprechcii 1. don 2 Punkten «, in ivolchon A, B die F 3 ausserhalb C, noch Ireften; 
2 . don 10 Goraden h von Fa, wclcho Sohuon von C, sind; 3. den 2 Kcgolsclinitten, die 
durch oinon Punkt a golion und C, viormal begegnen. Dm zur niedrigston Abbildung von 
Fs zu gelangen, wird man lllnl Fundamentalpunkto 1,2, ...,5 dcr Abbildung von so 
aniiehmon, dass sie flint Geradcn b davslellen. Ist 0 der seohsto Fundanicntaipuukt 
dicser lotzton Abbildung, und sind 6 , 7 die Bilder der zwei Piiukto a, so werdeu die 
Curven vierter Ordnung O’. 1.2. 3... 7 don obenon Sohnillen von F 5 enlsprcchcn. 

Dioscibo Transformation bielot cine luimittolbare und ungemoin Icichte Behandlung 
einer Aufgabo dar, die von Horrn CuEBSon vorgelogt und von Ilcrrn Lorotii gelbst 
wurdo *’•'*). Dio Aufgabe lautot: « Dio Anzahl der Kogelsclinitto zu besthnmon, welclie 


*) Math. Aiuxalon, Bd. 1, S. 284. 

*») Math. Annalon, Bd. 1, S. 306. 
Math. Annalon, Bd. 3, S. 124, 
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cine Curve viertor Ordiiung, ersler Species, in droi iind fiinf iiiver Sohnon in jn oinoni 
Piinkte treffeii)'. Sci C, die Raumeurve; A, B, C, D, E ihvo gogebenen Sohnon. Teh nolnne 
das System (Ch, A, B) als Fiindamentalcurvc cincs dnrch oinc cubisclio Transfoi'ination 
umzuformenden Raumes an; so wird dcr zweile Ranin oin ilhnliclies Fiindaincntalsystcm 
(C'j, A', B') besitzen. Dann entspreclien den Sohnon C, D, E dvei (loradc O', D', E', welcho 
ebenso Selinen von C'^ sind, iind es cn^spl■icht irgnnd cinoin Kogolschnilto, 1x0101101 
dreinial, A und B jo cininal triffl, oino Gcrado, wolohe C', mir cininal liogogncl. Dio verge- 
legte Aufgabegestaltol sich also in die tolgcndo um: «Dio Anzahl dor Goradon eh boslim- 
men, wdche cine Curve C'^ (viortcr Ordnung und erstor Species) und droi ilirer Seluion 
C', D’, E' ill je einein Piinkte treffen ». Dor Durchschnitt dcs Hyperboloids (O' D' li') 
mit der Curve C'i giobt dann oline weitcros die zwoi LSsungon dcr P’rago. 

Es verstelit sich von solbst, dass man vielc anderc, dio KogolschiiRle luid dio uiieboiion 
oubischeii Curven im Raunio betroffenden Aufgabcn in ftlinlichor Woise voreinfachon und 
auflosen kanii. 

Funfles Beispiel — Die Bostandthoilo von TC sind oino Curve viortcr Ordnung und 
zwoiter Species, C„ und oin Kegclschnitt C^, der sicli aiif C( in vior Piinklcn stilt?, t; 
dann wird K' oin iihnliches System (C'^, C'j) soin. 

1 st oino durch gehende cubischo Fladio F3 gegobon, so liefert dio Transformation 
eine Fldclie siehenter Ordnung F7 mii dem dreifuchen Kegelschnille G\ und, der Doppohurve 
Cj. Diese Flachc cntliiilt 9 Gerado nnd 16 (cinfacho) Kogelschnitto; oino Gorado ist cine 
Sehne von C'j; die anderen 8 Goradon sind Sohnon von C'l , wolcho noch C's treffon. In dor 
niediigsten Alibildung iverden die ebenen Schnitte durch Curven sochstcr Ordnung dargo- 
stellt, die ftinf fpste Doppelpunktc 1 , 2 , 3 , 4 , 6 und noun cinfacho gleichfalls foslo 
Punkte G, 7 , 8, . . . , 14 habon. Der droifacho Kcgelschnitt bildet sicli aut oiiior Curve 
sechstei Oidming l-, 2 -. 3 *. 4 ", 5 \ 6 *. 7 . 8... 14 ab, und die Doppelcurvo Ci auf cinor 
liyperelliptischen Curve neunter Ordnung 2 \ 3^ 4’. 6*. T. 8* . . . 14 '. 

Legen ivii diircli 0» eine Flfiche zweiten Grades, so wordon wir eine Fldclie vierler Ord- 
nung mit dem Doppelkegelschiiile O', erhalten. 

Einer durch Cj gelegten Flache F< viertor Ordnung, wolcho oino von Cj drciinal go- 
schnittene Doppelgerade besitzt, cntspricht eine Fliiche seclisler Ordnung Fo, ivelclie C's em- 
/nck, C4 zweifach enllidll und einen auf G\ gelegenen droifaclien PunM 0 lint, Diosor Fliiche 
geMieii die diei von 0 ausgehenden Selmen von C’l an, und anssordem vior andere Go- 
radc, welchc droimal sehnoiden. In der nieclrigslen Abbildvmg von F', wordon dio ebe- 
nen Solmitto durcli Curven siebenter Ordnung abgcbildot, dio nenn Doppolpunkto nnd 
sieben einfache Punkte gemcin haben. Das Bild des droifachon Piuikles 0 ist oino Curve 

^ doppelten und drei einfachen Fundamentalpunlcto ent- 

a • er oppelcnrve C'« ontspricht eine hyperelliptisehe Curve viorzehntor Ordnung, 
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welohc vicriual diirch jcden doppellcn, zweinial dnrcli dio obcti erwaluilcn drei oinlfachcii, 
luid diciiitul diiroh die iiln'igcn einfnelioii Fundamciitalpunktc golit. 

i^eckdes Beisijid. — Di’ci Kogolsclinillc A, J3, C ituichcii dio FimdamentalcurvD K 
!uts: A lull zwei Piinktc goiiieiii mit jedor der beidcii iiiidcveti, luid dios (5 sclineiclon sifli imr 
ill oiiicni Piiiiktc, Dio Fundamentakurvo iin andci'en Knitnic wird daiin aiis eiiier lliuini- 
luirvo C'.| viertcr Oi'dnung uiid zweiicr Spocioii, mid aiis zwoi sich krcuzendoii SoIuilmi der- 
nelbon il', S' zuaanunciigoso.tzt. 1st iiii ei'slcu Ibiuiiic cine oiibischo Flucho Pj gpgelion, 
wclcbc durch deii Kogclschnitl 0 gclit, so wird ihr einc Flltrim mhsipr Orilmmrj ent- 
sjireclien, tcclclic cine Boppelcitroo G', und tiiiin Doppchji'ntih U’ hobihl. iJieso Khicho cnthalt 
JO Goradc, voii donoii 4 dio Doppelcurvo drcinial soliiiciden. diigegca schnaidon dio iiliri- 
guti C'( zwrinial uud il' ciiinml. — lii der iiiodrigsloii Alibildmig von ]'''„ werdoii dio cbo- 
non Sobiiillc duroh Giirvon sochster Ordiuing init 5 zweifaolion und G -|- d einfaelion lo- 
ston Punklcii dargcstoJlt. J.)cr 1 )oppolgcradon entspricht oino oubiscliu Curve, welclic dio 
0 zwoifiiohen und 0 cinfaclion I'kindamonlalpimklo unlhiilt ; und der l‘)oppoleurvo G'^ ont- 
spricht ('ino Curve zwdlfter Ordnung, welelie diirch die 5-|-(j-| 4 Fundaiuoiilalpuukto 
beziigliob 4,2, JJinal gclil. Gclirigens ist diesc Flaeho ein besonderer Kail der oboii ini 
Olsten Pcispielo bctraclitcten Pliloho seolistcr Ordnung, wolclio oinc Doppelcurvo fiiuftcr 
Ordnung vein Gescbicchto 1 besitzt. 

Dio vorlicgciidc Transl'oriiiatioii fiilirt winder zii eincr Fliklip violer Onlnung mil ei- 
mm Doppellcpgdschnillc, wena man von eincr diireli dio Geradoa II', S' gelegten Flilche 
zwoiton Grades ausgoht. 

Bidmiles Beispiel. — K bestobt aiis vior windscliiet liegendon Goraden C , D , E , P 
und aus ihren Transversalen A, B; ini zweiten llaumc werden wir ein ahiilickes System 
(O', D', E' , F', A', B') habon. Wondet man dicso Transformation auf eine duroh 
A , B , C gehoiido cubischo Flilche Fs an, so wird man eine mil drei drcifadien A' , B' , 
G' unci drei zweifachen Oeraden D', E', F' behaflelc Fliiehe siebeiiler Odnumj F', abloi- 
ton. Dicso Flacho eulhiill nooh b cinfacho Goradc. In dor niedrigsten Abbildnng habon 
dio ebenon Schnittc zu Bildoru Curveu viertcr Ordnung, die noun oinfacho feste Puiikto 
1 , 2 , . . , 9 haben. Don viclfachcn Goraden A’ , B' , C' , D' , E' , F ontsprecliou die 
Kegelschnitto 1.2. 3. 4. 6, 1.2. 3. 4, 6, 6. 6. 7. 8. 9 und die Goraden 8.9, 9.7, 7.8. 

Aehtee Beispiel. — Setzen wir nun voraus, dass K aus eincr ebenon euliisolien Cnrvo 
Kj und aus einer cubisohen Raumeurve Cj besteho, wobci Cj und Kj drei Piinktc gcinoin 
habon; daiin wird K' eine mit einem drcifaclicn Puiikte o behaftotc Raumeurvo K'a sochs- 
ter Ordnung, vom Gosolilcchto I. Legt man durcli Kj eine Flilcho F, drittev Ordmiug, so 
wird der umgeformte Ort eine Fldche Fo sechster Ordnung sein, welckc K'o zur Dojojiffcuri'c 
und 0 zum dreifachen PunHe luU, Dicse Flilche enthilll 6 sieh nicht sclmeidende Gorade, 
TYolche den 6 aiisserhalb Ka faUenden Durclisohnittspunkten a von Fa mit Ca; und 27 Kegel- 
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scliiiittc, welclic den 27 Gei'adon von F3 cntspreeheii. Die ebonon Sclinitto von F'o wordoii 
auf Fj durch Curveii sechster Ordiiung dargostcllt, woiclio von don die socks Pnnkte a out* 
liailenden Fllichcn zwciten Grades aiisgeschniltcn worden. Handcit cs sick also dariun, 
die cubischo Fliiclie P3 in die Flacho sechster Ordnung F„ ubcrzufilhren, so kann man stalt 
dor eiibiseheii Transformation, deron Grundcurvo aus und bcstclit, oino qnadraLi- 
scho Transformation anwenden: das lieisst, ein dreimal uncndlichcs linejires System von 
Flachcu zweitcn Grades als den Ebonon des anderon Rauinos onlspreclicnd annoliineii. 
Alio dicse Flachon gchen durch die soclis festen Punklc a; folglicli ist dieso Transforma- 
tion mil' unter dor Bcdingiing rational uinkehrbar, dass man sio init dei* Gleiclumg dor 
Fliiclio verkniipft, die trausformirt werden soil. In dor That sckneidcu sick jo droi joiicr 
Fliicheii zwoiton Grades noch in zwei Punkton; und die Fliiclio F3 wird nnr von cinem 
dorsolbcu diirohlaufcn. — Die gewbhnlioho Darstolluiig von P3 giobt unniitlclbar die 
nieclrigste ebeiio Abbildiiiig von F'^; den obenon Sclinitton oiilsprcchon Curven soolislcr 
Ordnung, wolche socks doppello und seeks einfacho foste Punkto haben. Das Bild dos 
dreifaclioii Punktos 0 bestelit aus drei Punkton, die in dor Abbildung von F3 don droi 
Bcgcgniiiigspunkten von C, and K3 eiitsprechen. Dio Doppclcurve K'o wird durcli cine 
Curve ftinfzohntor Ordnung mit seeks finiffachen, socks droitaclien und droi doppoltcn 
Pnnkfen dargostcllt. 

Geht F3 durch C3, iiiolit diirok K^, so wird eine FlHche F'4 vierler Ordnung mil don dm- 
fachen Funile 0 entsteken; den 6 auf F3 liegendon Soknon von Cj und den 6 Punkton, in 
welclien F3 und K3 ausserhalb C, sick troffen, ontsprocken 12 Gorade von F'^, wclclio dnroli 
0 gehen. Dio niedrigsto Abbildung filUt liier mit dor Contralprojoction aus 0 zusaminon. 

Bei dies or Transformation cntspreclicn den windscliiofon Fliichcii, dcren Erzoiigcndo 
Selmcn von Cj siiid, die Kcgol mit dcr Spitzo 0. Insbosondero onlsprichl dor von Tangcnlon 
von C3 gebildcten Fliloke dcr von 0 an die Flilelie gclcgtc Boriihrnngskogcl (zwoiten Gra- 
des), wolclier der Ort dor die Curve K'# di'eimal troffondon Goradon ist. 

Sei Cj das System von drei Goraden A, B, C, von denen die boiden ersten wind- 
sekief liegen, wilhrond boido von dor drittou geschnitten worden. Dann wird K' aus oiner 
Eaumeurve C, (vierter Ordnung und erster Species) und zwei ihror Selinon A' , 13 ' be- 
stolion, welche einen Punkt 0 der Curvo gemoin liabcn. Nohmen wir nun cine windseliicfe 
Fliicho (m -f Ordnung an, auf wclchor A oino m-facho, B oino «-faclio Directrix, 
und C eine einfacho Erzeiigonde sein mbge. Der ontsprochondo Ort im andorn Eaumo 
wird daiiu ein Kegel n~l)‘” Ordnung mit dor Spitzo 0 sein: diosor Kegel bositzt 
cine (« — 1 ) fache und eine (w — 1) facke Kanto, A' , B'. 

Gelit man von einer durch C4 gelegten und mit dom droifaehen Punkto 0 bokaflotcn 
Flacho F4 vierter Ordnung aus, so Mirt dieselbe Transformation zu ewer FlucJte filnftcr 
Ordnung F^, mf n>elolier A und B doppelte, C eine dreifaelie Qerade isl, Dieso merkwftrdigo 
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Hftcho l^ositzt 10 Gorade, von doncn 4 A iind B schnoideii, wiilu'end die iilirigon m zwei in 
diei dnvch C gehondon Ebonen liegon. Die Projection von E', aus dem dreifachcn Punklc 
0 giobt sofort die niodrigsto cbcne Abbildung von Fs, in welchcr den obonen Schnitton 
Curvon drittor Ordnung cntsprechcn, die vicr Punkto 1, 2, 3, 4 gcmeiii habon. Sind a, p 
die Mittelpiiiikle dor Goradenbiischel, welche die ebenon dnroh A, B rosp. gclieiidon Sohnitto 
darstellon, so isfc die Geracle aj5 das Bild von G; den Doppelgoradoii A, B cntsprechcn aber 
Kwci in 1 2 3 4 sioh schncidondo Kcgelscliniltc («), (6). Scion a' a", p' p" die Durclisclinitts- 
pnnkte von («), (&) rait der Gcraden ap; dann trolTen die Bildor dor cbcnen Schnitte 
von Fc den Kegclschnitt (a) in zwci init p, don Kegclsehnitt (A) in zwei init a goradlinig 
licgenden Punkto, und die Gorade ap in drei Punkto, welclie cine Gnippo dor cubi- 
sohcn Involution (««'«", pp'p") bildon. 

Neuntes Beispiel, — Seien nun die Bestandtheilo von K cino eubiseho Raunieurvo C^, eino 
Gorade C|, und ein ICegelsohnitt C*, wclclier Ca droimal imd Ci zwoimal begegnot, Danu 
boslobt K' aus eincr rationalcn Curve C'o fiinrtcr Ordiumg init cincin drcifaclicu Punkto o, 
iind aus einor Selnio C, dcrsolbcn Curve. Mittclst dioscr Transroriuation goht eiuc dnreb C^ 
gclogte Fliiclio Fa zweiten Grades in einc FUiche F's /’ibif/er Ordnung mil dom draifurhcH 
Piinlclc 0 und dcr Dojijielcurva C\ Uler. Dioso Flilcho cnthalt ausser O', uooh 0 Gcrado, wclclio 
don drei (nicht aul liogenden) Begognungspnnkten a von F^ mil Cj, und den socks aus 
den Piinkten a ausgohenden Goraden von F* ontsproclicn: und dicse 10 Gcraden bildon 10 
Dcppelilreien, *). Aut FV, liegon Ittnf Schaaren von Kogolsehiiittcii; und die Auftosung dor 
Gloicluing ftlnftcn Grades, wolcho dieso nint Schaaren giobt, liolcrt olnio woitorcs die 
Anflosinig dor zwci Gloiehungon zclinten Grades, von donon die zchn Goraden und 
die zohu Doppcldreion abhilngoii. — Den ebonen Schnitton von F's onlsprcclion aul 
Fs Curvon viertor Ordnung und erster Species, so dass eino quadratiseho Transformation 
oxistirt, wolebe, init I-lUlEo dor Gleiclumg von It,, von dioscr Flilcho zn F's ri'ihrt. — Aus 
dor Ccnlralprojection von Fg und eincr darauf tolgendon quadratisclion clienon 'rransfor- 
mation ergiobt sich die niodrigsto Abbildung von F's, wobci dio Bildor dcr obonen Sohnittc 
Curvon drittor Ordnung sind, dio durch vicr festo Punkto gclien. Dor Doppcleiivvo ent- 
spriclit cine byperolliptisclio Curve sechsler Ordnung init 7 Doppelpunklon, wolcho mil 
den 4 Pundamontalpunlcten und 3 andcron, das Bild dos droliachon Punktos o ausnia- 
ohondon, Punkton zusammcnialleii. 

Durohdio umgokohrto Transformation tftlirt cine don Punkt ound dio Gorade C't enthal- 
tendo eubiseho Flilcho F'a zu eimr Fl&clie sechsler Ordnung Fg, tvelohe dm doppeiiie Raum- 
curve driller Ordnung Cj und eine diese nicht schneidende Doppelgerado Oi hesikL Dioso 


*) Matliom. Annalen, 3. Band, S. 7S, Aumoikung. 
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Fladie entlialt 10 Gerade, wclclio den Punklen enlspreoheii, in wclchom P's und Cj sich 
ausserliall) o und C', noch treffen; 12 Kegelschnitto, welclie den 10 von C'l gosclinittoncn 
Geradeii von I’s, deni in der Ebene oC'i liegendcn Kogelsohnitte von F, und dcin Punitle o 
entsprcclion ; 32 ciibisclie Ramncurven, wolche den 16 von C'j nicJit gcti’offcnon Gorudeii 
von Fj und don 16 durcli o geiiondcn und von O', gcsclinillonen Kegelsehiiittcn von Fa 
cntspreclicn ; n. s. w. — Man bilde F'^ anf cincr Ebene so ab, dass dio CTcrado C\ dnrch don 
Kegelschnitt 1. 2. 3. 4. 6 dargestellt wordo ; sei 0 der scclislc Pimdaniontalpunkl diosor Ab- 
bildung;6das Bild des Punkte3o(von F,); und 7,8, , 16 die Bildcr dor Bcgognnngs- 
punkte von FjUnd Cj. Dann Iiabon wir die niedrigsto Abliildung von [•'''s: die ebenen 
v8clinitte werden durch Ciirven siebentcr Ordnung O^F. 2^.. 6* 7. 8 . .. 16; dio Poppel- 
gerade diirch eino hypereiliptische Curve seclislor Ordnung 0*. F. 2* ... e''. 7. 8 ... J 6; und 
die cubisclie Poppelcurve diirch oinc ebenfalls hypcrelliplischo Curve cilftor Orclnung 
0^ F. 2\.. 6^ 7\ 8» ... 16* dargeslellt *). 


Ea scliicn niir nioht Hburflilssig, cine grosserc Anzalil von Bcispielcn anziifldiron, mu die 
Rutzlichkeit dieses Vcrfalirens nidgjichst gut zii bewoison; denn cs sind nicid mir alle 
sclion von Herrn Clebsch und NCther untorsuciiten Plilchon, sonderii uiich nnuiciio nn- 
dorc anf dio leiclitesto Weise entstanden **). Die obon aiigcwandton Trnnsfonnntionen sind 
solcltor Art, dass iJiiien uingekerte Transformation on gloichor Ordming ontspreehoii ; oh 
gielit abor noeh andere, welchc bei der Uinkehrung ilirc Ordnung ilndorn. 7j. B. git’bt e.s 
(nnter andeien) drei cubisclie Transforniationen, donen Transformationon vieiTcn, ftlnftoti, 
seoltston Grades bezliglich cntspreclien ***) Die Fliichcn drittcr Ordnung des orston [fiiu- 
nies, welcho auf den Ebenen des zweiton sich abbildcn, haben boi dor orsteu Transfor- 
mation cine Curve filntter Ordnung (vein Gosclilechto 1) und einen Piiiikt; boi tier zweitmi 
cine cubisclte Raunicuive, eine die.se nicht sclineideiido Goradc uud zwei Punkte; iiei 
(cr diitten einon Doppclpunkt, drei cinfaclie Punkte und einen obonen Sclniilt gemein. 

ts hegt keine Sehwierigkeit vor.Avcnn man Transformationon holicrcr Ordnung be- 
tiacitcn will, nibgcn sie ans Verbindmigen und Wiederholungen dor bokannton (jiiatlivi- 
und cubischen riansfoiinationen, odor viclinehr aus divoeton Poi'Hchnngon hor- 
vorgehen. Ich werde bier nnr weiiige Beispielc noch angobon. 


Aiinalen, Bel. 3, S. 203. 

nalen^id Notiibb, welcho gonan ('loi(!liiioif;ig(Arttth. Aii- 

meto Naobrichton vom 3. Mai uml 

dessplben Monats. * ^ ^ Bondioonti doll’ latiluto Lombardo vom 4. 

) Ble betden eratein sind in der oben citirten Abhnndliing von H. Cayt.ev boriilirl. 
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Es giebl eiiie Transtoi'ination yAvoitciiGradcs,dci'cn TJnikehnuig zuin vicrten Grade fiihrt. 
Den Ebencn des crateii Jiaumcs cntsproehcii Milcliuii ziveitcn Grades, wclohe vier teste 
Pnnkle und in eiiicin dersclbcn cine teste Ber(ihriuigscl)cno habcn. Den Ebencn des 7Aveiten 
Rauines cutsprecken Steiner’ scho Fhlchcn, welchc die drei Doppelgcradeii nnd iioek 
einoii Kcgelschnitt gemciu liaben. Gelil man von eincr beliebig im ersten Eaume lie- 
genden Elaclio zweitcr Ordniing ans, so crhlllt man eine mil drei konisclien und einem 
unijdunaren PunUe heliafleie Pldohe vierier Ordmiwj, welche vier iin Ictzlen Pnnkle sich 
kreuzonde luid aiif eiiier Ebeiie liegcndc Gcrado bcsitzl. Es ist dies vielleicht das ersto 
Boispiel eincr aut einor Ebcnc abbildbaron Flilcho vicrtor Ordnung, welelio wcder cine 
doppclte Innio nocli oincu drcitachcn Punkt liat. 

■\Venn man die im vicrten Bcispielo betraolitclc Translormation zwehnal austtlkrt, so 
oiitslolit eine 'J’ranstormation fiiuftcn Grades, wobci den Ebciien jodes Eaumes Flaehon 
ftintter Ordnung ontsprcchcn, wolcke eine fostc Doppelcurve vicrlcr Ordnung und crster 
Species besitzcn und durck vier teste Schnen dicser Curve geken. Mittolst dioscr Transtor- 
mation bewkkt man den Uebcrgang von eincr Fliiolie dritter Ordming zu einer Flkclie eie- 
lenler Ordnung mil einer dreifavlien Curve vierier Ordnung und erslcr Siyeeics. Die nicdrigsle 
obenc Abbiklung dieser Flkclie ist so bcsckaften, dass den ebenen Scknitten Curvcn fiinfter 
Ordnung mit einem drcitachcn (0) undiieun oinfaokon festcn Punktcn I, 2, ..., 9, nnd dor 
droitacken Curve cine Curve nountcr Or dnnng 0“, L*. 2^. . . 9’ entsprickt Die Punkte dicser 
Curve bildon solcko Tripcl, dass, wenn cine von 0 ausgokendc Gcrade die Curve in vier 
Pinikton sohnoidet, die vier Paarc von zugckbrigen Punkton mit J , 2, . . , , 9 zusannnen aut 
oilier Curve viorter Ordnung liogen, welche in 0 oinen Doppclpunkt hat. 

Es giolit cine Translormation viertcu Grades, bei welclicr don Ebenen eines Eaumes 
Placlieii viertcr Ordnung cntspreckon, welche cinen doppelten Kegelschnitt, cine Curve 
viorter Ordming und zweiter Species und einoii Punkt gcmcin habcn. Dio uuigekohrte 
Transformation ist wiedcr viorten Grades. 

Bei einer aiidcreii Transformation vicrten Grades cntsprecheii den Ebenen des ensLcn 
Raumes FUlchcii viorter Ordming, welche cinen gemeinsanieii Doppclkegelsehnitt habcn 
und durch oiiic fosto Curve fliuftcr Orcliiuiig (vom Geschlcchto J) gelien. Die umgokoliTte 
Transformation ist niir dritten Grades. 

Es giobt cino Transformation n’'*'’' Ordnung, bei welchcr den Ebenen eines Eaumes Flii- 
cheii Ordnung ontsproolicn, wolclic eine (n — 2) facho Gorade und cine Curve (3 n — 4)^“'" 
Ordnung (vom Gesclilcclite 3 n — 7) gcmcin habon. Diose Curve trifft die vielfaclio Gcrado 
ill 3n — 7 Punkten. Dio umgckehrto Transformation ist winder Grades. 

Schliesslicli kdiinen wir aussagon; sohald die eiene Ahhildimg einer Fliiclie vollzogen isl, 
ist man im Stande^ alle die Trasformalionen mzugehen, bei welclien den Fbenen eines Raumes 
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Flaehen enlsprechen, die derselben Art sind, me die geqehenc^ und welche diesclhen viellaehvn 
Limen und PunMe hesitsen. [®®] 

Sei namlicli ep die Flftehe, dcren ebene Abbildtuig 11 gcgcbon ist. Dann wire! f von alluu, 
dieselben vielfachen Liiiien und Punlcte besitzDiidon Flftchen tp,,fs (derselben Ord- 
iiuiig n) aiisserdein in Ciirven geschnitten, dcren Bildcr auf II cin gowisses System i! 
ausinacheu. Nelimen \vu’ nun auf If ein homaMdisclies Nclz von rationalon Curvoii K an, 
deren jede, zusainmen init cineni unverilnderliclion Ortc L (einoni Coniplexo von incli- 
reren auch vielfacJi zu reclinenden Curven), zii ciner Curve dcs Syslcins X ergiinzen jniigo. 
Drei nicht zu ehiein und deniselben Baschel goliorendc Curven K,, K^, K, dcs Netzos 
bestininien drei Biischel von Plllclion f •-)' a-ifi, f + f -I- wololic ein homaloi- 
disehes System von Flaehen 

(1) «<p + «\'fi + + «:»<?» = 0 

lietern. Dann kbnnen wh' die Flaclion dieses Systems als dcii Eljcnon einos anderon Rautnea 
entsprechond annchincn, sodass cine eindcidiye Transformation n'**'' Grades oiilstclion wird. 
Die Ordnung der Raumeurven, welclie don Curven K dcr Abbildung fl cntspreclion, stiinmt 
mit dein Grade der uingckciirten Transformation, das hoisst mil dor Ordnung dcr das 
hemaloidische System ini ziveiten Raumo 

(2) P<l' + P,<|*, + P,'|., + p,^,-0 
aiismachenden Flaehen i{> (Iberein. 

Dio Jacobi ’selie Curve des Netzos K bcstolil aus inolircron IJiiion lc\ und die diosoii 
Linieu eiitspreehcnden Raumeurven, zusannnoii mil don (viclfacli zu rcclincndon) dom 
ganzen Systome (1) gemoinsainon Curven, ergflnzen sieli zum vollcn Durchsohnitlo dor 
gegebenenFhiche smit der Jacobi ’sclion FJilchc des Systems (I). [**'] Anders gcaagt: die h 
sind die Bilder dcr Rauniciu'vcn (dcs erston Raiimcs), welclie don Pimktcn ontsprochon, 
VO die Fundanientalcurven dcs zwcUon Rauiucs (d. Ii. die den Flkchen gomciuaamon 
Cuiven) von dci dergegebenon Fldohe y entsprecheiiden Ebene gcscbiiitt on werden, Ilaben 
a so die Fliichcn (1) eine einfache, cine zwcifaolio, . . . einc r-facbo Curve gomoin, so wird 
lese 1.3,2.7,...,r{4r— 1) nial ■'‘'*) im Durehschnitto dcr gogobenon Fliichc f mlt dor 
- acobi schen Fliiche des Systems (I) entlialten scin; der fornere Sehnitt dioscr Fldeijcn 
a jer nird aubschliesslieli diirch die Curven k dargeslolll, aus deuen die Jacobi ’seho Curve 
cs I etzesK bcstelit (mit Rficksiclit auf die von den Fundamentalpimkton von H dargo- 

1 Bwn geomeirioJte iMU figure piane (Mom. Acoad. Bologna, ISOS, sorio 2, 

t. 5) IQueste Opere, n. 62 (t. b > > > 

**) MAxNSTiiEBio don JIatli, Annalen, Bd. 2, S. 293. 
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stelllon Linion von 9 ). Wcnn (in dor gogcbcnon Flilcho f) Geraden, I Kegolsclmitte, Ij 
(raticinaic) Giirvon drlttcr Ordnung u. s. w. den Linicn i dcr Abbilduiig II eiilspreclieii, 
wei'doii die li'liicben (|) dos zwoitcn liauincs cine eiiitache Curve Ordmiiig, cine zwei- 
taclic Curve 1}'"' Ordnung, pine drcifaeho Curve 1/“' Ordnung, u. s. w. lialien. Und die 
BetracIiUiiig der Vcrbiillnisse dev gegebenen Abbildnng FI, dcs Notzes K und des Cries 
L lEit den ilmen oiilsprcchonden ilauinoliicetcn, wird uns ohne woscntliche Schwierig- 
koileri zuv Entdeckiuig dcr innerini I'iigcnschatten dcs Systems ( 2 ) tidircn; woniit man 
aber aucli Im Standc sein wird, die umgckelirto Transformation als vollstandig erkliirt 
anzuschon. 

Jed 08 Notz von Curven, wie K, liefert cine rationale Transformation der hier in 
Bctracht kommonden Art. Nun crlanbo icb mir noch oin Beispicl anzufmireii, urn die 
Fortigkeit und die Eruchtbarlccit dor Iiior vorgcscldagcnen Motliodo cinleuclitend zu 
niaolien *). 

Sci (p eino Flilcho drittor Ordnung: und i, 2 , 3, 4, 6 , 6 die Fundaraentalpuiikte 
ihror ebenen Abbildnng II. Als Curven K nolunc icb die duroli I, 0 ,, beschricbcncn 
Kcgclschnitle an, so dass L oinc Curve siebentor Ordnung 1 *. 2 ’. 31 4'. 6 ^ 6 ’’ sein wird. 
Dicso Curve zerfilllt in cinen Kcgelschnitt 2 . 3. 4. 5 . 6 und cine Curve fiinfter Ordnung 
1®. 2*. 3’. 4~. 6 '. 6 ’; und die entsprcolionden Eaumliiiion sind cine Gorado E uiid eino ciibi- 
sche unobono Curve C,, dio keinon Punkt gemein babou. Dio Flacben dcs Systems (1) sind 
also drittor Ordnung und enthalton E, C.) und zwei gcgcboiic Pnnktc 0, , 0^; mid jo zwoi 
von dcnsolbon schiicidcn oinandcr in ciiicr Curve fuiiftor Ordnung (p — 0), die duroh 0,, 
Oj gcht und R vionnal, Cj achtmal tritft. Solclie Cnrvoii funttcr Ordnung entsprcchen 
den Geraden des andoren Ravimos; folglieli sind die den Punkton 0, , 0 ., mid den Li- 
nion R, C 3 ontspreebendon Thcilc dcr Jacobi ’ schen Flacbo des Systems (2), Flilclien rosp. 
orster, orstcr, viortor, achtcr Ordnung. •— Dio Jacobi ’sebe Flaclio dos Systems (1) begc- 
gnet f Ulngs don dreimal zu zllhlondon R, C., ; langs oincr von der Geraden 0,02 dargo- 
stollten culiiselion Raumeurvo; liings zwei vonloi, I 02 dargestellten Kegelsohnitton 
und langs fiinf von don Punkton 2 , 3, 4, 5, 6 dargestellten Geraden. Dcmnaoli besitzt 
das zweilo System die folgonden Fundainontalcurven: 1. eino dreifacbo Gcrade A, die 
dem Oi’to dcr cubischon Raumeurven cntsprlcht, wolclie durch 0, , O 2 gohen, R zweimal 
und Cj fllnfmal solmoidon (dioscr Ort ist das Hyperboloid Oi O 2 C 3 ); 2. oine doppelto Ge- 
rado B,, dio der Ebono OiR cnlspricht, als dem Orle dor Kegelsehnitte, die durcli Oi 


*) Ancloro Boispiolo sind in den Rondicoiili del 11. Istiluto Lombardo (4. maggio und 1. 
giugno 1871) zn sehon (Quosto Operc, n. 91, 92). 

■•'*) 0 ( , 02 sind zwoi boliobige, aber von don Pundainoutalpunkten ver.soliledeiie Punktc dev 
Ebono 11. 


Cremona, toino III. 


18 



274 


UEBBR DIE ABDIIDUNO ALGEimAISOIIER PDAOHKN. 


gehen, K zweimal uiid C3 di’oimal bogogiicii; 3. oiiic a.iuloi‘0 Doppolgorfulo dio analo* 
gerweise dor Ebeuc OjR entspricht; 4. clno oiiitacho Curvo fiiiiftcr Ordiumg Q) ~ 0), 
welcho dem Orto dor Geraden cntsjiriclit, dio O3 zwolnial mid R cininal Hobiioidon: dicser 
Ort ist dio PJaehe viertcn Grades BCj. 

Die Geradon A , B, haben einon Punkt goniein, woil das llyporJiolol’d 0,0aCj uiul 
dio Ebeiie 0,R iSngs oinom TCcgolschiiitto sich sclinoidon; iind so ti'oCfcii sicii aiicli A, 
Bi ; B, and aber liegcn schiof gegon cinander. — A uud C'r, liabon zwoi riiidilo goinrin, 
wegen dor zwoi den Orton OiOAi RCj goinoinsameii (ioraden; und da dio ICbuiio 0|U 
drei Schnen von C3 onthalt, so sttttzt sich BiaufCr, in drei I’uiikton; und iUnilichorwoiso 
Bj auf C5. 

Hieraiis folgt, dass die Pladicn tj) doa Systems (2) Plilehon fdnftor Ordnung siiid, wcl- 
che die dreifaclie Gerado A, die Doppdgeradon Bi, ]3a uiui dio oinfaolio riitionale Onrvo 
Cj gomein haben; und dass don Goradon dos orston Raumos cnbisclio Uauittciirvim oiit- 
spreolion, vielehe A, Bj, B,, Cj resp. 2, I, I, dinal scliiioidon (donn dioso '/aldoii sitid 
die Grade der Orto OjOaCj, OiR, O^R, RCa) wolclic dio Jaoohi’scIio h'lilelio doa Sy- 
stems (J) ausinaohen). Soinit ist das System (2) gilnzlioii bostimmt. 

Dio Jacobi ’ soho Flkclio dieses Systems onthilll dio folgondoii Orto; I, dio (zwoiniiil 
zu reohncndeii) Ebonon ABi , AB4; 2. dio Elllclic viorton Grades A*liJHi|Or,, welclio 
von den auf Bj, B^, Cg sioh sttitzondon Goradon aiiBgofUlIt ist;;). dio l''!{k'Jio aolitoii 
Grades A^BiBiCg, wolohe atis don von A gosohnittonon Soliiion von C5 gobildot isl. 

Nun ontsprcclion offenbar: 


don von A gosohnittonon Goradon dio Kogolse.lmilto, wolcho R 2mid, 0^ Binnl troffon; 
den von B, (B^) gesohnittenon Goradon dio cubischon Raiimonrvon, wolclio diiroh 0* 
(0,) gehen und R 2mal, C, 6mal troffon; 
den von B, und Bj gosohnittonon Goradon dio Sohnon von C^; 
don von C5 einmal gesclinittonon Goradon dio Raumenrvon vlortor C)rdming’ iind zwoi- 
ter Species, welcho durch 0,, 0* gohon und \i 3inal, C., anial tniffoti; 
den zweipunktigen Sehiien von Cg die oubisolion Raumenrvon, wolcho cUireli (), , O4 
gehen und R 2mal, Cj 4raal troffon; 

den dreipunktigen Sohnon von Cg dio Kcgclsoliuitlo, wolcho durch (), , 0. golion und 
R eiiiinal, C3 2ma] troffon; 

der einzigon vierpunktigen Sehne von Cg dio Gorado 0,0»; 
den A und C5 sehneidenden Goradon die Goradon, wolcho R uud C., troffon ; 
don 61(84) und Cg schneidendon Goradon dio Kogolsohniltc, welcho duroli 0^ (Oi) 
gehen und R oinmal, Cj 3mal troffon; 

den von Bi (B^) gesohnittenon zweipunktigen Sohnon von C-, dio Erzougondon dos eu- 
bisehon Kegels OA (OA); 
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den duroli 0i (0^) gohendon Goi’cadon die Kogelschnitte, welche C 5 4]nal, B, und Bj 
cinmal troffen; 

den Ebonen durcli A die Ebenen duroh R; 

den Ebenen dureli B, (B^) die Flilchon zwoiten Grades durcli OjCj (0, Cn); 
den Fliiohcn zweitou Grades diireh A B, B^ die Fliichen zwoiten Grades dureli C 3 ; 
don Ebenen durcli 0,(0^) die Fllicheii vierter Ordniing A-B,B;Co (A-BiBA); 
den Ebenen duroh die GeradeOiOi die cubischen Flilchon durcli ABiB^C-,; u. s. w. 
Eincr FUloho F 3 dritlcr Ordmuig, welche durcli Or, gohl, cnlspricht oiiie Fliiclic I'';. 
fiinEter Ordniuig, auf wolchor B cine Doppolgorade, Q, eine einfache Curve, Oj und O 3 
dreiEaehe Punklo sind. Somil hal man oino neue Classo von abbildbaren Flilchen Ulnflcr 
Ordnung, Die gewbhnlicho Abliildung von F 3 giebl die niodrigslo Darstellung von Ifr,; wo- 
rin den ebonen Schnitton Giirven siebentcr Ordnung onlsproohon, welche oiaon drcitachcii 
(({,), sioben doppolte (I , 2, 3, 4, 5, Ui, a,) und sicbon einfache 
teste Piinkto besitzon. Dann cnlspreclion noch: 

don dreifaohon Puiiktcn 0, , Oj zwei Gurvon driltor Ordnung, deron cine die Punktc 
0, [, 2, 3, 4, 5, ftj, /i, 2 , die andoro die Punklo 0, 1, 2, 3, 4, 5, 

U 3 J ^ 31 J ^33 onliuUtj 

dor Doppclgeraden K oino Gurvo vierter Ordnung I, 2, 3, 4, 5, ro, /i,j, /i,.„ 

^ 31 ) 

don ebonen Schnitton durcli K die Gurvon drittor Ordnung dos Blischols 0, L. 2. 3. 4, 5. 

den ternoren Schnitton von Fr, durcli die Flilchon zwoitcr Ordnung 0^0^ die Gurvon 
drittor Ordnung des Biisohols 0, 1. 2. 3. 4. 6 . &i,. Ju. Am; 
den ternoren Schnitton von li',, durcli die Fliloheii zwcilor Ordnung O 1 O 3 die Gurvon 
drittor Ordnung dos Biischols 0 . t, 2. 3. 4. 6 . ftj,. h^,. 
den ebonen Scluiitten durcli O 1 O 3 die Geradcn durcli a,; u. s. w. 

Hioraus orkennt man noch die besondore Lage der Fundaraontalpunkte dcr Ab- 
bildnng. 

Unler die Translormationon dritlon Grades, welche umgokohrto Transformatinncii 
flinfton Grades ziilasson, giebt os noch eine, die mil dor obeii ororterton oino gewisso 
Analogic darbiotot. Dio (j; sind noch Flachon ftinflor Ordnung, welche cine droifaclio Ge- 
rade A und zwoi Doppolgorado B, , B^ besitzon;die einfache Fundamontalcnrvc C,, aber 
ist nioh molir rational; sio gohbrt zum Goschloohto p = 1 mid trifft A in droi, Bj und B^ 
in zwoi Punklcn. Iin orston Kaumc sind die ^ Flilchon drittor Ordnung, welche einen 
doppelton (konischon) und zwoi oinfaelio fosto Punktc habcii und ausserdom lilngs eincr 
(dni'ch die feston Piinkto gohendon) Raumeurvo vioiior Ordnung und orstor Species sicli 
sehnoidon. 
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leh scliliesso diese Mittheilung; Jeder wird abcr die iinzElilbaren Anwciulungou 
leiclit vorliorsehcn, wclche man von dieser unerschopflichen QncIIc von Transformatio- 
nen anf die Raumgeometrie und insbesondere auf die TJntorsuchiuig iind Abbikliuig 
algcbraisclicr Flaclien machen kann. 

Mailand, den 1. Jnni 1871. 
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SULLA 

TEASFORMAZIONE EAZIONALB DI 2.« GRAUO NELLO SPAZIO, 
LA GUI IN VERSA Til DJ 4.“ GRADO. 


Memoric deW AcGudcmia della ifoienzc dell* **) IslUiilo di Jioloffnu, Sovio lU, toiiio I (1871), pp. 3f»5-J18C. 


Sono note le trasformazioni di 2.° grado, nollo spazio a U'o dimonsioiii, lo cui inverse 
10 del 2.0 0 del 3,0 grade. La priina 6 da tempo divulgalissima, o coincide in sostanza 
Vinversione o metodo de‘ raggi veliori reciproei La scconda, clio lia offorto il prime 
unpio di nna trasformazione di grado diverse da quelle della siiainvorsa, ii stata trovata 
1 sig. Cayley *). A1 contrario credo assolulamcnlo nuova la Irnsrormaziono, oho intondo 
tisideraro in questa Nola: trasfermaziono die tS di 2.o grade, montro la sna invorsa 6 
I 4.0 

Tuttelo trasformazioni, alio quali qni si allude, sono qncllc die sorvono a riforiroi punli 
uio spazio, ad uno ad uno, ai punti di nno allro spazio; vale a dire, quelle elio trasfor- 
ino un sistoma di ooordinalo indipendenli : x> : a;, : a;, in un altro sistema analogo 
• Vi'ys' Vd I cosi cho da quelle a questo o da questo a quelle si passi per mezzo di ior- 
Dle razionali *“). La Irasformaziono cho cltottua il passaggio da uno spazio ad un altro, 
eesi del grado », so ai piani dol primo spazio corrispondono nel socondo siipoifi- 
) d’ordhie n. Questo superfleio sono mzionali od omdoidi, cioh rappresoutabili punto 


*) On ihe rational trasformation heiioem two spaces (Proooodings of tho London Matlio- 
atioal Society, 1870, t. 3. p. 171) . 

**) CnUMOHA, Suite tmsforma'-iioni razionali nello spazio (Itendio. Tstlt. Lomb. i mnggio 
71) [Queste Oporo, n. 91). — Noether, Ueber die eindeuiiyen Itaumiransformaiionen, etc, 
[atliom. Annalon, t. 3, p. G47). Qiiesti due lavoii sono vonuti alia luce contomporanoamonto. — 
ir I’analoga qiiistiono riapotto alia figure piano, vedi lo Momorie doll’Accadomia di Bologna, 
" aerie, t. 2 (1803) e t. 6 (1806), ovvero il Giornale dl Matomaticlio di Nai>oli, fc. 1 e 3 
luoato Opere, n. 40, 62 (t. 2.“)], od inoUro la oitata Memoria dol aig. Cayley. 
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per punto sopra uu piano, o formano noecssai'iaincnto un sisloina cli’ic) uliifUHo ownloi- 
flico, cioc uu sisteina linearc ti'iplainoulc infinito o lalo 0)10 Iro sniicrlioie proso ml iuUilviit 
(la esso si sogliiiio in un solo punto non comuiio a tiitln lo siiporlidic' (l(’l sistoinu iiicili' 
simo. Allora ai piaui del sccondo spazio coiTispoiideraiuiii aii)ilog;jiintiiU(' Hii|)(U’(i(!ii' (r4n- 
diiie Hi, fornianti iin altro sistema oinaloidico: dovo m c il grado clc'ihi Inisl'orninzioim in 
versa. E evidente cho eiascuno do’ numcri ?», n non ])U('» siiporafn il (|iijt(li'utn dell’iilltn; 
ond'e ehe I’invcrsa di una trasformazionc di 2.® grndo non pin') ossovo elm di 2." ! 5 ,“ n -1 " 
grado. 

Un sisteina omaloidieo di 2 .“ grado c formato da siiporlioio cJio lianno in (’.(iiniiiu': 

1) una couica ed un punto; ovvoro 

2) una retta 0 tre punti: ovvoro 

3 ) qualtro punti e il piano tangonto in nun di quosti. 

Siano cssc le .superfleie del 2 .‘» spazio cho corrigpondono ai piaiii del l.‘>. Set Jiii Inttgo il 
case 1), la trasforinazione inversa 6 di 2.® grado 0 il sisteina oniiiloidieo iiol I.'* sjifizio 0 
pur esso fonnato da siiperficio aventi in coinuno una couica od un juinto. in qiKwto (■n‘'n 
si pu6 rigiiardaro come compreso quoUo iiol qualo lo suporfioio cM 2 /' grado dal sistaitni 
abbiano una couica coniuiic e si toccliino in un punto di quostn *). 

Se ha luogo il caso 2 ), la trasformaziono invorsa 0 di 3 ." gradu, 0 il sistoniit onialoidico 
nel l.° .spazio 5 fonnato da siiperficio gobbe aventi in oomuiio la rotta dojipia 0 tro goiu'- 
vatrioi. 

Nel oaso 3 ), la trasformaziono inversa b di 4 .o grado, 0 il sistonui omaloidieo mtl l.“ 
spazio e eostituito da superficie di Steiner, cho hanno in coniiino lo tro rotto dojipio od 
tina conica. Quosta b appunto la trasformaziono della quale si vuol (pii tonor tll.stiurHii. 

Consideio adunquo due spazi, i cui punti si corrispondano ad uno ad uno (eccuzioii 
fatta di alouni punti e di alciuie curve singolari), in modo cho ai pinni d’uno spazto coi ri- 
spondano iiell’ altro superficie di 2.o grado oircosoritto ad un totraedro fisso ()0,(),<». 
0 toccate nel vortice 0 da un piano fisso. Cho talo corrispondonza sia posnibilo, ri- 
su ta dal consideraro cho Ic superficie cosi dofinito formano offoltivainonto uu {iislotna 
ointiloidioo. infatti tie punti presi arbitrariamento nolle spazio dotormiiiano uiia (ed luia 

sisteina, e tre superficie preso arbitrariamento nol sistoma si sognuo, 
allinfuori doi vertici del totraedro, in un punto iinico. 

Riferendo 1 punti del 2.0 spazio al totraedro date, i cui piaui OO.Oa, OO3O,, 00 , 0 », 
UiU.Oa abbiamo per equazioni ordinatamonto 

a:, = 0, aJi = 0, aj^^O, 


0 


*) Cremona, Sulla superficie di 4.^ ordiiie dotaia di una 
e 23 Marzo 1871) [Quests Opere, n. 88, 89]. 


conica doppkt (Kondio. Is tit. Ijoinll>» 
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Tcquaziono gcncralo dcllo suporficic del sistcma saril 

(1.) iiiXiXs -\- ihXiXi 4- aiX,Xi + ft, a;, ( x, + »„ -}- a:, ) = 0, 

osscndo 

(2) Xi “I- x^ “1“ = 0 

il piano tangcnlo fisso c lo ft quattro paramctri arbilrari. Faoendo adunqno coiiispondero 
la suporficio (1) al piano 

( 3 ) -I- ftij/2 + chVa + ttiVi = 0 

do! prime spazio, avromo fralo coordinate XiXiX^Xi , Viyiifith di duo punti corrispondonti 
!o rclazioni 

J/i ^ 

//a = ®3®i t 

(4) 2/3 = ®! 3/2, 

y* — ‘r4 ( "1~ ®2 "H *^3 )) 


dove il segno = indica p'ojponiomlM. In particolaro, ai piani 

«ij/i + « 8 »/* + aa 2/3 == 0 

pnssanti pel punto ?/, =j/2 — ?ya ~ 0, oho diroine Q, corrispondono i coni 

( 6 ) ft, 3 J 23 j 3 * 1 " ft 2 *r 3 ir, 'I* ft 2 »r, 3 J 2 ^^ 0 

circoscritti al triedro i cui spigoli sene lo roltc 00,, OO2, OO3, 

Di qui segno oho aH ma relta arUlraria neUo spasio (y) Gomspondo ncllo syado (x) una 
cum (johha R di d.o ordinc, passanle pet punti 0 ,, O2, 0 ,, ed avenie un punto doppio 
in 0 coUe langenli situate nel piano fisso », -1- Xf -|- X3 = 0 . So quclla rolla passa pol 
punto Q, la curva gobba si spozza in quattro rotto ooncorrenti in 0, tre dollo quali sene gli 
spigoli 00 |, 00 „ OOj, dol triedro suacconnalo. Bunquo al solo punto Q mrisponde 
la lerna dello relle 00 ,, OO2, OO3, 0 ad una relta uscenle da Q corrisponde una relta 
uscenle da 0 . 

Dallo ( 4 ) si cavano lo formo invorso: 


«i = (2/22/3 + 2 / 82/1 + 2/12/3) 2/22/31 

a !2 = + y^yi + t/jJ/*) y^yi , 

iBs ^ (2/22/a + 2 /» 2 /i + 2 /i 2 /*) 2 /i 2 / 2 » 
^4 = yiV^y^Vi} 


( 6 ) 
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le qiiali significano die ad un piano qualsivoglia 

liXi + iiXi + hiXi + hiXi — 0 

dello spazio (a;) corrispoiide una superlicic (di Steiner) cU 4." ordiao o y.*! (dasso 

(7) + hyiVi) + y.^yi + 2 / 1 ?/^) H- KyiUiiMh == 0; 

e tutte le superficie analoglio Iianno le stesse rctto doppic 1/2 — ik ~ 0 , y., --- j/, - ~ 0 , 
2/1 — 2/i = 0 (iJ cui panto comune 6 Q), ed inoltre passaiio per luui conion lissa 

(8) 2/< = 0, y^iji + ^J3y^ ■+ yi ijt = 0 . 

Indichei’6 con Q,, Q., Qj i punti = 2/3 = 2/1 ~ 0. 2/j = — 2/i 2/i = - Vi ~ //i ■ ■ W 

ne’ quali la conica si appoggia alle tro rette doppio. 

Pcrci6 ml um rella arhUmria dello spasio (x) eorrisponcle in (y) I’intorsezioae iilteriore 
di due siipcrfieio del slsteina (7), vale a dire una conica S appoyyiuia in un paido a <‘ia- 
seuiia delh relie QQ,, QQ^, QQ3 ed alia conica (8). 

5Ia agli stossi risultali si pcrvicno anclie per altra via, come ora vorrii c.spoiioiulo. 

Se una superlioio del sistema (1) ha un punto doppio, ossa e 0 iiii coiio 0 im pajo di 
piani. Nel primo oaso, il eono dee toccare il piano (2), ciiport) questo piano inudiisinio no 
coiiterrilil vertice; nclsocondo oaso, iino dei piani sarh. una faceia dot triedro ()(0,()/)3) 
e I’altro passeril per lo spigolo opposto. Da cio, c dalla cousidorazioiio dio In Jacolntam 
(illuogo dci punti doppi) drfZe 8ap<n/icie (1) e del 4.“ ordino, segno clio la Jaoohiana inodo- 
siina 6 il sistema de' quallro piani 

X, = 0, x, = 0, Xi — 0, £», -I- Xi -I- 0, 

ai quali debboiio adunque corrispondere altrettante curve fondaiuontali nollo spazio (y), 
cioo curve eonuiui alle superficie oinaloidi, cho corrispondoiio ai piani in (;i‘). 

Consideraiido ora I’inlersezione di ciascuno dei quattro piani oolto superficie (I), si 
ricouosee die: 

il piano a-, = 0 c il Inogo dclle coniohe passanti poi tro punti flssi 0 Oj 0 langonti 
ill 0 al piano fisso (2); 

il piano a;, == 0 c U luogo dello coniche passanti pci tro piniti flssi 0 O3 0, 0 langnidi 
in 0 al detto piano fisso; 

U piano 0:3 = 0 is il luogo dolle coiiiche passanti poi Iro punti fissi 0 0, (h e taiigonti 
in 0 al piano fisso medesimo; ed 

il piano j;, -j- as^ + aSj = 0 e un luogo di rette uscculi da 0. 

Ora, ad un luogo di couiche ( intersozioni dcllc suporfioio (J) culla Jacobiana) com* 
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spoiidei'il uiia linca foiidamontalc doppia nollo spazio (y), o ad un luogo di rotlo uiia liiiea 
loiidamcntalo somplice; duiiquo Ic supcrficio dollo spazio (//}, corrispoiidouti ai piaiii in 
(re), avraxino in comuno tro liiico doppic comspondciiti ai piani .-Kj ~ 0, x, — 0, a:,, = 0, 
ed uiia linca semplico corrispondente al piano a;, -|- -|- a;,i — 0. Oiascuna linoa 
doppia e una rotla, perchc il corrispondento piano lia iim sola coiiiea coninne con 
uiia qualunqiiG dello supoiTioie (1); e la linca seinplioe c iina conioa., perchc il eorrispon- 
dento piano ha con oiascuna dello supcrficio (i) due rottc comuui. 

Duo qualunquG dello tre rctlc doppic lianno un puuio coniuiic, perchc la rolla comuno 
ai due corrispondonli piani appartienc si alfascio dollo coniche eoiiLcniUo noiriin piano, 
si al fascio dclle coniclio conlcnulo noiraltro |**“|. Lo tro retto doppic mm sono in uiio 
stesso piano, giacoho ad un lalo piano corrispouclorobbo ima suporficiic (I) della qualo fa- 
relxbero parte i tre piani a;, = 0, .'Ci==0, il chc o assurdo. Dnnqiio lo tro 

rottc doppic ooncorrono in uno stesso puiito Q. 

La conica somplice inoontra ciascuna dollo rottc doppic in un punto (Q,, Qj), 
poreho la rotta comuno ai piani a quelle corrispondonli Ta parto si del fascio di coiiicho 
contenuto nell’iin piano, si del fascio di rotto coiitcimlo ticIl’aUro. 

Cho poi ai piani dollo spazio (a;) corrispondaiio in (y) supcrficio di ‘1,“ ordiiic, risulLa 
dall’osservaro die lo curve dollo spazio («) corrispoiulonti alio rotto in (y) sono appunto 
del 4.0 ordinc. 

Dunque ai piani in (x) corrisponihranno in{-i/) superficie di 4.« online avenli ineomnw 
ire relic doppic (concorrenii in tin punlo Q) ed una conica appoggiala alio ire retie doppie 
in tre punli Q,, Qj, Q.,. 

Siccomc per lo curvo It i punli 0,, 0^, Oj sono somplici, cosl a qiicsti corrispon- 
doranno ncllo spazio (y) altrcttanli piani, da contarsi dne volte nella Jaeoliiana dollo su- 
pcrficio di 4.0 ordino or ora dotcrniinalo. Tiivcco il piuito 0 6 doppio per lo curve it, monlro 
c somplice per le superficie (I); dunque ad 0 corrispondorit una supcrficio di 2.*' ordino 
da contarsi tro volte nclla Jacobiana anzidotla. No segue cho questa Jaeohiana, dovciulo 
osscre dell’ordine 4 (4 — 1) = 12, saril appunto coniposla di tro piani da contarsi duo 
volto c di una superficie quildrica da contarsi Ire volte. 

Ora luia supcrficio di Steiner, cho e del 4." ordino o della 3.» elasso (oioc della classo 
minima alia qualo possa discendorc una supcrficio d’ordino superioro al 2.'’), non pub ac- 
quistaro un nuovo punto doppio (airinfuori dollo tro rotto doppic), sonza docoinporsi 
in due supcrlioio di 2.® grade, o in un piano od in una siiporficio di 3.® ordino. Nol priino 
easo avrorao duo coni qu&drioi avonti in coinuiie lo tro rotto doppio, opporb sogantisilungo 
una quarta rotta: uno doi duo coni dovrb passaro per la conica fissa, duiiquo esso snrb il 
luogo della quarta rotta, vale a dho, esso sarb la suporfioio di 2.® ordino cho fa parto dolla 
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Jacobiana. Nel secoiido caso, avrcmo im piano conlciioiito dno rolLo doppio cd una Rupcr- 
ficic (!;obba) di 3 .o grado (passantc per la coiiica soinplico), por la qualo la trrza rettii 
doppia sialalinca nodale c Ic duo primcsiano goneraU'ici. 11 piano e lasuperfio'o cU 3 .'’ grade 
avraniio inoltrc in coninnc una nuova rctta (la diveU.ricc sctnplicc della suporficio di 3 o 
grado), hiogo della quale sarik adunque il piano niedcsiino. Tevcib qucslo ()iaiio fa parte 
della Jflco6?fln« (Idle supcrfieie di 4 .“ online^ ossia, quosta Jacobiana is composta: 1 .“ ihi 
Ire piani delerminati dalle relte do2)2ne ptrese a duo a due, ciaseuno eonlalo duo voile; 3 ,“ del 
com (piddrko, eonlalo Ire voile, die dal 2»inlo iri2)lo Q jjrojel/ft la coniea fissa. 

Qiiesto cono quadrico eorrispondc, come s’6 voduto, al pimto 0; dondo sogiio clio ai 
piani paissanli per 0 con'isponderanno i coni quiidrici eircoscritli al triodro Q (QiQjQa); 
c allc rottc per 0 le retto per Q. 

I trc piani del triedro aiizidetto corrispondono analogainciito ai punli Oi, 0 ^, O3, dondo 
Rcguc cho ai piani passanti verbigrazia per Oi corrispondono lo suporficio (gobbc) di .l.o 
grado avcnti QQ, come rotta nodale, QQs c QQ;, come gonoralrici, 0 passanti por la 
conica fissa. E dal coiisidcrarc rinterscziono di due cotali suporficio di 2 ." grado si ricava 
die allc rettc passanti per 0, corrispondono lo rottc appoggiato a Q Q, od alia conica fissa. 

Sicconic ai piinti 0 ^, O3 corrispondono i duo piani QQiQa, QQiQs, cosl ai piani 
passanti per OjOj corrispondono lo suporficio di 2.0 grado cho contongono lo rottc 
QQj, QQa 0 la conica fissa. 

Analogaracnto ai piani por 00, corrispondono i piani por QQ,; ai piani pov 00 ^ i 
piani por QQj; cd ai piani per OOj i piani por QQ3. 

Ai piani dello spazio (y) die passano per Q corrispondono in (a?) i coni (6); diinquo al 
piinto Q dello spazio (ij) corrisponde il sistema dello tro rotto OOi, OO2, OO3. 

Ai piani 

^it/i H" OaJ/s + <*^2/1 = 0 

passanti por Q, corrisjiondono in («) le suporficio 

(OjiKi -f- a^Xi ) "h (®i "f" S'} "(" iCj) = 0 

toccate dal piano fisso OO^Oj nel punto comune alia rotta O3O., ed al piano (2) e pas- 
santi per due retto fisse, Puna delle quali e O^Oa, mcntre I’altra 6 la traccia del piano 
OOjOa sill piano (2). H sistema di qiiesto due rette c adimquo oi6 cho ncllo spazio (rr) 
eorrispondo al punto Q, dello spazio (y). Analoglie coppio di rotto corrisiiondono audio a 
ciaseuno dei piinti Q™, Q3, 

Di qui segue, come s'e gia veduto, oho ad una rotta por Q corrisponde una I'clta por 0 ; 
ed inoltre, die ad una retta per Q, corrisponde una conica por 0 0 per 0 , , toccata in 0 dal 
piano fisso (2). Eoe. 

Ad un piano por QQ, corrisponderil. una suporficio di 2.o grado cho dovrA coiitcncro 
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tailfco Ic ti'C rctte corrispondoiiti a Q quanto lo due coriispondonti a Qi; o sicconie di que- 
sto rctte ve no sono quattro in uno stesso piano a;, = 0, cosi quclla siiporfieie si spezza 
in due piaui: il piano .r, = 0 ed un altro piano passante per 00|. Kitrovianio cosi la pro- 
prictil gill notata, oho ai piani per QQ, corrispondono i piani per 00,. Ecc. 

11 piano (3) acga la rctta QQ, nel punto 

iji = //.( ~ 0, a,)/, -1- «,//, 0 , 

al quale eorrispondo la conica 

a', 0, (lyXiX^ “P (a?, -|- 1^2 -p a*,,) 0. 

Tutto le coniclio analughe I'ornuino un fasoio projcltivo alia punlcggiata QQ,, in moclo 
die ai punti 

= = 0 , 

!h =- ^ .Vi -I- Vi 

corri.'ipolulono orclinataiuonto lo conioho 

^.1 **"^ 3 , 

a;, (a;, -P Xi + a:,,) = C, 

XiXa -P X, (x, -P Xz H- .1!,,) — 0. 

Tn piniiglianlo giiisa lo piuiteggiato QQ., QQj sono projofctivo ai fasoi di conioho 

Xj = 0, (liXjXi -p (jB, Xi -p aij) == 0, 

*3 = 0, a^XiXi -P a, a;, (a;, d- x^ + a^.,) = 0, 

cosi ohe al piano dclcrminato da tro punti risp. apparloncnti alle trc puiitcggiatc anzi- 
(lette corrispondoril una supcrflcic di 2.0 grado conlonchlo lo tro conioho dci trc Fasci clio 
corrispondono ai tro punti. 

II piano (3) soga la rotta Q^Q,, nol punto 

Vt == V'l =0 , -p a-jjs = 0, 

e la corrispondonto supoificio (I) 6 toccata in 0, dalla rctta 

a3,i = 0, + 03 X 2 — 0. 

Le rotto analogho Fonnano un fascio projottivo alia puntoggiata Q2Q3, in modo cho ai 
punti 


Vi==Vd = 2/2=0. 

Vi = 2/4 = 2/3 = 0, 

2/1 = 2/4 = 2/2 + 2 /a = 0 . 
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cornspondono lo retto 

0 , X'^ 0 5 

x^^Of X 2 — 0 j 

Xi 0 } X(^ X2 0 « 

Similmonto Ic puntoggiato Q3Q1, Q1Q2 sono projettive ai fasci cli rotto 

Xi = 0, 0, 

:s=z 0, dyXx + ~ 0, 

ill modo elio la superfioie (1) b toccata risp. in 0^, 0^, 0^ da quci raggi doi Iro fasci 
che corrispondono ai punti nei qiiali il piano ( 3 ) incontra i lati del triangolo QiQ^Qi- 
Da ultimo si pii6 riconoscere senza dilBcollfl. cho la oonica 

+ 2/32/1 + ViVt = 0 » 

6 pnnteggiata projettivamento al fascio di rotto incrociato in 0 e postc nol i^iano (2), in 
modo olio ai punti Qi, Q2, Qj corrispondono ordinatamonto le tro rotto 

Xi^O, + + 

X2 = O5 ajg “1“* x$ = 0 y 

ti/3 = Oj Xi “1" x^. x,^ 0* 

Per fare uii’applicazioue della trasEormaziono suesposta, sia proposta una sitpcrfieie 
f di 2.° grado^ situata eoMunqiie nello spazio (y)y e dicasi F la suporfioio oho I0 coitispon- 
dorJi, puiito per pnnto, nello spazio {x)y in virtii della trasformaziono oontoiiuta nolle for- 
mole ( 4 ) 0 (6). Ai punti coniuni ad P e ad una rotta arbitraria dollo spazio (x) con’ispoiido- 
ranno quolli in cui fb inooiitrata da una qualunqiie dolle coniohe S dello spazio (y); donde 
segue clio F e del ip ordine, 

Ai punti in cni P 5 incontrata dalle rette per 0 oorrispoiidono i punti conunii ad f cd 
alle rotte per Q ; dunque 0 b wa punio doppio per P. Ai punti in cui P c incontrata dalle 
rette per Oj corrispondono i punti ne’ quali f sega lo rette appoggiatc a Q Qi ed alia ca- 
nica (8); dunque melie Oi, eA analogamenle O2 & Oj sono ptinii doppi per P. 

Per riconoscere la natura del punto doppio 0 , osservo che, siccomo al pnnto 0 dello 
spazio (;j;) corrisponde il oono quidrico 

(9) Ma + 2/32/. + 2/i2/i = 0 

0I16 da Q projetta la conica ( 8 ), cosi alpnnlo 0 d!i P corrisponderd la eurva gohla 1 Ai 4 *^ 
online e specie^ iniersezione di f col cono ( 9 ). Ora, ogni rotta clio da Q vada a un punto 
di r ineontra f in un altro punto diPmodosima; dunque ogni rotta che iiicontri F in 
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tre punti riuniti in 0 scga la inodcsima superlicio in un quarto punto, die pur esso cade 
ill O. — La conica (8) incontra f in quattro punti ai quali nello spazio (x) corrisponde- 
raniio quattro rette J’lrari r,, uscenti da 0 c posto ncl piano (2) eho corrispoude alia co- 
nica (8). Diuiquc il piano (2) conliene iiUte le relle tangenti {conlallo quadripunb) in 0 
ad F e laglia qiiesia superficie lungo qualtro relle rirjrjr,. — Ogni piano per 0 soga F 
seeondo una ourva (di 4 .° ordino o J gonero) che ha in 0 due punti doppi infinita^nente 
vieini, colla taiigciite adagiata nel piano (2); alia qualo curva corrisponderS, una curva 
gobba di 4 .o ordine o J.» specie, intersezione di f con iin cono quAdrico circoscritto al trio- 
(Ifo Q(Q„Q 2 ,Q 3 ). 

Investighiaino ora la natiira dei punti doppi OiOjOj, per es. del puiito 0 ,. Sic- 
come al punto 0 , dollo spazio («) corrisponde il piano QQiQa, cosi al punto 0 , di F 
eorrispondera la conica i'l comune al detto piano o ad (, Ad un piano arbitrariainonte 
oondotto per 0 , corrisponde una superficie di 3 .°grado, che, oltro alio rette QQj, QQj, 
ha in. comune col piano Q QjQa una retta; cd ai punti comuni a questa ed a T, corri- 
spondeiaiino quolli die, giacondo sinuiltaneameiito in F o ncl piano arbitrario, son 
prossimi ad 0 ,, Dunqiio Oi & per F un punla conico. La mcdcsiina propriolil rcsta cosl 
diinostrata ancho pei punti Oj, 0.i. 

Le singolarita della suporlicie F consistono adunquo noiravoro tro punti conici 
Oi I 0*, O3 cd un punto uniplanaro 0, tale eho lutto le rotto tangenti alia superficie in que- 
sto punto liaiino ivi con ossa un contatto quadripunlo. Cho qiicsto singolaritil siano suf- 
fieicnti a definu'o la suporficio F, si riconosco osservando oho I’oquaziono gciioralo di nna 
suporflcio di 4 .° ordine, dotata do’ quattro punti doppi 0 Oi 0 ^ Os nel modo or divisaio, 6 

(10) ttixlxl -1- (liXlxl -|- -f «,a:l (a:, -|- -j- *3)’ + 2 x^x^Xs (liXi + -1- 

“h 2 X 4 (®, -|- aJs) (ciffii®j G^XjXi -|- Cs®!®}) = 0, 

la quale, so vi si applioano le lormole (6) 0 dal risultato si sopara il fattoro 

y\ylyl {ytVz + y^yi 4- y^y^* 

indipendonte dai paramclri «, 6, c, si traslorma nella soguonto 

(11) a^yl -f a^yl -f a^yl + a., 2/3 -|- 2&,j/,2/3 -|- -|- 2hM 

+ 2c,?/,2/< + 2c3Mi -I- 2c3Mi = 0 

equaziono di una superficie di 2.° grado, situata in modo affatto gonoralo nello spazio (j/). 

Lc superficie (10), (11) sono adunquo punteggiato projettivamoiitc; 0 siccomo una su- 
pcrficio di 2.'’ grado pu6 sompro essoro Iraslormata punto per punto in un piano, cosl 
ancho la superficie F definila dalla (10) ammelle la proprM d'esseremppresonlabile punto 



286 SULLA TRASPOIIMAZIONE BAZIONALE DI 2,0 GBADO NELLO SPAZIO, ECO. 


per jninio sopra m jBaHo. qiicsto il primo csempio di siiperficio di 4,® ordine ciii coiii- 
peta talo propriety senza che sia dotata di un piinlo tiiplo o di una liiica nuiltipla *). 

La sijpcrficie P contieae: 

1. qiiattro rclte, poste iiol piano (2) d eoncorrenti in 0; esse coriispondono ai quat- 

tro punti ne’ qnali / 6 incoiilrata dalla conioa (8); 

2. sei eoniclioche a due a due giacciono nei piani a!i = 0, aJj— 0, a:.! — 0 c conispoii- 
dono ai pimti a, a'j, ^ nei quali / 6 attraversata dalle I'ettcQQi, (3Qj, QQj ; 
di qncllo coiiiclic lo prime duo sojio circoscritto al triangolo 00 ,, 03 , le duo snceessive 
al triangolo 00^0,, e le ultiine due al triangolo 00,0* : tutlo poi sono tangeiiti in 0 
al piano (2). 

Aile due goneratrici rettilinee di f incrociate ncl piinto d, , con’ispondono in ]<' due 
coniclie pas-santi per 0 e per 0,. Siccome qucllo due goneratrici giacciono in line slo-sso 
piano, clic c taiigente ad f in «, , cosi Ic duo conicho giaocraiino in una stossa siiporficio 
/i di 2.° grade, del sistema (1), la quale tocclioril P lungo quolla conioa posta nol piano 
Xi — 0 che corrisponde al punto «, . Analogamcntc, lungo I’altra conica eoinuno ad !•' 
od al piano = 0, die corrisponde al punto a\, vi saiA un’altra supoificie tangcnle 
/'i di 2.® grade, die inoltro sogliorA F in cine conicJie passanli per 0 od Oi o eorrispoii- 
denti alle due rettc di F incrociate in . Constdeviamo lo duo suporfioio f\ come eonipo- 
nenti nii hiogo di 4.® ordine; siccomo esso od F si toccano lungo una soziono piana coinitno, 
eosl s’interseclioranno in nna Jinoa deil’S.® ordine, situala sopra una supcrficic di 2.®gi'ado. 
Dnnqnc io qnattro eoniche di F, corrispondenti alio quattro rolto di /, incrociate in rtj ,»'\ > 
appailciigono ad una stossa supcrficic di 2.® grade. Questa porfi non fs die una cop* 
pia di piani passaiiti per la rolta 00,; giacch5 lo tangeiiti in 0, alio quattro cnniolio, 
dovondo csset'o goneratrici del cono qiiyrico che oscula la suporficic P nol punto dop- 
pio 0|, non possono giacero tntte e quattro in un nicdcsimo piano. Le quattro ceniclio 
sono adunqiie situate in due piani, i qnali cvidciitoinento corrispondono ai piani taiigeidi 
ad f 0 passant! per n,a',. 

Analogani elite, alle generatrici di f passaiiti pci punti Uj, a.,, fl’j corrispondono 
otto coniohe di F, quattro delle qiiali passano por 0 0^ o giacciono no’ due piani 

*) Cfr. Je Naohricliton tli Qottiiiga del 3 niaggio 1871, pag. 147 [Qiicsto volume, png. 271]- 
Qnesfca Notn era ,^{1 stata presentafca, quando ilsig. Noether per altra via loco conoBcoia 
(Naoln'ioliten di Gottinga del 7 giugno 1871) una superdoie piA generale di 4." ordine, olio A 
pnr rappresentabile sopra un piano: 6 la siiperfioio detain umoamento del punto uniplanare 0 
(nol quale le retto tangonti abbiauo coUa superdoie un ooutatto quadripunte). 
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eho conisponclono ai piani tangcnti ad / c passaiiti per incntre Ic altre qiiattro 
lianiio in comune i punli 0 Oj c sono siUialo ne’ due piani corrispondenti ai due elic 
toccano f c passaiio per aj«V 

AI piano dci tre punti corrisponde una supcrfieie del sistcina (1), la (pialc 

passera per Ic Ire cnniclic situate rispcttivainente iiei piani a’, == 0 , == 0 , a., 0 o eorri- 

spondeiiti ai tro punli suddetti, cppev6 seghtM’ii F sccojido un’altra conica pasaantc per 0. 
U piano di questa conica avril in comuuc con F uua nuova conica tangciite alia prima in 0 ; 
c siccomo passa per 0, cosi csso corrisponde al cono quildrico die dal punto Q projetta ic 
duo conieho comuni ad f c ai piani Uj L’ultima conica oUomita in F e 
adunque situata in una stessa superficie del sistcina (I) insieiuc colic Ire conichc posto 
rispeltivamcntc nei piani a:, — 0, ie^ = 0, a; 3 =- 0 c corrispondoiUi ai pniiti a', 

Analogainonte F sarii segata da alLri tre piani, passanli per 0, secondo tre paia ili eo- 
niclic corrispondenti a quelle chc sono le intersezioni di f colic coppic di ])iajii e 

Oltre alle soi superficie del sistcina (1) tangcnti ad F lungo lo sci coiiiche paste nol 
piani a;i = 0, a;j = 0, a’., — 0, cd oltre alle otto superficio del mcdesiiiin sislcma, 
ciascuna dello quali passa per tre coniclio rispotlivainonte situ ale nei detti piani c per 
una cpiarta conica il eui piano passa scmpliccmeiile per 0, sonvi alti'c suporlieic di quel 
sistcina die segano F secondo quattvo conichc. lufatti, una dollo due rottc di f passant! 
per «i incontra una dollo dne passanti per Uj, c al piano da queslo due rotto ilctenni- 
nalo corrisponde inia superficio di 2.® grado segaiito F secondo le due conicho corrispon- 
donti alle duo rettc di f o secondo due altro couiclie, clic eoirispondoiio ai pimti iq, a.. 
11 iiunioro dollo superficio analoglio ii oviilenloniente 24. 

Ahhiamo cosl oUenulo 6 -|- 12 -1-8 -•=21) eonk-he sUuate wlla noslra siipofivie F; o 
si doinaiidi sc cssa iie pu6 eonteneve altre? Ad una conica dollo spazio (a:), la quale non 
pass! per alcuiio dci pnnti 0 0, 0^ Oj, corrisponde una curva goliba (razionalo) di 
4.® ordinc, segantc in duo punli ciascuna dcllo rolle QQ,, QQ^, QQ., o la conica (8J. 
Aflinclie tale curva di^.® orditie giaccia in /, 6 aitziluLlo uocossario die pass! per i soi punti 
a 0 per due dei punti cl\ ma in gciicrale per olto punti di una snperlieio di 2.® grado non 
c possibilc di descrivere uiia curva goldia di 4.® ordinc o 2.^ specie, che debba giaccro per 
Intero nella superficie niodesimn; dunque F non conterra, in goiicrale, alcuina conica chc 
lion passi per alcuno dci punti 0 0, 0« Oj *). 

Ad una conica dollo spazio («) passantn seniplieomoute per 0 corrisponde una cubica 


•'') 016 avvori'obbo nol oaso parlioolaro in ciii si aasutnosso iior/ una siiporfloio di 2.® grado 
toccata in quatlro punti da una siiiiorfloio Sleiuoriana dol sistoma (7). 
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gol)l)a pas.'?antc pcrQ, segantc in un altro piinto ciascuna dello I’otto QQi , QQ/» QQ,*0 
la coiiica (8). 'I’alc ciibica non piio trovarsi su f, porcho qiiesfca suporficie non passu pel 
piinto Q. 

Ad iina coiiica dello spazio (a;) passaiUe per 0 , corrispondc una ciibiea g'ohba tncon- 
trante in due piintila retta QQi c la conica (8), cdinun solo ciasciina dello rotlc 

QQ.m QQ,i. Porcho la ciibica appartenga ad f, dovrcbbo adiinquo passarc per cs. pei 
punti aia\o>aididi: nia questa roiidizioiio non basta, perclib i»cr sei 2)imti di iina sn- 
perficie di 2.° grado non si puo, in generale, descrivei’e vina cubica gobba clio giuccia 2>oi 
intero siilla suporficie, 

Finalinento, ad una conica dello spazio (a;) passantc per Oa Oj corrisi^oiulc nna 
eonica aveiitc un punto conuine con QQj, uiio con QQa o due colla conica (8). Una 
conica siffatta non pu6 trovansi in f, porclib un punto «■., uu j)Uiito e duo punti Sj , a\ 
non si trovauo in uno stesso piano. 

Possianio dunque concludcre chc lo sole coniclie giaeenli in F sono le 26 gid oltcnuic/ 
fl delle quail .sono situate nei 2uaui a;, = 0, a’^ = 0, — 12 in soi piaiii 2*ussanli 

a due a due per una delle rettc 00,, OOi, OOj; e le rhnanonti 8 in quatU'o piaiii 
nseenti dal punto 0. 

tJna enrpa gobba B del sistema (1) incontra la superficie F iu duo punti dtversi cla 
0 0 , 0 * O3, opperb F contieno infinite di tali curve. No coiilieiio ciob due scric sont- 
pliccnientc infinite, corrispondenti alle duo serie di goncratrioi roltilinoo di f. Duo curvo 
della stossn serie non s’incontrano alPinluori dei quattro punti doppi della siiporllcio; ma 
dne ciii’vo di serie diverse banno senqire un altro punto coinunc c formano iiisionio la coin- 
pleta intci’sezione di P con nna siqierficic del sistema ( 1 ), la quale tooca P in quel puiilo. 
In ogni suo punto, P aminette una cosi fatta superficie tangonto, valo a dire, per ogni 
punto di P passa una curva deH’una e una curva dell’altra scrio. Ciascinia curva dt niia 
serie e la base di un fasoio di superficie di 2.° grado, le quali segauo inoltre P lungo tuLlo 
lo curve dell’altra serie, 

Di qui eonsegue cAvi f si 2md rigiiardaregeneraia dal movimenio di una curva R, la quale 
incontri eoslmfemente ire curve fisse R chc a duo a due nou abbiano alciin punto commie 
alPinfiiori di 0 O, O5O3, Ed aiiche, F e il luogo generate da due fasci xu'ojeltivi di su~ 
jjoiicie di 2,® grado le cid Iasi siano dm curve R, non aventi piniiti oonuini fuoil di 
0 0, O2O3. 

Ciascuna delle due serie di curve R, situate su F, contiene sei ouz*ve spezzantisi in duo 
coniche, e quattro curve oomposte di una retta e di una cubica gobba: le prime corrispoii- 
dono alio goneratricidi f cliepassauo pei punti a; le altre alle genoratrioi usceiiti dai punti d. 

Una su2)erficie qualsivoglia del sistema ( 1 ) sega F luugo una curva razionalo dcll’8.** 
ordine, per la quale 0, 0^ Oj sono punti doppi, cd 0 e un punto quadrutdo collo taiigonti 
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situate nol piano (2). Tutto le curve aiialoglio oorrispondono nlle sezioni plane di f. Questo 
curve Eormano su F un sistcma Iriplaincnte infinito die comprende: 

X. Curve clio si spezzano in duo curve gobbo R (del 4.“ ordino) ; sono quelle die corri- 
spondono alle goneralrici rctUliiiec di (\ 

2. Curve die si spezzano in uiia rotta od in uiia curva gobba del 7,° ordino. Di queste 
curve vi sono quattro sistemi doppiainento infuiiti, corrispondoiiti allc sezioni piano di { 
oho passano per uiio dci punti d', 

3. Curve die si spezzano in una coiiica cd in una eurva gobba del 6.“ ordino. Di questo 
curve vi sono sei sistemi doppiainoiiLo infuiiti, comspondeuti nlle sezioni piano di f die 
passano per uiio dci punti a; 

4. Curve die si spezzano in duo retto od una curva gobba di 6.® ordino. Di questo 
curve vi sono sei sistemi (coiijiigati a duo a duo) semplieomente' infuiiti, olio corrispoii- 
dono alio sezioni di / falto con piaiii passanti per due punti d; 

5. Curve olio si spezzano in una rotta, una oonica od una curva gobba di 5.° ordino. 
Di questo curve vi sono 24 sistemi soiiiplicomoiito infiniti, corrispondeiiti allc sezioni di 
( fattc con piani passanti per uno doi punti a o per uno dci punti d; 

6. Curve dio si spezzano in duo coniclio posto in uno slosso piano (uno dci piani 
j:, — 0, a ;2 = 0, ai;, — 0) od in una curva piaiia di 4.° ordino. Questa curva (razionalc) 
giace in un piano passanto per una dollo rottc 00,, 00^, 00,,, cd ha tre punti 
doppi, due doi quali iiiliiiitamenlo vioini in 0, Di questo curve sihanno adniiqiie tro sistemi 
sompliccnicntc infiniti, oorrispondonti alle sezioni di f Eatto con piani passanti per una 
dollo rotto QQi , 0 ^ 2 * QQsl 

7. Curve oho si spezzano in duo coniclio, non posto in uno stosso piano, cd in una 
curva gobba di 4.° ordino aveiito uii punto doppio in 0 colic tangciiti nel piano (2) o pas- 
santo por duo punti 0, O^Os. Di questo curve, oho oorrispondono nlle sezioni Ai f 
fatto con piani passanti por una dollo retto «,«<, a,«’8, a^a^, a,a' 3 ,..., vi sono 12 
sistemi somplioomonto infiniti. 

Oltro a quosti sistemi infiniti vi sono: 

1. Otto curve die si spezzano in quattro coniclio situate in quattro piani difforenti: 
sono quollo die oornspondono alio sozioiii UiChaa, diatai,, ...; 

2. tro curve oho si spezzano oiascuna in quattro coniclio posto in due piani, e oorri- 
spondono alle sezioni 1',, L\, I'a fatto in / dai piani del triedro Q(Qi,Q 3 ,Qa): 

3. soi curve die si spezzano in quattro coniohe duo dollo quali ooineidoiio, o oorri- 
spondono ai piani tangonti ad f nei punti a; 

4. quattro curve die si spozzano ciaseuna in duo rette coineidonti e duo cubiche 
gobbe, 0 oorrispondono ai piani tangonti ad f iioi punti d; 

5. una curva die si spezza nolle quattro retto di ii' c noUa curva di 4.® ordine dio quo- 
in 


Ovemona, tomo III 



290 SULLA TRASFOBMAZIONB RAZIONALE DI 2.® GRADO NELLO SPAZIO, EDO. 


stft superficie ha in comuue col piano OiOjO^; essa coi’rispondo alia sozione fatta in f 
dal piano QiQsQsl 

6. quarantotto curve, ciasonna dello quali si spozza in uiia retla, duo conioho in piani 
diversi ed una oubioa gobba; esse corrispondono alle sozioni aiaid ,,. . , a,ai(Ie, , . , 

7 . dodici curve spezzantisi in due coiiiclie nello siosso piano, una rotta od una ou- 
bica piana: ancho queste ultime due linee situate in un medesimo piano. 'I’ali curve coiri- 
spondono alle sezioni a,a')d,, Uididi, , . . , a^a'adi, 

8. trentasei curve spezzantisi in una conica, duo x'otto ed una curva gobba di 4 .® or- 
dine avente un pimto doppio in uno dei punti Oj Oj O3, passanto per gli altri duo 0 per 
0 , e toccata in quest’ultimo dal piano ( 2 ). Queste curve corrispondono alle sozioni 

(tidid 2 t Ujdids, . . . , (I ididz y , » , f (^zdsidi* 

r^a le curve gobbe razionali di 8.® grade risultanti dal sogai'o P colie suporlioio del 
sistema (1), meritano speciale monzionc ancho quollo cho sono aomministrato dai coni 
quidrici chcoscritti al triedro a, = *3 = 3:3 = 0; esse corrispondono alle sozioni fatte in 
f coi piani uscenti dal punto Q. 

Me sezioni piano di P(non passanti per alcimo do’ punti doppi) corrispondono le curve 
gobbe di 8.® ordine (di genere 3 .® tutt’al pih) cho nascono dal sogarc P cello supcrfioio 
Steineriane del sistema ( 7 ). Queste curve hanno soi punti doppi a, 0 inoltro passano tutto 
pei quattro punti d. 

Me sezioni plane di F passanti per 0 corrispondono lo curve gobbe di 4 .® ordino 
e 1.B specie, secondo le quali f e intersecata dai coni quhdrioi oircoscritti al triedro 
Q(QiQ 2Q3). Fra queste curve quelle clie passano por uno stosso punto d corrispondono alle 
cubiche piano che risultano dal segare P coi piani passanti por una dollo quattro rot to 
di questa superficie: i quattro fasci relativi ai quattro puuii d hanno una curva conuinc 
r, die h I’intersezlone di f col oono ( 9 ) e rappresonta su f il punto O di F. 

Me sezioni plane di F passanti por uno dei punti Oi O3 0 ,i , por os. 0 , , covrispou- 
dono lo curve gobbe di 6.® ordino (del genere 2 tutt’al pih) intorsozioni di f colic super- 
fide gobbe di 3 .® grade aventi QQ, come rotta doppia 0 passanti por lo retto QQ^, 
QQa e per la conica (8). Queste curve hanno due punti doppi a,, a\ 0 passano inoltro 
por gli altri punti a b d. 

Me sezioni piane di F passanti per 0 e per uno do’ punti 0 , O3 O3, por es. por OOi , 
corrispondono (come giil si e veduto) le conioho di / situate nei piani oho passano per QQi . 

Alio sezioni piane di F passanti per due de’ punti doppi 0 . 0 * O3, por os. por 0 * 
O3 , corrispondono le curve gobbe di 4 ,® ordine e 1 .® specie, intorsozioni di f oollo supor- 
ficie di 2.® grade passanti per la conica (8) 0 per le duo rotlo QQ*, QQ3: lo quali curve 
passano tutte per gli otto punti ck a'* Oj a', d, dt d, ^4. 
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Passo ora alia rappresentazionc di F sopra un piano. A quesl’uopo comineio dal pro- 
jettarc i punti di / sopra un piano P, incdiante raggi uscenti da un punto I della supcr- 
ficie medcsima, o assiimo la projczione di un punto di f come imagine del corrispondcnte 
pnnto di F. Siano </, , le Iracco, su P, delle duo goneratrici di f uscenti da I, e i, 
I le projczioiii doi punti a , il. Lo sezioni piano di f si projcttano in coniohe passanti per 
3, jiiporci^ lo quaternc di punti 6'^/), ft', , &i i', apparterranno ad 

altrcltante coniohe tutte passanti per 3,32, 0 Ic retto b\ht, b'Jh, come corde 
cornuni a qneste tre coniohe prose a due a duo, concoiTeraniio in un punto i (proje- 
zione dolla scconda intersozionc di f colla retta die da I va al punto Q ). Queste modesime 
tre eonicho sarauiio le iniagini dei tre punti 0 , , 0 ^ , 0 ., , e iiidividucramio la rote L 
dellc conicho projezioni dollc sezioni fattc in f dai piani passanti per Q. 

La projczione deirintersezione di f eol oono ( 9 ) saril una ciirva D cU 4 .o ordino avente 
punti doppi in 31 cjt e passanlo per i soi punti b, la quale dovrtl iuoltro inconirarc eia- 
scima conioa della role L in due coppio di punti allincati con i, giacehc uua coppia sif- 
fatta rapprosenta duo punti di f allincati con Q. Un’altra conica del piano P, piissante 
per 3,30, ma non appartononto alia rcto L, sia la projozioiio della sozione Eatta in f 
dal piano j/i = 0 ; le ulteriori iulorsozioni di quosta conica colla ourva D saranno lo proje- 
zioni I doi quattro punti d noi quali f 6 incontrata dalla conica (8). Allora sari D I’inia- 
gino del punto 0 di F; la conica 3,32? della curva plana ?/i = 0 ; i sci punti h dolle soi 
conicho posto nei piani a:, — 0 , = 0 , = 0 ; i puuti I dolle quattro retto giacenti 
nel piano (2). 

E lo imagini dollc sezioni piano di F saranno lo projezioni dollo inlersezioni di f collo 
superficio Stoinoriano del sistema ( 7 ); saranno, oio 5 , curve C di 8.“ ordino eon duo punti 
quadrupli 3, , eon sci punti doppi b 0 con quattro punti sempliei 1. 

Quesla pero non d hi mjypmenlazione d'ordine minimo. IiiEatti, so incdiante una tra- 
sformaziouc di 2.“ grado si passa dal piano P ad un altro piano 11 , in mode die alio co- 
niche descritto in P pci punti 3, b’3 corrispondano le rotte del piano T 1 ; allc retto di 

P corrispondoranno conicho passanti per tre punti fissi y, y^ P' di IT, c lo imagini dolle 
sezioni piano di F si trasEormcranno in curve K d’ordino 2. 8 — 4 — 4 — 2 = 6 , avonti 
sotto punti doppi YiYaP pi P'l P2 P2' *) 0 quattro punti sempliei \ fissi **). Le conicho 
Si^ib'^bib'i, gigibih'shib'i 81 trasEormano in retto ppip',, ppzps) meiitro la conica 
Sidtbib'ibib'i dil di nuovo una conica Yi'faPiP'iPiPsi percih dalla rote L iiaseo la retc 
A di conicho, individuata dalla conica Y!Y8 PiP'iP8P'2 c duo coppio di retto (PPiP'i, 


*) Oio6 i due punti ifi T* ® ^ punti cho nasoono da 63 6, 6', b\ morofe In. iToaformaKiono. 

**) Nasoanti dai punti I moroA la trasiormazione. 
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'i'iYj)t(P|5sP'j.Yi'('2)- Due coniche qualsivogliano di quosta rote si scghoranno in duo puntl 
allineati col punto fisso (3. La ciirva D si tramuta in una cubica A passanto pei punti 
Yi Yz Pi P i p2 Pz ^1 K h K e segaiite ciascuna conica della reto A in duo punti p,| p-j in 
linea rotta con p. I punti X saranno le intersezioni di A con una coniea pasaanle per y, y* 
ma non compresa nella rete A. 

Fra le cubioho descritte pei punti Yi Y» P P vi e ovidonlcnientc la torna di rctto 

(PPiP’i, ppiP's, YiYs)) dunque la tangente in p alia cubica A inoontrorit la medesima 
eurva in uu punto allineato con Yi Yz . 

La rappmenlaetme d’ordme minimo della superfieie P sopra un piano H si offcttiierA 
adunque come segue. Assuniasi in II una curva A di 3.° ordino, come imagine del punto 
uniplanaro 0; e in essa si fissi il punto P, dal quale conducansi lo retto pPip'i, pp^p's, 
imagini di due altri punti doppi, per es, di Oi e 0*. Per p, p'l Ps p'j descrivasi una conioa 
clie seghi di nuovo la cubica in Yi Ys) « pei' Yi 'h un’altra conica lo oui intersezioni eon 
A siano X, X8X3X4: potremo assumere la prima di questo coniolio como imagine del 
terzo punto doppio O3 e i punti X come rappresontanti lo quattro rotto coniuni ad F 0 nl 
piano (2), 

Ora, per un teorejna note, tutte le curve di 6.° ordino avenli i punti doppi yi Ys P Pi 
P'l pi P's 0 passanti per X, Xj X, segano la cubica A in un nuovo punto fisso. Ma fro quollo 
curve vi 6 inanifestamonte il luogo formate dalle duo roltc PPiP'i, PPzP's 0 dallo duo 
coniclie YiYiPiP’ipsP'si YiYz^i ^2^3X4 ; dunque il nuovo punto fisso 6 Da oi6 seguo oho 
le curve di 6.° ordine dotate dei sotte punti doppi Yi YaP**** 0 passanti per i quattro 
punti semplici X formano un sisteina lineai'o triplanienle infinilo S ; 0 sicoonio duo qna- 
lunque di esse curve si segano in quattro nuovi punti, cosi lo curve modcsime si pos- 
sono assumere come imagini delle sezioni piano di una superfieie di 4." ordine. Orn 
rimane a dimostrare che questa superfieie 6 della stessa natura della proposta P. 

Pei sette punti YiYzP-.si pub desorivero una rote di cubioho, una qualunqiio dolln 
quali insiomo con A forma una eurva del sisloma il : tutte lo curve analoglio sono lo 
imagini delle sezioni fatte in eon tutt’i piani usconti da uno stesso punto fisso, dunque 
la cubica A rappresenta un punto singolare di <f>. Il qual punto b doppio, giaochb duo 
cubiche arbitrarie della rete sopradetta si segano in duo altri punti, il die vuol diroeiio 
ogni retta usceiite dal punto siugolai’o ineontra di nuovo <b in due punti. Ogni cubica 
della rete ineontra A in due nuovi punti, entrarabi comuni ad uno stosso fasoio di eubi- 
che: dunque ogni piano passanto pel punto singolai’e contiono una ed una sola roita, lo 
cui intersezioni con $ sono riunite nel detto punto, mentre ogni altra rotta useonte da 
esBo ineontra <I> in due altri punti. Cib viene a dire die il punto singolare b uniplanaro e 
oho le rette condotte per esso nel piano tangente incontrano ivi la superfieie in quattro 
punti coincidenti. 

Dunque la sezione fatta dal piano tangente ha un punto quadruple, ciob oonsta di 
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quattro rette: il die si dimostra anche nol mode scguonte. La reto giS, considerata oontiono 
nil faacio di cubiclie passanti per X,; quoste cubicho rapprcsontano non giii eurvo di 4,® 
ordine, ina bcnsi del 3.o; duiique X, e rimagine di una rotla coimiiie ai piani dollo sezioni 
corrispondenti alle cubicho del fascio. Di quesli fasci ve ne sono quattro, ma tntti hanno 
una curva coitiune, die 6 la cubica A; dunque le quattro rotte di <T>, rappresentato dai 
punti X, giacciono in uno slesso piano, la cui soziono colla suporfieio lia per iinagino la cu- 
bica A presa due volte. 

Vi b una rete di curve di 4.® ordine aventi un punto doppio in p e passanti per 7 , Yj , 
per gli altri quattro punti p e poi quattro punti X; ciascuna di esse insiemo colla conioa 
YiYuPi.... costituisce una curva del sistoma S; dunque questa ooiiiea rappresenta un 
altro punto singolaro di <h. Che poi questo punto sia doppio, risulta dall’osservaro che 
due curve della rote si segano in duo nuovi punti. Ciascuna curva della reto sega la eonica 

Yi Ys p in duo altri punti: eiascuno di quest! b comune a tutto un fascio di curve, e 

i duo punti insiemo giacciono sopra una sola curva della rote; dunque ogni piano pasaanto 
pel punto singolaro oontiono duo retlo cho ivi osculano <I>; vale a dire, il punto singolaro 
6 un punto conico. 

Nello stosso modo si dimostra cho lo rotto pPiP'i, ppsP'z rappresontano duo altri 
punti conici di fT>. 

Una rotta condotta nol piano H per un punto y incontra altrovo in quattro punti 
qualsiasi curva del sistema S, in duo punti la cubica A, od in un punto ciascuna dollo 
linec YiYzPPiP'iPiP's* PPiP'i, pPzP'z; dunque lo rolto por Yi 0 lo rotto per y* rapproson- 
tano duo sorio di curve gobbo di 4.® ordino passanti poi tro punti conici 0 avonti un 
punto doppio nol punto uniplanaro di <I>. Una rotta por Yi, un’altra por y*, la cubica 

A prosa due volte, la oonioa YiY* Pi 0 lo rotto pp,|i'i , pPsP'j insiemo costituiscoiio 

un luogo del 12,® ordino pel quale i sotto punti 7i1f»p...* sono quadrupli, e i quattro 
punti X sono doppi, oioi! 1’ imagine dollHntorsozione di <I> con unasuporfloio di 2.® ordino. 
Dunquo duo curve gobbo di 4.® ordino, appartononti Tuna alia prima, I’altra alia seoonda 
dollo due sorio predotto, giacciono insiome in una stossa superfioio di 2.® grado, passanto 
poi quattro punti doppi di d> od avonto con questa il piano tangonto comuno nol punto 
uniplanaro. 

Da tutto 016 oonohiudiarao ridontitb, della suporfieio 4> colla F precedontemonte con- 
sLdorata, 

So si trasforma projettivamonlo il piano 11 in un altro piano, facondo oorrispondoro 
alle rotto di questo lo coniche di quollo circoseritto al triangolo ppiP^, lo curve del 
sistema S si mutano in altre curve dello stesso ordino, tali perb cho i punti doppi analo- 
ghi a Pi e , c quoUi analoghi a p2 e p'j rieseono infinitamonto vicini, Si ha oosl la 
seguento rappresontaziono della superfleio F, 
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Nol piano rappresontalivo dcsorivasi luia cubioa C3 0 in essa si aesnmano Iro punti 
j3,Y. Una conioa C, tangento a 0^ in p e y la soglii inoltro in 17 , ft; ccl unacurva C| 
tli 4.0 ordine coi punti doppi 9 p y 0 passante per g, ft, ineoiitri di iiuovo Oa in 3 , 3 , Sj, 84. 
Se s c la terza intersoziono di colia rotla Py, la torza intoa'soziono di C;, con ae oadvft 
sulla conioa gha^f. Cid promesso, lo imagini dollo sezioiii piano di F saniniu) Ic curve 
di 6.0 ordine j7Ui’a“p*’Y"3,38S384, aventi in oiascuiio do’ punti p,Y duo rami toccati 
da una medesima retta fissa ip, 1 ^, la qiialc incontri ivi ogni ourva in qualtro punti 
coinoidenti: il oho equivalo a dii’o oho p 0 y rapproseiitano eiascuno duo punti doppi 
inflnitamente vicini. 

Le imagini doi punti 0 O3 0 , 0 ^ aono ora la cubioa G3 , la conioa 0^ 0 i punti 
P , Y I e lo 26 oonicho della auperflcio vengono rappresontato 
dai oinquo punti g, ft, a, p, y, 

daUe dodiei retto Py , y« , aP , </« , fta , fl-p , ftp , (/Y . , <7 , A , 

dalle otto ooniche gfappY, JfapYYi ft«PpY> ^'^“PyYi '^PPyY i 9'fto''YY 

(dove grapPY significa la conioa passanto per (/c<Py 0 toccata in p dalla rotta fissa 
ip ; eec. ), e 
dalla cubioa jfta'ppYY • 

I quattro punti S rapprcsentaiio lo quattro rotto comuiii ad F ed al piano 

*1 + »3 + *3 = 0 . 
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LETTERA AL PROF. EUGENIO BELTRAMI. 


Qiornalc dJ MaiGnuUichef volumo X (1872), pp. 17-18. 


Credo di far cosa gradita ai lotlori di quosto Giornale comunicando loro oi6 oho mi 
aorisse il Prof. Cremona in data doll’ll gonnaio 1872 rolativamonle all’analogia da rao 
notata (noll’ultimo fascicolo, p. 344) [Opere matomatiohe di E. Beltrami, tomo II, p. 186 ] 
fra la teoria dollo coniolio c quolla doi complossi. lo non posso oho aocottare pionamonto 
la ingognosa ed intorossanto intorprotaziono cho ne dit il mio ogrogio amico, o olio qui 
trasorivo. 

« La spiegaziono della comparsa, nolla teoria dollo coniclio, di quollo soi quantity 
ecc. oho servono anclio da coordinate allorotto nolle spazio, 6, a mioerodore, la 
seguento: 

((Quando lo rotto dollo spazio (ordinario) si rappresentano coUe soi coordinate oniogo- 
noo, cho dir6 a, 6, c, I, m, n, fra lo quail ha luogo la relaziono quadratica 

cn — 0, 

si vieno a considcraro un’estonsiono lineare quiutuplioemento infinita, un olomonto qua- 
lunquc della quale b individuata dalle coordinate indipendenti a, b, c, I, m, n; c, in 
qucst’ostonsiono, si isolano poi tuttiquegli olomenti, in nuinoro quadruplicementoinfinito, 
lo cui coordinate soddisfanno alia preccdonto equazione. Gli eloraonti cosl isolati sono lo 
rotto. 

« Ora quosta stessa operazione si pub faro sullo conicho di un piano. Tutto le coni- 
cho di un piano costituiscono appunto un’estonsione linearo oo®; e siccomo la condizione 
afflnelib una conica sia inacritta in un triangolo inscritto ad un’altra conica b quadra- 
tioa rispetto ai coolftoionti dolla seconda eouiea, cosl tutte lo ooiiicho cirooseritte a triaii- 
goli oircoscritti ad una conica fissa costituiscono un’ostonsioiio co^ affatto analoga a 
quolla oostituita daUo rotto nollo spazio, [*'*] 

« So indichiamo con A, B, C, F, G, H i coefficionti dell’equaziono dolla conica Ossa 
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iu coordinate tangenziali, e con a, h, c, f, g, h i cooflicioiiti doll’equaziono della conica 
variabile in coordinate locali, la condizionc sovraccennata 6 lascgiiontG (Saljion, Conics, 
p. 328 della 4.*^ ediz.); 

0 = (Aa + Bi + Cc+2Ff + 2Gi/-|-2H/t)* 

- 4 ((B C - P) (6 c — n + (C A — GO (e a — fif®) + ( A B — l-P) (ab- Ir) 

+ 2(GH-AF)(37i~flf) + 2(HF-BG)(A/ — &jf)-|-2(FG — CH)(/jr~e/i)) 
ossia, ponendo A = B = C — 0, F = G = 1-1 = 1, conic 6 locito, 
hc-\-ea + ab + af+bg-\-eh — 0. 1®“] 

Se di nuovo si pone 

2f-\-h + c = l, 2 gt -f- <? + « = 2 h -\- a -\- h — n, 

la precedonte oondiziono divonta 

al + bm-{- en = 0, 
soddisfacondo alia qualo la conica 

(1) ax{3s — y — z) + b'tj{y — 0 — x)-\-ez(s~x~y)-\-lye-\-nizx-\-nxy~O 
5 ou'coscritta ad un triangolo circoscritto alia conica fissa 

3:'‘ if + —■2y z~2 e 00 ~2 X y = 0, 

£ quindi cliiaro che tutla la geomelria dello rotto nollo spazio coincide colla gooinotria 
delle eonicho del sistoraa (1). For esempio ad un complosso linoaro di relic 

(rwi-t-vw = 0 

corrispondo il sistema di quelle fra le coniohe (1) die sono oircoscrilte a triaiigoli conju- 
gati con una conica data, conica la cui equaziouo in coordinate tangenziali avrebbo 
per coeffloienti 

a+p,+ v, pd-y+X, T+>' "!-{<■. h h V. f®“J 

Ad un fascio di rette corrispondo un faseio di eoniehe, eiob a duo retto che si sogano corri- 
spondono due coniohe tali, che anclie tutte queUe del fascio da esso dotorminato appar- 
tengono al sistema (1). 

« Se invece di triangoli si volessero oonsiderax'o poligoni d’un magglor numoro di lati, 
la corrispondento oondizione di simultanea inserizione c oii'coscriziono (vedi Caybey nello 
Phil. Trans, del 1861) sarebbo d’un grade pih elevate nei cooflioienli della conica varia- 
bile, e quindi non si avrebbero pih estensioni comparabili a quella che 6 costituila dalle 
rette nello spazio ordinario ». 
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Como qui si veJo, la icoria dogli spaxi ad n dimensioni si pu6 utilmente invocare 
aiiche nolle riccroho dcll’<)i'<Unaria gooinetiia, quando si assuinano come coordinate indi- 
pondonli di un talc spazio i coonicicnli doll’oquaziono di iina liuoa o di una superfieio di 
data specie, la quale lieu luogo, in lal nianiora, deirolomento somplice o jiunio di quello 
spazio. un concetto nssai rccoudo, il quale del rcsto 6 giU stato eminentementc utile alia 
Boionza: ognun vedo infatti cho la doltrina analilica della ilmlM non b cho rapplicaziono 
del concetto mcdesinio al caso piii somplice o piii immodialo, a quello ciob della retta o 
del piano. L’illustrc Hesse, noirassognaro il significato geometrico di una rclnzione linearo 
die abbia luogo fra i cootticionti deiroqimzione di una conica, interprotaziono dalla qnale 
scaturirono tantc o si ammirabili conseguonzo geomotriolio ed analitiche, 6 audato un 
passo pill in lb, cd ha dato il primo csompio di una ulteriorc o meno seraplico applica- 
ziono di quel concctlo, lapivandosi alio stesso ordine di licerehe, il prof. Cremona mi 
facova conoscoro, nollo scorso dicembro, un intorossante toorema relative alio spazio 
di 4 dimonsioni, avonto per olomonti le sforo dollo spazio ordinario. Ecco lo sue parole: 
« Assunta la quadratica 

-I- + ®3 + H- asg = 0 

corao rapprosontnlrico AoWassoliilo, dovo lo a;,, !c<, aono i coeffleienti della 

oquaziono 

(X' + Y* + 7/ — L) -I- 2 ajj X -1- ‘ix^Y + 2 XtZ + ix, (X* + + Z' + i) «= 0 

d’una sfera riforita ad assi cartesiani, la dislama di due elemenli equivale appimlo alVan- 
golo di due s/ere, intoso jiol sonso ordinario ». 

Bologna, 15 gonnaio 1872. 

Eugenio Beltrami. 
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Amirtli di JlalemcUica ed aj)j)itcatUf Borio II, tomo V (1871), pp, 131-162, 


Grouoralilit. 

1. Quattro variabili omogenee indipoiidcnti ®, X 3 Xt siano logaLo ad altre qiiattro 
variabUi analoghe 2/3 y^ median te Ic rolazioiii: 

( 1 ) : ®8 : 05^ = y, ; ^>3 fa ; 

dove le siano fiinzioni (algebriche razionali) intere omogeneo di uno sfcosso grade v dollo y> 
Considerando le a; e le y come coordinate di duo punti corrispondoiiti in duo spazi a 
tre (limensioni, le ( 1 ) esprimono ohe ad un punto qualsivoglia dollo spazio {y\ purch5 non 
comuno alio quattro superJicio y= 0 , corrispoiido un solo 0 dotorminato punto dollo spazio 
(a;), 0 ohe ai piani 

(2) fit] ajj "I" 0C2 X3 "p <3(3 X3 "p (Zj 3J4 0 

dello spazio (x) oorrispondono le superfleio d’ordino v 

(3) tti ft + aj ip, + «3 fa + = 0 

fornianti un sistema lineare triplamento infinito. 

Suppongasi ora ohe dalle ( 1 ) si possano desumoro lo y espresso razionalraonto collo x, 
cio& lo formole inverse dolle ( 1 ) siano 


*) I risultati esposti in qucBta Momoria furono comunicati al R, IstituLo Lombardo 
nello aedute 4: maggio e giugno 1871 [Queato Opero, n. 9|, 92] ; e in parlo nnolio alia Sociot^V 
delle Soienze di Gottinga (Nachiichten 1871, n,® 6 ; e Matliematieohe Annalen, U 4, p, 213) 
[Queste Oporo, n, 93). Contemporanoamento iisoiva alia luce Pinterossanto Heioona del sig. 
Noether, Ueher die eiTideutigeri, liaumtrmsforniaUonen (Math, Annalen, t* 3, p» 547). 
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(4) Vi : : 2 / 3 : ^4 = '|>1 : : <l)a : <}•< 

ossondo lo funzioni iiilorc omogoneo dello x, di un medesimo grade |j.. 

Ci6 cquivalo a suppoiro il sislenia (3) talo, che tre superficic prose arbitrariamente da 
oaso abbiano un unico piinlo coinuno, il qualo noil appartonga a tutto le superficie del si- 
atema medesimo: cosi olio anclio ad un punto qualuncpie dello apazio (»), piuchfe non co- 
miiiio a tutto lo aupoificio '1> = 0, corrisponde un solo e detorminato punto dello spazio 
( 2 /). Dalle (4) segue inoltro die ai plan! 

(®) Pi 2/1 4" P 2 2/* "1" Pa 2/3 4" p4 2/4 = 9 

dello spazio {y) corrispondono lo superficie d’ordine |j, 

(6) Pi 'j<l 4" P 2 '1*2 4* P 3 '1*3 4" p4 '1*4 — 0 

foi'inaiiti un siatema linearo triplamonlo iiifinito ; Ire qualunquo delle quali, in viiiu delle 
(I), si sogaiio in un solo punto non comiine a tutto il sisteina. Le (1), (4) signifloano ezian- 
dio die eiascuna superficie dei sistcini (3) 0 (6) 0 rappresenlabilo punto per punto sopra un 
piano. 

2. Per lirovitst di discorso diromo omdoide ■*') una superfleio quando sia dotata della 
propriotit di poter ossoro rapproaontata punto per punto sopra un piano; 0 omaloidico un 
sisLoina di suporficio algobricho, il quale, come i sistemi (3) e (6), soddisfacoia alle due 
condizioni; I.® d’csscre linoarc 0 Iriplamento hiftnito; 2.‘* oho tre superfleio prose ad arbi- 
trio ncl sistema si scgliino in un solo punto non comunc a tutto il sistema medesimo. Le 
superficie di un sistema omaloidico sono nooossariamonto omaloidi. 

Quosto donominazioni possono valoro audio por lo figure piano (e per le flguro descritto 
in una superlioio omaloide), cosl clio una curva oraaloido sar^ una curva razionale, ed una 
rote onialoidica di curve sarfi un sistema linearo doppiamente infinito di curve (razionali), 
due qualunque dello quali si scgliino in un solo punto non comunc a tutto. 

3. Dato in uno spazio {y) un sistema omaloidico (3), possiamo porre le formole (1) 
dob stabiliro una corrispondenza univoca fra lo superficie (3) ed i piaiii d’un altro spazio 
(«); 0 quindi dodurno lo (4). Cosl viono ad ossere individuato nello spazio (.t) un nuovo si- 
stoiiia omaloidico (6) oho possiamo ohiamaro Vinvarso del dato, I due sistemi oinaloidioi 
sorvono di base a due traslormazioni inverse, razionali ontranibe, clie hanno luogo senza 
prosupporro lo variabili (di oiascuno spazio) legato da alcuna relazioiio, 

Basta adunquo oho sia dato un sistema omaloidico, perche risultino doterminati il si- 


*) Cfr. Sylvester nel Gambridgo ajid Dublin MaUi. Jowinal, t. 6, p. 12. Lo superficie 
omaloidi, cotno lo curve razionali (di gonero p = 0). sono detto ipnicwsal dal sig. Cayley. 
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sterna iiivcrso o le duo trasformazioni r.azionali inverse, per mezzo dollo qitali si passa dal- 
ruao spazio allaliro e viceversa. 

In altre parole, la ricerca dello trasforinazioni razioiiali nolle spazio (como nol piano) c 
ridotta a quolla doi sistemi onialoidici. 

4. Diremo fondamenlali *) o principali **) i punti e lo liiieo comuni a tutte lo supor- 
fioio d’un sistema oraaloidioo. Duo superficio qualsivoglioiio 

9>1 + “2 ^>3 + ■= 0 

I a', tpi + a', ft + a'a f 3 + er’^ (p^ = 0 

del sistema (3) avranno, oltro alio curve fondamentali, una curva comuiie It, la qualo, do- 
vondo coiTispondcre punto per punto alia retta intcrseziono dei piani 

( c'l »i + aj + «3 *3 + a, a:, == 0 
( a', a:, + a'j + a ! 3 X 3 + a\ x^ = 0, 

e necessariamoiito una ourva razionale. E siooome la retta (8) incontra in p- punti una su- 
porfieie qualunquo del sistema (6), cosl la curva R dcfinita dalle (7) avnt p, punti comuni 
con un piano qualsivoglia (6) dollo spazio {y)‘, dunque: 

Alle relfe ddlo spazio (x) coTyispondono curve gohbe razionali d'ordine p., iitm qualuimue 
delle quali sard determinala da Qualtro condizioni, 

Ed analogamento; 

Mle retie deUo spazio (y) corrisponde un sistema guadniplamente infinilo di curve gobbe 
razionali d’ordine v. 

Indiohereino con Suna qualunque di quosto curve, comune a duo superficio del si- 
stema (6). 

6. Nello spazio («) una retta ed un piano lianno un solo punto comune, so la prima non 
giaco nel secondo; dunque: 

Una curva R ineontra una superficie f ***), sulla quale non giaccia per intero, in un solo 
punto non comune atuUe le f; ossia: 

Delle vp, intersezioni di una curva R eon una superficie <f> ve ne sono vp — 1 situate 
nei punti e nelle curve fondamentali del sistema (3). 

Queste vp--l intersezioni tengono poi luogo di 4 (p — 1) eondizioni (lineari), fra 


0 114^^™***^** dti 3» (wdro{G. Cbbi,i:,e-Boroiiabdt, t. 08) [Qneslo Oporo, 11 , 79) 

*♦) Sulk trasformmiom geometriehe delk figure pime, Nota 2“ (Mom. Accad. Bologna 
eerie 2», t. 6, 1866) [Qucate Opere, n, 62 (t. 2.“)]. 

♦**) Oio6 una superficie del sietema (3), 
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le 4[j, oho in generale determinano una ourva razionalo d’ordine ji, ^), giacchfe, come si fe 
vodnto or ora, le curve R tormano un sistema quadTuplamenie infijiito, 

Analoglie propriet^l si possono enuuciaro per le curve S; e cio sia detto una volta per 
txitte. 

6. Considero un piano nello spazio (a;), al quale corrispoiider&, una superfioie del 
sisiema (3) nello spazio (y). AUe rette in Oq corrisponderanno le curve R di (p^; e le sezioni 
piano di rfQ avranno per imagini in oq le curve d'ordine (j. d^un sistema lineare, triplamente 
inlinilo e talc oho due curve qualunqne del sistema abbiano v iutersezioni variabili (cor- 
rispondenti ai punti in cui <po o incontrata da una rotta arbitraria). Perci5, se queste curve 
lianiio nil punti vpli flssi (i == 1, 2, , [j, — 1), sussisterS^ la relaziono **) 

t 

A ciascuno doi suddctti punti i-pli (sia I imo qualunquo do’ raedesimi) corrisponderil in 
<po curva razionale C, d’oi'dino e ad una retta G condotta in arbitrariamente per 
I oorrispondeiA im’altra curva razionale C/* ^ d’ordine p, — i costitueiite insieme cou C, una 
eurva R ed avente oolla C, modcsima un punto oomunc (puiito doppio per la R ooniposta), 
cho 6 il corriapoudenlo di quollo situato in G o infinitamenle viciiio ad L Variaiido G in- 
toriio ad I, varia la C,,_( ed 11 punto doppio percorro la curva fissa C, . Ma la curva R coin- 
posta della C, e di una 0,,_, puo considorarsi come intersezione (non oompleta) di due 
siipoificie (p, 6pper6 il punto conumc alle C, , esseudo doppio per la R, san\ un punto 
tli contatto fiale due (p: dunqire ogni punto della C, e un punto di contatto fra duo <f, 
(ossia un punto doppio di una <p). Ora, il luogo dei punti di contatto fra le 'p, ossla clei 
punti cLoppi doUo f medosime, 5 la Jaeobiana del sistema (3); superfioie d’ordine 4 (v — 1) ; 
dunque la curva C, , situata su (p» o corrispondciito al punto I di giacc eziaiidio sulla 
Jaeobiana delle tp. 

Siceome poi ai piani in (y) corrispondono le superfioie <1> in (a), cosi le curve d’ordino 
(j- del sistema lineare sopra accennato non saranno altro ohe le tracce delle <1) siil piano Vu 


♦) Oho la pih gcneralo curva razionale d'ordino ji. nello spazio ail r dimensioni, sia deter- 
ininnta da — 4 eondizioiii, risulta dall’oaservare ch'essa b doflnita mediante le 

oquazioni yi : : ... :y,+i=/i -.fi -. ... jA+i , dovo le / sono fuuzioni intern d’un paraine- 

tro (i>, dello stesso giado |i,oche degU (r+l)(|i.+l) coefficicnti arbitrari di qitesto fuuzioni 

sc no posaoiio eliminare 4 mediante una aostituzione lineare o)' — • 

c -j- d(o 

Cremona, SuUe iraBjormas^ioni geomeiriclie delle figure piane (Moiia. Accad. Bologna, 
1803 e 1866) [Queste Opoie, n. 40, 62 (t. 2°)];— Cayley, On the rational imnsformaiion 
between two spaces (Proceedings ol the Lond, Math, Society, t* 3); — Noether, Veber Machen 
wdolie Schaaren rationaler 0%irve)i besUzen (Math. Aiinaleu, t. 3). 
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e gli in, punti «-pli (uno dci qutoli 6 T) saranno lo iiitersozioni di qiioslo piano con nna curva 

d’ordino m, , t-pla per tulte lo 'p. Viceversa, so iina eiu’va K si spozza, la sua. imagine 

clio e una retta, dovr;^ passaro por un punto I. Diinqtic: 

A ciaseun fiinto di una curva fondamentale dello s})azio{x), cJw via i-'pla per (nlic h sa- 
pcrficie tp, corrisponde una curva ramnah d'ordine i, luogo geomdrico della quale d una su- 
perficie che fa parle della Jacobiana delle f. 

L’ordiuc di questo luogo saril ngualo al niimcro dollo intersezioni fjion fiaso) di una curva 
S qualimque coUa predetta curva fondamenlalo i-pla dollo spnzio (.a). Ill il geuere '• ) di csso 
luogo sai'A ngualo al genere dolla coiTispondeiite ciu'va fondanientalo. 

7. So fra le curve fondamentali dello spazio (a;) vc n’l! una die lo curve S non iiicontriuo 
in alcun punto |non fissoj, ad ossa corrispondonl una suporficie d’ortlino 0; cioti ad un punto 
qualunquc di qiiella curva corrisponderil una curva fissa, la quale, doveiido giacerc sii cia- 
scuna <f, sarH una curva fondamcnlale dollo spazio {y). So la priina curva e i-j)la per lo 'p 
0 d’ordine i\ la seconda curva sara d’ordino i o mullipla sceondo i' per lo 'f. La reluziono 
fra le due curve b reciproca, oioe a ciascun punto della seconda corrisponde tutla la pviina 
curva; 0 la seconda curva non ^ incontrata in alcun punto {non fissoj da una curva arbi- 
traria R. 

8. Una retta incontra la Jacobiana dollo <p in 4(p, — I) punti; dunquo una 11 qna- 
lunque incontra in 4(p. — i) punti I’insicme dello curve (o doi punti) fondajuonlali 
dello spazio (y). Ma 4((;. — 1) 6 appunto il iiumero dello condizioni liuoari coniuni alio 
curve R, giacclio queste eostitiiiscono un sistoina qnadruplicoTnonte infinito ; dunquo lo 
curve R sono pienainente determinate dal dovor segaro in d (p, — I) punti lo curve 
(e i punti) fondamentali dello spazio (y). 

Quando una curva R si spezza in due C, , la prima ai»partiouo ad una scrio seni- 
plicemcnte infhiita, il cui luogo c parte della Jacobiana dello la seconda invoco, eorri' 
spondendo ad una retta che passa per un punto T (di una curva fondanientalo ?'-p]ii in 
(k)), appartiene ad un sistema triplamento infinito; ossia 6 soggetla a 4([j. — i) — 3 
condizioni. Dimqiie la C/,_, incontrorit le curve (c i punti) londainontali dollo spazio (y) 
in 4([j, — {) — 3 punti [*®|. Questi punti corrispondoranno a quolli in cui la retta cor- 
rispondente a C,,_, sega la Jacobiana delle >[), oltro ad 1. Dunquo, dotto x, il grado di 
inoltiplicitA col quale la Jacobiana delle i}i passa por la curva fondanientalo i-pla dello 
spazio (k), avreino 

4 (|j. — i) — 3 = 4 (p, — i) — X, 

donde 

x< ~4» — 1 


*) NoETitEB nolle Naeliriohten di Gottingjv, 14 higlio 1869. 
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oBsia 

Una aurva fondamentalc dello spazio {x\ i-pla per le <^e segala dalle curve S [in punti 
v(triahiU\, & muUipln secondo 4i — i per la Jncohiana ilelle (|) 

La ciu’va 0,, upparloiiondo ad una scrie sempliceinento intinlla, Jisoggetta a 4i~l 
coiidizioni liiieari, oioii eega in 4 i — L punti le curve fondamcntali dello spazio (i/); ci6 
cho B’accorda.ooireaaore I un punto (4i — l)-plo per la Jacobiana delle (}i. 

9. Por6, 80 la ciirva londaiiaenlalo i-pla per Ic i{> b tale die lo curve S non la seghino 
jin punti non fissij, nol qual case (n.® 7) a tuU’i suoi punti corrisponde una curvafissa 

0. , fondamentalc nello spazio (y), le curve C,t_i cho con formano una ourva Rappar- 
lengono ad un sistoma triplainoulo infinite (giacoli6 esse corrispoiidono alle retto seganti 
in un pvinlo non dato la curva i-pla por le tji), opperh sene soggctto a 4 (p. — i) —3 condi- 
zioni. (Tun di qucato consisto nol dovor acgaro C,; lo altre 4(p. — i) — 4 oonsistcranno 
in aUrottajito intorsozioni collo curve (coi punti) fondaineutali dello spazio (y). Dunquo 
avroino in quosto oaso 

4 (p. — i) ~ 4 = 4 (jj. — i) — ‘A, 
oBSia X, =4i; il cho signilioa: 

Una fAirva fondumentale dello spazio (a:), i-pla per le superficie <(), ma non inconkala 
dalle curve S jin punli non fissi\, 4 multipla seeondo il nuniero 4i per la Jacobiana delle i|). 

So la delta curva h d’ordino i', lo corrisponde nello spazio (y) una curva d’ordino 

1, cho h i'-pla por lo ip o 4 i'-pla per la Jacobiana dollo f. 

10. Bo duo curve fondamontali dello spazio (»), rispettivainenle multiple seeondo 
iyjij^i) pw lo '!>* banno im punto comuno, a quosto corrisponderi una curva spoz- 
zantosi in duo Gj-,, la prima dolle quali sarA comuno alle duo superficio die faiiiio 
parte della Jacobiana dollo <p o corrispondono a qudlo due curve fondamcntali dello 
spazio Qc) Como oaso particolare sc una curva fondamentale dello spazAo (x), t-pla 
per lo ([), ha un punto doiipio, a quosto corrlspondcrA una curva G, doppia per la super- 

fleie corrispondonto a quoila curva fondamontale. 

IJ. Como si c glA voduto, ad un punto T di una curva fondamentale dello spazio (a:), 
cho sia i-pla por tutto lo suporflcio ij), corrisponde una curva razionalo C, d oidine i, Sc 
C, giaeo tutta in un piano, a quosto piano corrlspoiidorA una (j., per la quale X 6 un punto 
(i 4- l)-plo. Infatli ad una retta condotta arbitrariamente por I corrisponderA una curva 
d’ordine (r — i, la qualo ha un punto comuno con C., epporb incontrorAil piano 
di quesia curva in altri p, - i - L punti. Dunquo la retta arbitraria per I sega m altri 
puiiti la superficie <|) corrispondente al piano di C,; vale a dire, per ques a 
i|> il punto X b multipio seeondo p. — (p, i 1) = i -|- !• 

*) Noe'EHBB nei Math. Annalon, t. 2, 293; t. 3, p. 947. 
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Se i = 1, ai piani passanti per una retta C, corrispondono suporficio tj> per lo qitali 
I e un punto doppio. Se due rette analoghe a 0, giacciono in uii piano, a questo corri- 
sponderA una (|» dotata di due punti doppi, eoc. 

12. Analogamente si dimostra ehe, se le >]) lianno una curva fondamontalo t'-pla o 
d’ordino a ciascun punto della quale corrispoiida una eurva flssa fiana (i'-plaper lo y 
0 d’ordiiie i), al piano di questa curva corrisponderil una (j>, per la qualo la priina curva 
sari mullipla secondo i -|- 1. 

13. Se le superfieie f hanno im punto (fondanientalo) comuuc 0, pel quale ciascima 
curva E. passi con r rami, ogni retta dello spazio (x) oonlorri r punti cori'ispondcnti ad O ; 
vale a dire, ad 0 cornsponderA una superfieie (V or dine r. Od ancox’a; la superfieie t[i corri- 
spoudente a qualunque piano passante per 0 si spezzeri in duo, Tuna fissa o d’ordino r, I’al- 
tra variabile in una reto d’ordine p. — r, projettiva alia rote dci piani per 0. So il punto 0 
assorbo r' condizioni per lo curve R, quella suporficio d’ordino r torri luogo di una sii- 
perfioie d’ordine / nella Jacobiana dello <[i: cioo r'sari un multiplo di r, c la superfieie 
d'ordine r, coirispondente ad 0, dovrA essere coniaia r'\ r volte nelVunzidetla Jacobiana. 

14. Per esempio : se 0 b un punto (seinplico o) multiplo secondo un nuinoro I per le 
(f, le quali peril non abbiano ivi (un piano tangento o) un cono osculaloro fisso, cost die 
le r tangentl di qualsiasi curva R non siauo soggettc ad aleuna eondiziono, in tal caso 6 
r' — 2r\ onde la superfieie d’ordine r coirispondente ad 0 6 da contar.si due volte nolla 
Jacobiana delle Ad una sezione piana della suporficio d’ordine r corrisponde la serio 
do’ punti prossinii ad 0 e situati in una f: la qual serio 6 projottata da 0 mcdianlo un 
cono d’ordino 1. Dunque la superfieie d’ordine r corrispoiidonto ad 0 b onialoido, o lo inia- 
gini delle suo sezioni piane sono curve d’ordine 1. 

15. Como secondo esempio : so 0 b un punto semplice per le ip , le quali ivi si toccliino 
con un contatto d’ordine r — 1, sarb. r' = (>'+ l)r; vale a dire, la suporficio d’ordino 
r comspondente ad 0 sarb compresa r + 1 volte noUa Jacobiana dello 

16. Sia 0 un punto 1-plo per lo <p od r-plo per le curve R. Siocomc ciascuiia i]j corri- 
spondenle ad un piano per 0 si spezza in un luogo fisso d’ordine r od in una suporlieio 
d’ordine cosl a qualunque retta useente da 0 corrisponderb una curva S', co- 
inune a infinite superfieie d’ordiuo p, — r, formanti un faseio. Lo curvo S' sono d'ordiiio 
V — I, giacclib questo b il numero dello ultoriori intorsozioni di una f con una retta per 
0; e forraano un sistoma doppiamente infinito, perclib corrispondono alio rotto olio pas- 
sano per un punto fisso. Una curva S' b dunque assoggettata a 4 (v — 1) — 2 condizioni, 
oioe deve incontrare in 4(v — 1) — 2 punti I’insieme delle curve e dei punti fondamontali 
dello spazio (x). A quest! punti corrisponderanno quelli ne’ quali una retta condotta ad 
arbitrio per 0 incontra idtoriormente la Jacobiana delle f. Porcib, so iudichiamo con v. 
I’ordino di moltiplieitb del punto 0 per la dotta Jacobiana, avremo 
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4(v_I)._2 = 4(v — 1)~% 

donilo 

v.~M — 2 ; 

CHlf) 

Jin jmnto foiulummlah dcllo upazio (?/), l~plo per h (p, & muUiplo seconilo 4J— -2 per la 
Jacobimu dnlln f 

17 . Dallo coKO auoHpoHU) risuUa cho, so nollo apazio (») vi ha una curva fondameiitalc 
C, cl’ordiiic r od i-pla por lo i[), ad ossa corrispoiulo una supcvficlc clic fa parte della Jaco- 
biana dcllo 9, « oho soga ciasouna f soeondo curve foiulanicniali dcllo spazio (y) e socondo 
r curve d’ordino i, corrispeudonU ai punti no’ quail C,. in contra un piano arbitrario nel 
priini) spazio. liivoco, la paivlo di Jacobiana dollo <p che corrispondo (n.“ 13 ) ad un punto 
foiubuucntfUo 0 ilollo spazio (;e) non avvrtt con nna <p qualsivofrlia alcuna linca oomuno, 
oltro idle curve tondamonUdi dollo spaizio (y), porchc nn piano arbitrario dello spazio (a:) 
non pussa per 0, 

IH, Una Irasfovniaziono razionalo non pub dirsi pionamonto nota, so non si conoscono 
per ciascuno dtd duo spazi I’insiomo dello curve 0 do’ punli foiulaniontali, il sistoma dollo 
HUperlicio oinaloidi (p 0 >[>, 0 lo parti della rolaliva Jaeobiana. Ua trasfonnazione e definita 
<fiuindo 0 date il sistoma oinnloidico jad essa relalivoj coll’insioino do’ punli 0 dollo linee 
foiidamontali; lo all, re circostanze poi si dolortninano per mezzo do’ teoromi or ora esposli. 

Ora mi projrongo di inostviiro in ipuil inodo si possano ottonoro tutt’i sistonii ojnaloi- 
dici, do’ quad faccia i)arLo una superlicio f data. 

U). Sia (p, una superficio oinaloidc di |?rado v, della qualo si conosca una rappreson- 
iaziono (punto per punto) sopra un jiiano ll.Tutlo lo nitre superlicio omaloidi d’ordine v, 
nvcnii {fU stossi punli luullipli 0 lo slosse linee multiple di (pn soshcranno Inollrc questa 
luni^o (surve le cui inin<fini in 11 forinoranno un certo sistoma il. Assuniasi poi in 11 una rote 
onialoidica di curve K ''''*‘), in mode cho cinscuna di queale insioine con un luogo fisso L 
(un insiomo di linee, aucho contato piii volte) costitnisca una curva del sistoma il. Una 
curva Ki, foriuando iiisieiiio con L I’imagino deH’intorsoziono di 9^ con uu’altra suporficie 
analog'll individua un fascio <p, -1- a,'p,; analogamonto, so Kj, Kj sono duo altre curve 
dolla rote, nun ajrpartcuenti con K, ad uno stosso fnsoio, aaraiino individuati i fasei 
<p 4 -I" fi "I" ^<a<Pa» siccoino i tro fasei cosl ottenuti hanno una suporfioio oomune (p<, 
cosl cHsi dotorniinano un sistoma linoaro triplamonto iiifinito 

a, (p, -1- (Zj (pa -I- a., <p3 -|- a4 <P4 = 0 . 

il quale b manifostamonto omaloidico, cppor6 pu5 aorvirc di base ad una trasformazione 
*) NoMTitini, 1. 0 . 

**) l^or la dotocininaziono tU quosLo roti 0 di tutto oi5 oho vi si appartione. vedi la raia 
2.“ Nota Uullo irasformdi^ioni gcomcl/rioho delle figure plane (Bologna, 1806). 
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razionale d’ordine v (n,® 3). H grade delle t[>, ossia il grade della Irasforjnazionc inversa, 
non e altro die I’ordino delle curve di aventi per imagini lo IC. Oltro ai piinti ec! alio 
curve multiple delle sono fondammiali (cio6 conimii a tufcto lo ff) quollo lineo |o puiUi] 
di ifi die in 11 sono rappresentate dal liiogo L. 

Variando il luogo L e la rete delle K in tiitt’i modi possibili, si ottcrraniio pet tal guisa 
tutte le trasformazioiii nelio qiiali pu6 ossere iinpiogata la data siiporflcio 

20. Le K sono lo imagini^ in 11, di quelle curve R (n.^ 4), olio giacoiono in 7?,. So una 
curva R si spezza, uiia delle curve parziali h comiinc aJla Jacobiana dol!(^ 'p (n.f^ G); ma in 
tal case, 0 si spezza auclic la corrispondente K, 0 quosla passa con lui ranio di pii'i per 
lino de’ pimti fondamentali della rappresentaziono II. Nella priina ifiotosi, uua dollo linoc 
componenti fa parte della Jacobiana della reto delle K; noiraltra ipotesi, ilpunto fonda- 
mentale noininato sarii precisamento Timagino di quclla parte di li clio ft coinuno a tp, od 
alia Jacobiana delle y. Dunque i q^unti fondamentali della rappremnlazione \ \ elo curve 
coskiu&nii la Jacobiana ddle K formano in^iwne le imagini di quelle etirve non fondamen- 
iali die sono eomimi alia (p^ ed alia Jacobiana delle eiod di quelle aiirve die eorris2wn(lo7io 
alle iniersezioni delle linee fondamentali dello sjxmo (x) col piano eormpondonle a 

Porcift, se ai pimti fondainontali di 11 od alio parti della Jacobiana dollo K corrispou- 
dono, in <^4, li rette, 1 ^ coniehe I, curve (razionali) d’ordine r, lo superfieie avraiino 
in coinuno una curva soinplico d’ordine il,, una curva doppia d’ordiiio 4 uua curva 
r-pla d ordiiie I, 11 gonere di qiicstc curve, il loro intorsecarsi, 0 ancho lo seiiidorsi di 
alcuiia di esse in parti sara inanif estate dagli analoglii accidcriti doi divorsi luoghi gooine- 
trici componenti la Jacobiana dello <p: 0 questi luoghi saraiino tosto dolorniiriati quando 
si considorino le condizioiii alio quail sono soggotto Ic rette, Ic coniclio , le curve (razio- 

naU) dWincr corrispondcuti ai punti fondamentali di [1 od alio liiico dolla Jaco- 
biana dello K. 

Ma ad esplicare il nietodo, pifa di qualunque altra considoraziono, gioverii la trattaziono 
di qualclie esempio: dove usorft U sinibolo (v, p,) per osprimero duo Irasloniiazioni inverse, 
per le quali le <p, siano rispettivainente dell’ordiuo v, (x, 

Trasformazioui di g.o gmdo. 

(v = 2; [x = 2,3,4). 

21. Sia (p 4 una superficio di 2 ^ grade ; ft note *) che essa puft cssero rappresoutata aopra ' 
un piano qualunque 11 inediante raggi die projottino i punti di ^4 da uii piinto 0 fissato 
ad ai’bitno m questa superfleie. La rappresentaziono ha due punti fondamentali 1, 2, clio 


*) Chasles, TMorie analytique des courbes de tons Us ordres tmeses snr VJitfpcrhololde d imo 
nappe (Comptes rendus do PAcad. do Paris, t. 63 ; ddeembre 1861 ). 
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corrispondono alle genoratrici rotlilinee di (p^ inorociato in 0, montrc la rotta 12 Timagine 
di 0980 punto 0. Lc gczioni piano di f, sono rapprcsontate dallo coniche 12 e il sistema 
S dolle imagini dolle intersczioni di colic altro svipcrfieie di 2“ grade saii per conseguenza 
formalo dalle curve di 4.o ordino 1^ 2* **) ***) 

Lo K possono allora cssere le relic del piano 11, purchii h sia im luogo di 3.<» ordine P 2*, 
cio6 il sistema della rclla j 2 o di una conica 1 2. 11 sistema omaloidico dolle f sar^ adunque 
coslitnilo dallo suporficie di grado cho hanno in coinune un punto 0 cd una coniea C. 
Lo K, cioc le rclte del piano 11, rappresentano conicho passanti perO o seganti Cin duo 
punti; lo curve U sono adunqno tulle lo conicho dcllo spazio chc passaiio pel punto fisso 0 
0 incontrano due volte la coniea fissa C. La traslormaziono inversa 6 per oonsoguonza di 
2.“ grado (p. == 2). 

Lo K non hanno Jacohiana; ina ai punti fondamontali 1, 2 di 11 corrispondono due 
retlo, cho passano por 0 o incontrano C; dimque il cono cho da 0 projetta la coniea C fa 
parlo della Jacohiana dolle f o corrispondorh ad unalinea tondainontalo C dello spazo (a;), 
d’ ordine 2 o aomplico por lo 

La Jacohiana dolle 'f dov’osaoro una suporficie d’ordino 4, o por ossa 0 o C dehbono 
avore i gradi 2,3 di moltiplicilil. Pel cono OC i gradi di moltiplicith di 0,0 sono 2, 1; 
dunquo la Jacohiana suddclta conterrh, oltro al cono OC, un luogo di 2.® ordino pel quale 
la C sia doppia. Siffatto luogo non pu6 ossere altro oho il piano della conioa C, contato 
duo volto. 

Ora questo piano non ha in coinune con qualsivolgia f alcuna linoa, oltro la conica loii- 
damontale C; dunquo il piano di C corrispondo ad un punto fondamentalo 0' dolle spazio 
(a), seinplico per lo eurvo S, 

Di qui segue cho lo iji sono suporficie di 2.° grado, avonti in coinune un punto O' ed una 
conioa C'*, vale a dire, il sistema omaloidico dello spazio («) 6 affatto analogo a quelle 
dollo spazio (y). 

22. Si soddisfarobbo ancora alle proscritto oondizioni assumendo per L il sistema for- 
mate dalla rotta 12 oontata duo volto e da una retta arbitraria. AUora si ottione un caso 
particolaro della trasformaziono cho precede; lo f (o oosl pure le «jj) sono suporficie di 2.“ 
grado cho passano per una conica fissa C, ed hanno un piano tangonto fisso in un punto 0 
di essa conica 

Si in quosto parlioolarc, si nol caso gonerale oonsidcrato innanzi, la conica C (o per con- 
soguonza anelio O') pu6 ossero il sistema di duo rottc chc si seghino. 

*) Cio6 dallo ooniolio passanti poi punti 1, 2. 

**) Oioh dallo cui'vo di 4.® ordino avonti due punti doppi flssi in 1, 2. 

***) Bondiconli dol It, Islituto Lombardo, 9 o 23 marzo 1871 [Quosto Opore, n. 88, 89], 
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So il hiogo h c costituito dalla rctta 12 conlata trc voUo, tutto io siiporiicio f (cd 
logamente le iji) haiiiio fra loro un conlatlo di 2." ordino in 0. La Jacobiaua dcllo f ii allorn 
fonnata dal piano, da coiilarsi cjuattro volto, cho iocca in 0 tutto Io f ; o la coiiica 0 is iin 
pajo di retie incrociate in 0 o coiitoniite ncl piano auzidotlo. 

23. Si giungerebbe alia incdesima trasformazionn (n.“ 21) assunionilo per lo K lo 
eoniche descritte per 1, 2 e per un altro punto 0 fissalo ad arbilrio ncl piano 1 1 ; nol qiinl 
case L risulterebbe una conica 12. So questa eouica passa per 0 si lia il caso del n.® 32. 

24. Per 0 si conducano i piani yi = 0, ?/, == 0, y.\ = 0; posto por brovilil 

• p{y) ^Piyi + Pzysi + p»y3 , 

Qiy) =(?i 2 /i + dzyz + 53^3, 

e indicata con f{y} una forma qiiadratica oraogonoa dollo y,,yu?ht 

p{y) + im == 0 , 

(iy)—(i(y)yi = o 

le equazioni della conica C. Aliora lo forniole (1) o (4) per tull’i casi cloiraltualc Irasfor- 
mazione si potranno scrivere cosi: 

xr.xi:x,ix,=^(p{y) + kyi'jy,i {p{y) + Jcy4)y2-(p(y)+ ky,)ya: /(?/) — ?A ? 0/), 

2/i : l/s : ^3 : 1/4 = (? (®) d-lcKija!,: {^q{x) + kx^j Xii ((/(«) H- kx ^Xsi f{x)~-X 4 p(x). 

La Jacobiana dello spazio (y) sar^ 

(;j (y) + k y^y (fe f(y) + p [y) q {y)) =« 0, 
ed analogamente quolla dollo spazio (») 

(s (®) + k x.y {kf{x) + p(x)q (x)) == 0 . 

Nol caso del n.® 21, cio6 so la conica 0 non passa per 0, si pu6 porro Pi “ — Pi 0 

k = l, — ?! = = 0. Se C e un pajo di rotlo, f saril il prodotto di duo fatto i linoari. 
Quando f aia unquadrato perfetto, il sistema omaloidico dello spazio (?/) i formato dni 
coni che passano per 0 e si tocoano fra loro lungo una rotta lissa, non passanlo por 0; 
analogamente per I’altro spazio. 

Nel caso del n.® 22, ciofe so C passa per 0, dovromo porx'e /c — 0. So C 6 iina conica 
propriamentc detta, si pub faropi = l, q,=^q,=.0, 2 i = l, f(y)^yt. 

Invece, si potrb assumere f identicamente nulla, quando C sia un pajo di rotto, una dollo 
quail pass! per 0. 

Da ultimo, se C oonsta di due rettc incrociato in 0, si potril (oltro a fc — 0) porro 

P, = g, = l, P,=p3=»g, = g3 = 0, /(y)==ys^j. 
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2D, Le K siano conieho 10,0^*); il Iviogo L ossondo composto della retta 12 e di 
un’allra rolta per 2. Le (p garanno allora superficio di 2.o grade aventi in coinune una 
retta C o tre pnnti 0, 0,, 0,; e la Iraglormazioiio inversa sari di 3.° grade (jj, = 3). 
Allc retie dello spazio (a:) corrispondono le eubicho gobbe (come quelle olio sene rappre- 
Bcntatc dalle K) ohe passano pci tre pnnti fissi 0 0, Oj e incontrano due volte la retta C. 

La Jacobiana dello f 6 una siiperricie di 4.° ordine, per la quale 0, 0,, Oj sene punti 
doppi 0 C e una retta tripla. Diinquo ciascuna f la segheri inoltre secondo un luogo di 
5.“ ordine. Fi infatti, la Jacobiana delle K, die la terna dolle rette 0,0^, 10,, lOj, rap- 
prose nta insiemo col punlo 2, una conica o tre rette. Per conseguenza la Jacobiana delle 
'f comprendo: 1.'> il luogo delle coniebe passanti per 0 0, 0^ o seganti C; 2.'* il luogo dello 
rolto passanti per 0, o seganti C; 3,0 il luogo dello rotlo passanti per 0, e seganti 0; 4.® il 
luogo dello rette passanti ])or 0 o seganti C. Vale a dire; la Jacobiana dolle tp e il siatema 
do’ quattvo piani 0 0,0^, OC, 0, C, OaC. 

Dunquo lo spazio (a;) contione una rotta fondamontale doppia D' o tre rette fonda- 
incntali setnplici G', G',, G’j. 

Siccomo ad una retta arbilraria nello spazio (a;) comspondo in (y) una onbica gobba 
passanto por 0 0, Oj o seganlo duo volte C, c ad un punto della retta D' corrispondo 
una conica passanto per 0 0, Oj ed appoggiala in un punto a C, cosl ad una retta in (*) 
la quale incontri D' corrispondoril in (?y) una rotta appoggiala a C. Ora un piano qualsi- 
voglia p in (?/) contione infinilo rette appoggiato a C; dunqne la corrispondento super- 
licie (jj contorril infinilo rotto appoggiato a D’. Vale a dire; lo (I> sono superficie gobbe di 
3,® grade, por lo quali D' 6 la rotta doppia, o lo G' sono goneratrici sempliei, 

Che lo G' siano rette nppoggiate alia O', risuila anche dall’osservarG ohe alia D' cor- 
rispondo un fascio di conicho nol piano 00, Oj o ad una G' un faseio di retto ncl piano 
0 C, 0 oho quesli due fasoi hanno una rotta comunc [“*1, Tnveec le G' a due a due non si 
segano, giacchb i fasei corrispondonti non hanno nulla di comuno, 

Ad una rotta arhitrarla nolle spazio (y) corrispondorfll’ullcriore iiitersoziono didue 
supoificic i[i, cio6 una conica inconlrala dalle quattro rottc D', G', Ma ad una retta ap- 
poggiala a C corrispondo una rotta incontrata da D'; dunqne ai punti di C corrispondono 

10 retto sogato dallo G', ossia alia rotta fondamontale C corrispondo IMporboloido G' G', GV 
Ciascuna superficie <[> lia una dirottrico non doppia; ossa corrispondo al punto dovo C in- 
contra il piano p corrispondento a quolla <!», 

f,c duo goneratrici di t|) usoenti da un punto w' di D' coiTispondono aUe due retto 
comuni al piano p ed al oono ciio dal punto pC projetta la conica eorrispondontc ad m‘: 

11 qual cono corrispondo al piano dello duo goneratrici di <]). Fra le conicho passanti por 


*) Cio6 oonioho passanti per 1 o por duo altri punti fissi 0,, 0^. 
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0 0, Oj ed iiicontrate da C ve no soiio duo tangeiiti al piano |3; csso corrispondono ai duo 
piinti cuspidali di 

La Jacobiana delle ')j dev’essere una superflcio di 8° ordino, passante Iro volte per 
ciascuiia G' e sette volte per la D'; e dee coinprcndorc due volte i piani corrispondeiiti 
ai tre punti 0 0, Osj. Di essa Jacobiana fa parte anehe il liiogo corriepondento a C, ossia 
riperboloide G'G',G'j, il cpiale contiene una volta oiascuna dollo quattro rottc G', D'; 
dunque il sistema do’ tre piani corrispondenti ai punti 0 0, 0^ dovril conteiiero D' tro 
volte e ciascuna G’ una volta. Questi piani soiio per conseguonza G'D', G'lD', G^D’. 

Paiecehi sono i casi particolari di quosta trasformazionc, i quali corrispondono al 
supporre i punti 0 0, 0^ tutti o in parte iiitinitanicnte vicini fra loro o alia retla C, eec. 
Alla niedesiina trasformazionc si giunge assumendo per le K le cubiclio 1’ 2 0, 0^ Oj, ncl 
qual case L 6 una retta per 2. 

26. Questa trasformazionc dil la rappresentaziono diuua superlieio gobba •}> di 3.° 
grado sul corrispondente piano p *), Alio sozioni piano di ']) corrispondoranno le intor- 
sezioni di p colic tp, ossia le ooniche passanti per un punto fisso (il punto pC), o seganti 
armonicamentc un segmento fisso. Di quest’ultima coiidizione ci pcrsuaderoino ossor- 
vando che le f segano il piano 00,0, sccondo lui fascio di coniclio, epperb sogaiio la. 
retta (00,0,jp in un’ involuzione di punti. Imagine della rotta doppia di <p snrii I’in- 
tersezionc di p col piano 00,0, che corrispondo a D'; imagine della dircttrico scmplico 
e il punto pC. Le rette passanti per questo punto rappresontano Ic genoratrici rcttilinco 
di <],. 

27. Se il piano p passa pel punto nel quale la rotta C incontra il piano 00i0„ Ic 
due direttrici della superficie gobba corrispondente rioscono infiuitamento vicino **). 
La retta comune ai piani p, 00,0, rappresenta la direttrico o una gcnoratrice coinci- 
dente con essa. Le sezioni plane della superficie gobba tji banno per imagini le coniclio 
che passano pel punto pC e sono ivi toccato da rette formanti un fascio projottivo alia 
puntoggiata che le coniche stesse determinano sulla imagine della direllriee (in moilo 
che la retta p(00,0,) corrisponda al punto pC, che 6 1’ imagine del punto cuspidale): 
infatti nel case attuale, i punti della dii'ettrioe corrispondono projottivamonte alle gene- 
ratrici che passano rispettivamente per essi. 

28. Se la trasformazione in discorso si applica ad una superficie F' di 2.° grado, data 
comunque noUo spazio (a:), questa si miiteril in una superficie di 4,° ordino F, giaceho le 


*) Bendiconti del R. Istituto Lombardo, 24 gennaio 1867, p. 21 [Questo Opere, t. 2.“, 
pag. 393]; — OuBBsen nel e. Crelle-Bobchardt. t. 67. pag. 17, 

**) Rendiconti del B. Istituto Lombardo, 24 gennaio 1867, pag. 22 [Qiioate Opere, 1. 2.", 
pag. 394); — Clebsch nel G. Creude-Borchardx, t. 07. p. 10. 
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iiitersozioni di questa con uiia retla arbilraria oorrispondono ai punti comnni ad F o ad 
Hiia coiiica iueoiilranto D' G’ G'l GV Alle rotte segaiiti C corrispondono Ic rette segauti 
D'; c alio retlo passanti per uno do’ pmiti 0 corrispondono le retie appoggiate a due rette 
(}'; Hia tutto qiicste rotto incoulrauo F' in duo punti, duiiqiie anche quelle incontrercanno 
in duo punti la aupcrficic F [tuori della (' o dei punti 0]; ossia F ha la rotta doppia C e i 
punti doppi 0, 0,, 0..*). 

Per otteiiero la rappresentazione di F sopra uu piano, basteril projettare F' da un 
suo punto; le sezioni piaiie di F avranno allora per iinagini le projozioni dello intersezioni 
di F' collo <|j, le quali projozioni sono curve di 6 o ordine con due punti tripll (i punti fonda' 
mcntali della rappresontaziono di h”), due punti doppi (corrispondonti alle intersezioni 
di I*” con D') o sei punti seinplici (corrispondonti alle intersozioni di F' collo G'). So ora 
su quosto sistoina di curve piano opcrianio una trastorniazione quadratica, medianto la 
roto dollo coniohe passanti pei due punti tripU e per nno do’ punti doppi, le curve di 6.“ 
ordino si mutano in curve dol 4.“ ordine O’ 1 2 3 4 6 0 7 8 ■**). Siccoine le quattro rette 
D' G' G'l G'u forinano tro piani D'G', D’G',, D'G'„ cosl nella prima rapprosentazione (cioe 
nolla projezione di i^'*) i sei punti soniplici giaeciono a due a due sn tie coniclie pas- 
santi pei duo punti tripli c pei due punti doppi. Qucslo couiche si trasformano poi in rette; 
porcif) nolla rap])rcsontaziono dofiiiitiva avrcnio le tre rette 012, 034, 056, imagini 
dei ire punti doppi 0, Oi, 0^. Alla retta C corrispondo nello spazio (a;) riporboloule; 
D'G'G'iG'a , intcrsocanto F' sccondo una ourva, la cui projozione sarh> dol 4.® ordine, ina 
oho si traslorina poi in uiia curva del 3.° ordine, oonlcnoiitc tutt’i punti 0 1 2 ... 8. Ad un 
punto di C ill b' eorrispomlo I’inlorsezionc di F' con una gcncratrice dol dotto iporboloide; 
cioe ad un punto delta rotta doppia C corrispondono due punti conjugati nella oubica 
012... 8. Siccomo lo goneratrici dell ’iporboloide incontrauo tutte la retta D', cosl 
i duo punti conjugati costiluonti riinagine di uii punto di C sono seinpro (nella projezione 
di F') ill una eonica passanto pci duo punti tripli ["*''] o poi due punti doppi, la qual conica 
si trasforma poi in una linca retta: dunquo Ic coppic di punti conjugati della cubica 
012... 8 sono allinoalo con un punto fisso dolla oubica medcsiina. Nolla retta doppia 
C vl sono quattro punti cuspidali, giacohh quattro sono le genoratriei dcll’iperboloide 
oho sono tangonti a F'. Le imagini dollc sezioni piano di F sono le curve di 4.° ordine die 
appartongono al sistoma 0H2 . . . 8 e sogano la cubica 012 ... 8 in due punti conju- 
gali. II punto 0 o la rotta 78 sono imagini di duo coniehe situate nel piano 00, Oj, o 
corrispondonti ai punti no’ quali F incontra D'. I punti (1, 2), (3, 4), (6, 6) rappresen- 
tano tro coppie di rotte ooiitenute nei piani OC, 0,0, OgC, le quali corrispondono alle 


*) Nobtiieb noi Math. Annalen, 1. 3, p. 50. 

*♦) Oio6 dotalo di lui punto doppio 0 o di otto punti soiuplici 1 2. ..8. 
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iiitorsozioni di F' eollo tre retto G’; i punli 7, 8 e lo rctto 07, 08 sono lo iniagini tli 
alti'o qiialtro retto di F, corrispondcnti alle gencralrici rottilinoo di F' incontratc da D', 
eec., ecB, 

29. Sc F' 6 tangentc lungo una conica aU’iperboloide D'G'G'iG',, la corrispondciito 
superficie P avra la rotta cuspidale C e i tre punti doppi 0 0, Oo. Nella projczioiie di F', 
rimagiiio di C saii una coiiica 123456, c le imagini dello sozioni piano di F saranno 
curve di 6.o ordinc con due punti tripli 1, 2, con tre punti soTnplici di contalto 4, 5, 6 
0 con un allro punto singolaro 3, equivalento a duo punti doppi infinitamcnto viciiii. 
Trasformando poi per mezzo della retc di coniche 123, le imagini dolle sozioni piano 
divengono cuito di 4.® ordine con duo punti 1, 2 di soinplico interseziono, con tie punti 
aemplici di contatto 4, 5, 6 o con un punto doppio 3. I tre punti 4, 5, 6 sono in uim 
rotta, imagine dolla retta cuspidale. 

30. So ncllo spazio {y) 5 data una superficie quildrica F paa.santo ]ini tre punti 0 0,0*, 

ad essa eorrispondoii in (ir) una superficie F di 3.® ordine. Infatti, alio retto dollo spazio 
( 35 ) corrispondoiio cubiclio gobbe, le quali avendo giib in oomunc con F i tre punti 0 , 

la segano in allri tre punti. La superficie F' contieno: L® la rotta D', cho corrispoiide nlln 
conica comuno ad F 0 al piano 00, Oj; 2,® le tre rotte G', chc oorrispondono alle tre coniche 
sezioni di F coipiaui OC, 0,0, O^G; 3.® due altre rotlo appoggiatc alio G’, lo quali oorri- 
spouclono ai punti in cui F 6 incontrata da C; 4.® tre retto situate rispettivainento nei piniii 
D'G', O'G'i, D'G's e corrispondcnti ai punti 0, 0,, 0^; 6.® allro .soi retto, ciaseniia ap])og- 
giata a duo G', corrispondcnti alio gonoratrioi di F cho passano i)or un punto 0; 6.® uUre 
quattro rotto, appoggiato a D', 0 corrispondcnti alio genoratriei di F' cho sogano C; 7.® sei 
retto coiTispoiidcnti alio conielie passanti per due punli 0 0 per uno do’ punti conuini a G 
0 ad F; 8.® due retto corrispondonti alio duo cubiclio gobbe chc giacciono su F, passano 
pei tre punti 0 0 segano C in due punli. 

Projottando F da un suo punto, si otticno una rapprosontaziono piana di F, nolla quale 
lo imagini dello sezioni piane sono curve di 4.® ordinc con duo punli doppi 0 cinque punli 
scinplici fissi. Trasformaiulo poi questo sistema di curve medianto la rote di eonicbo 
passanti poi duo punti doppi e per uno de’ punti somplici, si giungo alia rapprcsontaziojio 
d’ordine ininimo della superficie di 3.® ordinc i*). Tmagini dollo sezioni piano sono allorn lo 
curve di 3.® ordine cho passano per soi punti (fondamontali) fissi 1 23 4 6 6. Quest! soi 
punti, lo qiiiiidioi retto L2, 13,... 0 lo soi coniche 12345, ... rapprosontano lo vontisotto 
retto della superficie. 


*) Cledsch, Die Geometrie auf den Flaeken dritler Ordntmg (Cl. CRELi.E-BoKOiiABDa', t. 00, 
p.369 ); — Ceemona, Mimoire de giomitrio pure sur lea surfaeas dti Iroisi&me ordre (id., i. 58, p. 82) 
(Questo volume, pag. 66]. 
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3 i. II sig. Cayley *) ha, gij\ dato lo lormolo ( 1 ), ( 4 ) pel caso piti gonoralo della presonte 
trasfoi'niazionc: 

Xi : ; ais ; = ?/, y., '-yiyr- Vi iVi + : Vi {Vx + yO, 

yx'-Vi' Vi : 2/4 = (®i »i — ».') : (®i *4 — aij a:.i ) : (aii — «i) Xi : (aJa — Si . 

Nollo apazio {y), lo supcificio quildi'icho ip liaimo in comuno la rotla (?/,=i/2==0) o i tra 
punli 

(2/i = 2/:. = 2/i = 0), (?/2 = ?/3 = j/< = 0), ((/, = y2 = — 2/„ j /3 = 0); 

0 jiello spazio {x) le suporfloio cubioho i]) hanno in comuno la retta doppia (a;, = ajj = 0) 
0 lo tro rotto aemplici 

^ t ^ 0 1 Xg ““ *U| — 0^ , 

La Jaoobiana del L« apazio 6 yxytyfy, — 2/4) = 0; quolla del 2 .o 

Xi Xi (», — X2f (», Xi — X 2 Wj) == 0. 

Sono poi da iiolarsi i aoguonli casi particolari: 

i.t> a), : : a!j : », = y, y-j, : y^ ?/, : 2/, (j/t — ?/,) : y^ y , , 

2/1 : 2/2 : 2/j : th == (»i ®4 — Xi («! *3) : af «* : a? a!4 . 

Lb tp hanno in comuno la rotta (2/1 •=•-« 2/2 — 0 ), 0 i punli (2/1 = 2/1 — 2/4 == 0 )> (2/1 — y* — y% 
= 2/3 = 0), nol prime do’ quiili toccano la rolta (2/.1 = 2/4 = O)- I^o <|), oltre ad avoro la 
roila doppia (a;, = Xt =— 0), si sogano lungo la goiioratrioo {x^ — = 0) 0 si toccano 

lungo I’altra goneratrico (as, = iCj =. 0). 

La Jaoobiana del J.“ spazio h 2 /? 2/2 2 /a “Oj Ouolla dell’altro 

x\ X^ {Xi 3^4 "™ X 2 S/ 3 ) - — 0 , 

2.0 «, : 9:3 : ® 3 ; », = 2/, 2 / 4 : 2/2 Vi ■ 2 /i 2/3 : 2 /i -f 2 /j> 

2/1 ■> 2/2 : 2/a : 2/1 = *1 (•'®i *4 — ®2 sij) : ^ (sfi £»! — its) : al fta : aj. 

Lc tp hanno in comuno la rolta (y, = 2/2 == 0 ) 0 il ^mnlo (y, == 2 /a == 2/4 = 0 )> n®* I® 
loro sezioni fatto col piano 2/1 ~ 0 hanno un contatlo tripiinto (ola tangento 1/3 — 2/4 ~ 

Lo i]» hanno in comuno la roUa doppia (a, = == 0) 0 si osonlano lungo la goneratrico 

(a!i = *3 = 0). 

Lo Jaeobiano doi duo spazi sono yiy 4 ~ 0 , icj (s:, 354 — sra) — 0. 


*) Prooeodings ol tho London Math. Society, t. 3, p. 171. 
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3.0 yz tji '■ Vi th • ?/i ?/2 = V* ~ • 

!/. : Vz “ ®<) *2 *3 : (*2 - ®.) " ^<) : •'^i 

Le (p passano per la retta (y, = «/, = 0) c pel pimli (?/, == ?/3=?/. = 0), 0/* = ^ 
e sono toccatc nel punto (y, = ?/, = == 0) dal piano fisso j/i — ?y, = 0. liO <1), a 

retta doppia (a:, = aij = 0), hanno in comuno Ir tre genoratrioi (iCp-a’, =0), (a;* ^ a',i —0), 
s;^==a;, = 0), le prime duo delle quali concorrono sulla rotla doppia. 

Le Jacobiane sono yi yz yz (yi — y-^ — Ot (®i 


4.0 Xi:xz-.XzXXz = iji Vi : yz : y \ : Vi Vt , 

Vi :yz’.yi’yz=^XzXiX 3 \x\xz'. a-? Xz : 4 »< • 

Le f passano per la retta (sf, = = 0); oltro a ci6, nol punto (y, = ?/. = y.i ^ 0) fiono 
toecato dal piano = 0 e nel punto (j/i = 2/3 — 2/) = 0) dalla retta (2/3 =-•' 2/1 0)- "P 

hanno la retta doppia — 0), sono toccato dal piano »,, = () Ittngo la roKa 

(ar, ==a;3 = 0) e si segano in un’altra generatrico (a:j---a;3 = 0). 

Le Jacobiane sono 2/1 2/s 2/3 — xix]Xi — 0 . 


6.0 XiXXz-.X)'. Xt — yz 2/3 : y ^ Vi : 2/i 2/2 = yl — y > 2/i > 

* 2 /s • ^3 • 2/2 X^X^X Xz Xz Xz 4 Xi 3 ^ 4 aJi (Xi “* Xz X^4 

Le 'f passano per la retta (2/1 =2/2 = 0) 0 pel punto (2/2 = 2/3 = Vi ~ ®)> toccatc ncl 
punto {y\ = yz~yi — ^) dal piano =0, e in qucsto stesso punto lo loro sezioni Mto 
con piani passanti per la retta (2/1 = 2/3 = d) si osculano. IjO '|> hanno in comuno la rotla 
doppia (a:, = »; = 0) c le generatrici (a:, == »a = 0), (x, = Xs — 0), clio concorrono anlla 
retta doppia; e lungo la seconda delle dctte generatrici hanno tutl’l piani tangciiti coniuni. 
Lo Jacobiane sono ylyzyj — O, 44a'3 = 0. 


6.° »r.®2'. *3: *3 = 2/12/3:^22/3 '.2/5 •.2/* — 2/1 1/0 

yi:yj:y$:yi = xf XzXXjXzXzxa^x x^Xz~x!xz4 

Le tp passano per la retta (yi—yt = 0) 0 sono sogalo dal piano 2/3 = 0 seoondo coniolio 
aventi un contatto qiiadripnnto in (^^ == 2/2 = 2/s = 0), dove il piano tangonto comiincfi 
y, — 0. Le 'J2 hanno in comuno la retta doppia (a:, = 0:2 = 0) e si osculano lungo la rotla 
(k, = 0)3 — 0), in tutt’i punti della quale il piano tangonte b costanto (a;., — 0), 

Le Jacobiane sono yf i/j = 0, *5 «3 = 0. 

Nel case generale, come anche no’ primi duo casi particolari. il luogo delle direttrici 
sempUci delle il* e I’iperboloide x, Xz — x^Xj^ 0; negli ultimi quattro casi, il dotto luogo si 
riduce al piano !r^=0. Ne’ due casi che seguono, la direttrice seitiplico coincide colla retta 
doppia. 
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7.0 a;, : : a:,, : a;, = y, (y, — y,) ; y, (y, — y,) ; y, y, ; y^ y, , 

y ‘Vi'- y.\ ’ Vi = »r ®2 : »1 : x^, (x, — Xi) : x, x^ (.t:, — a:,). 

T.c cp hanno in comimo la rclta (y, =yj=:0) cd il puiilo {y^ = y.^, y3 = y, = 0), e nei 

punti (yi = yj = y,<— - 0), (y, =. y^ = y, = 0) sono toccale rispettivamente dai piani 
1 /i = 0> Vi — Lo t lianno in comnnc la rella doppia (a;, — x^ — 0), clio ora fa aiiclie 
le veei di una generatrico coniuno, c Ic duo scncrairici (a;, = 0:3 = 0), (a;, — x^ — 0). 

Lo Jacobiano sono yi y^ CVi — y^)* ^ 0 , a;] aj^^i — a:s)“ = 0 - 

8.0 a;, : a: : 0:3 : a-^ = y! : y, :yiy,\ y, y^-y], 

Vx ' Vi ' ?/.t : ?/i = «? a:3 : a:, a:^ : x^ (a;i a:, + a;l — a:, a;*) : a;^ X3 . 

Lo tp lianno in coinuno la vctta (y, == y^ = 0 ) 0 i piani yi = 0 , y^ ~ 0 tangonti rispei- 

tivaincnio noi punti (y, = y^ — y, = 0), (y, = y3 = y, = 0), e sono sogalo dai piani 

pnssanti per la rotta (y, j/i == 0 ) aocondo conioho clic si osculano nel punto 
iVi ~ V'i ~ 2/4 == 0)' IjO ']) hanno la rotta doppia (a:, — ~ x^ = 0 ), che qui fa anclio I’ufflcio 
di una gonoratrieo di contalto (cosl olio ossa conla per 0 noll’ordino doll’intoi'soziono di 
duo ([)), c si aogano inollro iiella gonoratrieo == *3 = O'). 

Lo Jacohiano sono i/ly^ — Q-, x'lxl = 0 . 

33 . Qiiosti casi particolari si doducono dal case goiicralo, supponondo; 

I.® elio duo do’ tro punti Oi.O*, O3 siano infinitainonlo vicini in una data rotta 

{^3 == 2/j ~ 0) ; 

8.° oho i tro punti Oi.Os.Oa siano infinitamonto vioini in un dato piano yj=:0; 
3 ,° cho il punto Oi sia infinitamonto vicino alia rotta C, doterminando con ossa un 
piano yi—yt^Q (menlro i punti 0,, O3 siano qualsivogliano); 

4.0 cho, oitro all’ipotosi 3 .^i punti 0*, O3 siano infinitamonto vioini fra loro in una 
data rotta (y:, = y^ = 0); 

6.® cho i punti Oi, O2 siano infinitamonto vicini fra loro in una data rotta (yi=y3 === 0), 
cd anche infinitamenlc vicini alia rotta C, colla quale detorminino il piano yi — 0 ; 

6. ® cho, oitro aH’jpotesi S."-. anchc il punto O, sia infinitamonto vieino ngli altridue 
in un dato piano ys — 0; 

7 . ® cho i jnmti 0 ,, Oj, senza essoro prossimi fra loro, siano infinitamonto vicini alia 
rotta C, dotorminando con ossa rispoUivamonto i piani yi — 0 , yz = Q\ 

8. ° oho, oitro air ipotosi 7 ."-, il punto O3 si aecosti infinitamonto ad Oi in una rotta data 

(yi = yi = 0). 


33 . Le K siano conioho por tro punti fissi 0, 02O3; il luogo L riducosi allora alia rotta 
X2 contata duo volte. IjO f sono suporfioie di 2.® grade circoscritto ad un tetinodro fisao 
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0 OiO^Oj, in iin vertice 0 del quale haimo iiii ))uino tanKcnto fisso to. La traalorinazioiio 
inversa e di 4 .® giado (jj, = 4 ), giaccli6 alle rette dcllo spazio (a;) coiTispondono lo ourvo 
gobbe di 4 .® ordine, per le quali 0 , 0 , Oj sono punti soin2)lici od 0 & uii pijnto doppiu 
colle tangent! nel piano fisso to. 

Lo spazio {y) non contione curve fondamcntali; o la Jacobiana dcllo f dec sognro la 
'ft secondo un luogo di 8.® ordine. Ora la Jacobiana dollo K 6 la tenia dollo rette 0,0,, 0 .| 0 i, 
0,0^ die rappresentano tre coniche; o i punti fondamcntali I, 2 rapprosontano duo rotlo, 
die insieme colle tre coniehe costituiscono il predolto luogo di 8.® ordine. Dunquo la Ja- 
cobiana delle 'p eomprende: 1.® il luogo delle coniclio circo.soi'itto al Iriangolo 0 OjOg o 
tangent! in 0 al piano to; 2.® il luogo delle conidie circoscrilto nl triangolo 0 0,i0i o tan- 
genti in 0 al piano to; 3 .® il luogo dello eoniclie eircoscritto al triangolo 0 0 | 0 s o tnngoiili 
in 0 al piano w; 4 .® il luogo delle rette passanti per 0 o contcniito nel piano to. Quest! qual- 
tro luoghi sono ordinatamente i piani 0 020^, 0 0;,0,, 0 0,0* od to; rinsiomo doi 
quali costituir^ adunque la Jacobiana delle (f>; e ai piani modosiini corrispondoraniio 
ndlo spazio (js) tre rette fondamcntali doppio D',, D'j, D* od una coiiica C. 

La retta coniuno a due de' tre piani 0 O2O3, 0 O3O,, 0 O1O2 fa parte d’ontrambi 

1 fasei di coniehe contennti in ossi piani; dunque lo tre rette doppio dollo spazio (a) a duo 
a due hanno un punto comune. Ma lo tre rette doppio non possono giacoro in uii solo 0 
medesifflo piano, perohii ad osso corrisponderobbo una suporfioio f della quiilo farob- 
bero parte i tre piani 0 O2O3, OOjOj, OOiOj (il ohe h assurdo, ossoiulo lo (p di 2,® 
grado); dunque le tre rette coneorrono in uno stesso punto Q', 

La retta comune nl piano » e ad uno doi piani 0 O2O.,, 0 0 * 0 ,, 0 OiO, fa parte 
si del fascio di coniche contenute in questo piano, si doi fascio cli rotto contonuto nel prime 
piano e inoroeiate in 0; dunque la conica C incontra ciascuna dollo rollc 1)'. 

Da tutto eib segue che le t|) sono superflcio (di Steiner) di 4.® ordino, por lo quali Q' 

e iin punto triplo, le D' sono rette doppie e C' 6 una conica somplieo. 

Le curve secondo le quali .si segano ulterionnentc le iji a duo a duo, ossia lo ourvo dollo 
spazio (x) che corrispondono alle rette dello spazio (y), sono coniehe apirogginto in un 
punto a ciascuna delle linee D',, D’^, D',, O'. 

^ La Jacobiana delle <}) dev’essere una suporfioio del 12.® ordine, por la qualo einscuna 
D' sia multipla secondo 7 , e la C sia tripla. D’altra parte, a ciascuno de' punti 0 , , O^, 0 , 
dee corrispondere un piano da contarsi due volte, 0 al punto 0 una sii2mrficiG quildrica 
da contarsi tre volte nella Jacobiana delle f Dunquo ai punti 0, 0, 03 0 corrispondono 
ordinatamente i piani D'2D'3, D',!/., D’,D’2 0 il cono quadrico Q'C'. 

Si^giunge alia medesima trasforniazione, assumondo por lo 1 C le curve di 4 .® ordino 
I 2'0 OiOiOj; nel qual caso il luogo L scompare affatlo, Anche qui si ottengono pa- 
recc 1 casi partieolari, supponendo ohe aleuni de’ punti OO1O2O3 siano infinitamonto 
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34 , Da questa trasformaziono si rioava tosto la rappresentaziono di una superficio 
<]) di Stkineu 8ul coiriapondonto piano p Alle sozioni piano di tj) corrispondono le 
intci’sczioiii ili p collo tp, valo a diro nn sisleina di conicho che inconlrano in punti eonjn- 
gali involutoriamento ciascuna dello retie, secondo lo quali p sega i piani 00*0,, 00,0,, 
OOiO,; i pnnti doppi dcllo tro involuzioni sono i vertiei di un quadrilatero completo. 
Ciascuna <p che toooiii il piano p lo sega sccondo due retto; dunque oiascun piano tangonte 
a <(i sega quosta superficio secondo duo conieho. I lati dol quadrilatero anzidetto sono lo 
gonoratriei di conlatto dol piano p con cjuattro coni tp, ai quali corrispondono quattro 
piani, e ciasouno di quosti tocca 'Ji lungo una conica. 

Ad una suporfioic di 2° grado situata comunque ncllo spazio (a;) corrispondo in (j/) 
una oorta suporflcio di 4 o ordino, per la qualo 0 , 0, 0 , sono punti doppi conici, cd 0 6 im 
punlo doppio uniplanaro, nol quale il piano tangonto sega la superficio sccondo quattro 
rclto. lo ho gih sludiato questa superficio altrove ■**). 

In gcnoralo, ad una suporficie d’ordinow, situata comunque ncllo spazio (ai), corrisponde 
in (y) una superficio d’ordino 2n, per la qualo 0, 0,0, sono punti «-pli conici, ed 0 un 
piinto «-plo uniplanaro, dove il piano langento « soga la suporficie secondo 2n rotto (in- 
croeialo in 0), cost clio la soziono fatta da un piano condotto avbitrariamouto per 0 6 una 
curva dol goncro (ii — X)®, por la qualo 0 fa Ic vcci di duo punti «-pli infinitaniento vicini. 
So por la prima suporficie il punto Q', le rclto D',, D',, D',„ c la conica C' sono nuiltiplo 
ordiuatamento sccondo i nuraori q, qt, Qzi e, la soconda suporfioio sarA doll’ordino 
2n — {qi -f qt -1- q^ -He), o por essa i punti 0, 0,, 0,, 0, saranno multipli secondo i 
numori n+q — (5, -I- q^ + q^ -f- «), n — (g, 4* qa)> « — (gj -f- g>). « — (Si +■ <b) > 00c. 

36 . Lo formolo (i ) 0 ( 4 ) pel caso pih gonoralo della prosonle trasformaziono sono •*'*'*‘) : 

a;, : : a:, sy, ; j/, y, : 2/1 y? : y. (2/1 -H J/s -f ya), 

2 /i • J/j • 1h • Hi / (®) f (®') a?) I f (a;) a^ a;, ; a;, a;, a;, , 

dove por brevith si 6 posto f (a;) — a;, a:, -|- a;, x, -|- a:, a;*. Lo superficio quadricho f sono cir- 
coscritto al totraodro formato dai piani yi = 0, yt — 0, y, = 0, = 0 0 sono toccate 

ncl vortioo (y, ~ y, == y, — 0 ) dal piano flsso y, + y, -|- y, == 0 , Lo iji sono superlicio di 
4.0 ordino, avonti in comuuo tre rotte doppio (gli spigoli del triedro formato dai piani 
a;i = 0 a!* = 0, a5H = 0), od una conica (3:4 = 0, /(a:) = 0). 

Lo Jacobiane doi due siatomi sono y, y, y, (y, + y, + y,) = 0, a:] a:] a ;5 P {x) = 0. 

Notiaino poi i seguonti casi particolavi: 


*) Uondiconti dol H. Istituto Lombardo, 24 geimajo 1867, p. 16. [Qncslo volume, pag. 380]. 
Clebscu nel G-. CiU!ii.i.B-BoiiciiAiiDi’, t. 67, p. 1. 

**) Momorio doll’Aooad, di Bologna, sorio 3.“, 1. 1.® [Questo Opeie, n. 94]. 

*♦*) Ibid. 
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1.0 XiXXi '. sk'.Xi — Viyi ; ViVi : yi 2/2 : yl — iVi + Vi ) ?/<> 

2/1 y-i • Vi’ Vi = { («) aJi *3 ; f (ac) a?3 ; f (a;) a:, *2 : Xi Xg (x, .v^ — - .T;, ^4), 
dove f(x) = (Xi + iBj) a;,,. Le f passano pei punti 

{2/i=y2 = 2/j==0), (y, = = 0), (ir2 = ?/,-= jr,==rO), 

nel prirao de’ qiiali esae haiino il piano tan^ento iisso ijt -|- 7/0 = 0 0 lo loro sozioni faLto 
con piani passtauti per la rotta (7/1 = 7/2 — 0) si osoulaiio. Le <{) sono anooivi suporficio di 
Steiner aventi in comune le tre retto doppio (a;* = a;3 — 0), (a’n “ a-’i 0), (ari ~ a'j “• 0) 
ed una coriica 

(a:i4-®s = 0, a;, a:, — a;* 3:4 = 0), 

la quale per6 6 ora situata in un piano passanio por ima dcllo Iro rolfo doppio. 

Le Jacobiane sono y, (y, -f yj) = 0, a:f xl a§ (a;, -|- = 0 . 

2.0 Xiixr.XsiXt^ijiyy. ysy, : y, y., t yl + yl + yi y, , 

7/1 : 2/2 : 2 /j : yi = /(a:) ar^ x^ : f(x) Xj a:, : f(x) a:, x., : a:, x^ x, a:, — a:f ( 3 ;J + a-J) , 
dove f{x) = X2X3. Le (p hanno di comune i punti 

(Jl.== 7/2 = y 3 = 0), (y2 = y 3 = y, = 0), 

nel priino dei quali esse sono toceate dal piano lisso yi = 0 0 lo loro sozioni fatto con qiia- 
lunque piano passanto per una delle rette (iji = 2/2 = 0 ), (yi - - yj = 0 ) si oseulano. Lo '[i 
sono ancora superfioie di Steiner con tre rette doppio comuni (Xf x,,~~ 0 ), (x,, = a-’i 0), 
(.c,=a;2=0); ma inveco di passarc per una stessa conica, hanno in oomuno tutt’i piani 
tangeuti no’ punti di una retta doppia (iSj — a:j = 0). 

Le Jacobiane sono y\yitji — 0 , a:rar]3y = 0 . 

3.0 a:. ; : 3 ^ ; *4 = yf : y, y^ : y^ y, : y^ (y, — y^) , 

2/1 : T/s : 7/3 ; y4 = f{x) Xi Xi : f{x) x \ : fix) x^ : a:, xl 3:4, 

dove /(») = XiXi—xj. Le f hanno di comune i tre punti — y3=0), (yi — 7/2=-yi= 0 ), 

(1/1 = 2/3 = y 4 = 0 ), nel prirao de’ quali sono tocoato dal piano yj — 7/2 == 0 , e nel socondo 
dalla retta y^ = y4 = 0. Le iji sono d’una forma degenero della suporficio di Steiner *), 
esse hanno in comune la retta (a:, ~ a:^ = 0) oquivalontc a due rette doppie infinitnincnto 
vicine, un’altra retta doppia (3)2 = 3:3 = 0 ) od una conica (a:, = 0, /(a:) = 0) 

Lo Jacobiane sono y\ y^ ~ y,) = 0, x! xi f (») = 0 . 


♦) ChasBSCHnel a. CREr,i,B-BoKOHAKDT, t. 67, p. 15; — Rendiconti del R. Istituto Lom- 
bardo, 24 gennajo 1867, p. 19 [Queste Oporo, t. 2.®, pag. 392], 
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4.0 : iBj : * 3 : a;, — j/, y, y^, 

y\ ■ Vi : 2/;> : 2/i == f (*) *1 Kj : /(a:) a;^ a:, : /(a;) a:^ : »! (tCj ** — 4) . 

do VO /"(a:) == »i »3 • Lo <p p«ssano pci puiiii (?/, ==• i/j = 2/3 = 0 ), ( 1 /, = j/, = = 0 ) , nol pri- 
nio de’ quali gone loceate dal piano ?/, = 0 , 0 nel gocondo dalla rotta (?/.t = ?/< = 0 ); inoltro 
gone acgalo da ogiii piano passaiite por la rctla (y, = y^ ~ 0 ) secondo conieho olio si osculano 
in (i/i — j/j == 1 /s ~ 0) . IjO <]) sono dolla stossa forma degenoro dolla supeiTieie di Stkiner 
como nol caso prcccdoiUo; hanno in coinuno lo rotto doppio (i/j — y, = 0 ), (y, = y, — 01 , 
la priina dollo quali rapprosonta duo rcUo doppio infmitamento vieiuo, od inoltro una co- 
nica («, — 0 , a:, — 4 — d), il cui piano passa por la seconda rclta doppia. 

Lo Jacobiane sono ijiyly-y—Q, 444 = 0. 

5.° a:, : iCs : x , : a:, = y\ : y, y , : ~ y, y. : y^ y„ 

yi> Vi- ?/ 3 : y* == ^ (4 4 ; ; f(x ) ®, aij : 4 a, , 

dove f{x) = 4 — X 1 X 3 . Lo (p hanno i! punto oomuno (y, = 1/2 — y-,~ 0) eol piano tangonto 
fiBSo tfi — 0, od un altro punto coinuno (y, — j/, ==: y, = 0) dovo lo sozioni fatto col piano 
?/, = 0 si osculano tutto fra loro. Lo ili appartongono ad uii’altra forma degoncro dolla su- 
porfioio di Strineii hi oomuno la rotta re, = 3:2 = 0 , oho rapprosonta tro rotto 

doppio infinitamento vicino, od inoltro la conica (?, = 0 , /'(a;) = 0 ). 

Lo Jaoobiano sono yiyu^O, 4r(4'=®" 

36. Quosti casi particolari risultano dal caso gonoralo supponondo; 

J.o oho il punto 0 , sia infinitamonto vicino ad 0 nolla rotta (yi — y* — 0 ); 

2 . “ oho anchc il punto O 2 sia inrinltamonlo vicino ad 0 nolla rotta (yi — yj — 0 ); 

3. ” oho do’ tro punti 0,, 0,, 0, (ora non pih snpposti prossimi ad 0) duo siano infini- 
tamento vicini fra loro nolla rotta (yj = y)=’0); 

4. ° oho il punto 0, sia infinitamonto vicino ad 0 nolla rotta (y, = y, == 0), 0 oho i 
punti 0 ,, O 3 siano prossimi fra loro nolla rotta (y 3 = y 4 == 0 )’, 

6,° cho 1 tro punti 0, , Oj , Os siano infinitamonto vicini fra loro nel piano y< = 0 . 


Triisformazlonl dl 3,® grado, 

(v = 3; ti. = 2, 3, 4,..., 9). [<•“] 

37. Sia una siiporficio gobba di 3,° grade, la cui rotta doppia indichorb con D. Ab- 
biamo gii voduto (n.® 26) oho ossa pub essoro rappresontata, punto por punto, in un piano 


*) Itendiconii del H. IsUtuio Loml)ardo, 2(1 gonnajo 1867, p, 20. [Questo Opem, t. 3^3]* 
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H in mode die le imagini delle sue sezioni piano siano conicho passanti per ini punio fisso 1 
e seganti armonioamente un date sogmento. Per conseguonza, il sistcnia delle imagini 
delle intorsezioni di colie altre aiiperllcie gobbo di 3.° grade, dolalo della medesima rotta 
doppia, sai'^ formato dalle curve di ordine 1 “. 

Assuraendo per Ic K le retto del piano 0, epperd per L il gnippo di tro retto passanti 
per 1, si ottiene la trasformazione (v = 3, p- = 2), clio abbiaino giA esaniinata preoedonto- 
mente (n.o 26), 

Le K siano coniche 1 OiOj, epperd L sia un pajo di retto usoonti da L. Lo (p saranno su- 
perfleie gobbe di 3.° grado aventi in comune, ollro alia rotta doppia D, duo goneralrici G,, 
G, e due punti Oi , Os; o la trastoiinazionc inversa sarA di 3.“ grado (p- — 3). Alio retto dollo 
spazio (x ) oorrispondono cubiche gobbo K, lo quail passano per 0,, 0^, sogano duo volte D 
ed una volta ciascuna delle Gi, Gs’, come si riconosco tosto dall’csaino dollo K, lo quail 
sono io imagini di quello curve R oho giacciono in (p,. 

La Jacobiaim dollo f dov’ossorc un luogo dcll’S.® ordine, pel quale 1 ), G,, G* siano mul- 
tiple secondo i numeri 7, 3, 3; esse avrA adunque oou <p 4 un’altra linoa coinuno doH’ordino 
3 . 8 — 2. 7 — 2.3 = 4. Questa A I’insiomc di una conica e di due rotto, rapprosontato sii 
n dalle retteOiOj, 10 ,, lOs, che formano la Jacobiana dollo K, Dunqucia Jaoobiana delle 
If comprendo: l.o il luogo delle coniche passanti per 0, , Os ed appoggiato alio rotto D, G, , 
Gj, vale a dire I’iperboloide DGiGsOiOs; 2 .'>il luogo dollo rotto oho passano por 0 , osegano 
D, vale a diro il piano 0,D: S.'’ il luogo dollo rotto oho passano por Os e sogano D, vale 
a dire il piano OsD. Quest! treluoghi sono da contarsi somplicomonto iiolla Jacobiana 
delle If, giacohe por questa i punti 0,, 0, sono soltaulo doppi (n,o 16); dunquo la Jaeo- 
biana medesima compronderA inoltre un luogo dol 4,° ordine, il quale, dovondo avoro D 
come retta quadnipla e G,, Gs come rotto doppio, non pub ossore allro oho il pajo di 
piani DG,, DG^, contati due volte. 

Segue da cib oho gli enti fondamentali dollo spazio (») sono una rotta doppia D' (cor- 
rispondente aU’iperboIoide DGiGsOiOs), duo rotto semplici G',, G's (corrispoiidonti ai 
piani OiD, OjD) e due punti semplici 0’,, O'j (corrispondenti ai piani DG,,DGs). 

Le rette D', 6 ', hanno un punto coinuno, porchb la retta [®''J cho passa per 0, e incontra 
D e G, appartiene si alle coniche corrispondenti ai punti di D', si alio rotto corrispondonti 
ai punti di G',. Analogamente D’ sega anche G', , Da cio seguo sonz’altro, cho lo 41 sono su- 
perficle gobbe di 3.® grado, aventi in comune la rotta doppia D', lo gonorairioi G',, G's, od 
i punti O'l O's; vale a dire, il sistema delle tl* A affatto analogo a quello dollo f. 

So assmniamo y, = 0, yj = 0, y, — «,ys = 0, y, — a^yj = 0 como oquazioni doi piani 
DO,, DOs, DGi, DG,; (y, = y^ =: o) come oquazioni della rotta OiOs, cd I(y) = 0 como 
equazione dell’iporboloide DGiGsOjO*, le formolo (1), (4) por I’attnalo trasformaziono 
saranno 
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Xy : : »3 : ®4 = j/i l{y ) : j/a I {y ) : (^i — «i ?/*) (2/, — «a ?/a) j/, : (?/, — a, j/,) (y, ~ a, j/j) 1/4 , 

J/i • 2/2 > 2/3 • 2/4 — ®i J (®) • ®a J W • (*a ®i) ®i ®a ®j t (fla — Ri) ®i ®a > 

clove J (») = (»i — «i *3) (®i — «2 *2) "h («2 — «i) *1 ®2 ~ I(®). Le Jacobiane del due spazi 
sono 

I {y) Vi Vt (Vi — «i Vif (Vi — «* Vif = 0. J (») (®i — «i ®a) (®i “ «a ®a) «! = 0, 

Si hanno casi parlicolari di questa Lrasfonnaziono, quando iaoeiansi ipotesi speoiali 
aulla scambiovolo giacitura dei pimli 0, , Oj; o dcillc retie D, G, , G^. D’ora innanzi tralasee- 
romo di considorare tali casi, die per sci iioti prcBeiilano dilficoltil: tanto ph'i che noi non 
abbiaino qui Pintenzionc d’osaurire tiitt’i casi possibili, ma solamente di presentare alcuni 
degli esoinpi piii notabili. 

38. Eitonula la supposiziono del n.® 37 per <f„ le K siaiio ora lo cubiolie L^OiOjOjO^, ed 
L sia una rotla per J, Allora lo <p saraimo siiporlioio gobbe di 3.“ grade avouti in comune, 
oltre alia rotta doppia J), una goiioralrico G e quattro punti 0|, Oj, O3, O^; e latrasfonna- 
ziono iiivorsa saril di 4.® grado (p, 4). Alle retto dello spazio («) corriapondono curve gobbe 

R di 4.® ordino (0 2,'' specie), die incontrano D in tro punti, G in un punlo, e passano per 
quattro punti 0. 

La Jaeobiaiia dello <f dev’ossoro dell’8.“ ordino 0 cantcnorc 1) sotto volte e G tro volte; 
Gssa scgliorjl adunquo secemdo un’altra linea doH’ordino 3.8 — 2.7 — 1..3 = 7, la 
quale c co.stituita da una ciibica gobba e da quattro retie, rapprosontate su 11 dalla co- 
iiiea lOiOjO.0, 0 dalle rotte 10,, lOj, 10.,, 10.,, die lormano la Jaeobiaiia dello K. Dnnquo la 
Jacobiana delie f coiiqironde: 1." il luogo dello oubiclio gobbe segaiiti 1) in due punti, G in 
un piuito 0 passanti pei quattro punti 0, valo a dire 1’iporboloido ])GO,0,0;,0,; 2.0 i luoghi 
dello rotte sogauti i) 0 passaiiti per un punlo 0, valo a dire i quattro piaui UO, , DO3, DO3, 
1)04. Qiiesti cinque luoghi sono da contarsi somplicoineiite nella Jacobiana dello f, pordib 
in questa i punti 0 non sono die doppi; dunque la Jacobiana die si eonsidora compreiiderit 
anebe un luogo di 2.° ordino, pel quale 1) c G siano doppio; il qual luogo sai'it pertanto il 
piano DG contato duo voile. 

Di qui consogiio che gli onti fondainontali dello spazio (®) sono una retta Iripla D' (cor- 
rispoudento alFiperboloido DG0,0a0||0,,), quattro rctlo soinplici 6',, G'^, G';„ G'l (cor- 
rispondonti ai quattro piani 1)0), od un punto 0' (corrispondeiito al piano DG). 

La rotla D' incontra ciascuna rctla Cf,, , porehb la rotta [“®] che passa per 0, e si appog- 
giaa D, G, appai'tieno ai alio cubicho eorrispondonli ai punti di D', si alle rette corrispon- 
denti ai punti di G',.. 

Lo '[j sono adunquo suporficio gobbe di 4.“ grado, che hanno in comune la retta tripla 
D',lo quattro gcncratrici G' od il punlo O', 


Ormo?ia, tomo II L 
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La Jacobiana delle tj) comprenderil: I.® quattro piani, da contarsi due volte, corrispon- 
denti ai quattro pimti 0, c seganti ciasciuia eschisivamoiite nello linoe fondamoutali: 
essi sono i quattro piani D'G'; 2.® un luogo di rettc corrispondonti ai punti di G, il qiml luogo 
dcv’esscre un piano, percli5 G lia con ciascuna It un solo punto comuno, e dove scgnrc oia- 
scuna '!» secondo una rotta, ond’csso saril il piano D'O'; 11.® un luogo di conielio corrispon- 
deiiti ai piuiti di D, il qiial luogo sara di 3.® ordinc, porchb L) ha con ciascuna E tro punti 
coinuni. Siccome la Jacobiana complcta 6 doH’ordine 12 o contionc D', G', O'risp, 11, 3, 2 
volte, eosl il luogo di 3.® ordinc conterril D’, G', 0’ risp. 2, i, 1 volta, vale a dire, csso sartl la 
superflcio gobba di 3.® grado, ohe e dotenninata dalla rotta doppia D', dallo quattro 
geueratrici G', e dal punto O'. Lc coniclie (corrispondonti ai punti di IJ) sccondo lo quali la 
detta superlieie di 3.® gi’ado interseca le ([i, sono appoggiato alio einquo retto D', G'opas- 
sano pel punto O'. 

Se si rappresentano i piani DG, DO,, DOj, DO,,, DOj, OiOaO;,, OiOjO^ o Fiporbo- 
loide DGOiOjOgOi colle equazioni. 

Jti — = 0, y, — a, = 0, t/i ~-aiy2 = 0, ?/, == 0, ?/» = 0, j/a ^ 0, y, = 0, l(i/) =- 0, 

dove 

I (i/) = OJi — «i (t/i — + « 2/i 2/a + & 2/i 2/4 + c 2/a + 2/2 2/4 . 

le formolo (1), (4) per I’attuale trasformazione saranno 

a:, : a;^ : 353 : a:^ = 2 /i 1 ( 2 /) : 2/2 1 ( 2 /) = 2 /s 2/3 (2/1 — 2/2) : 2 /i 2 /i ( 2 /i — 2 /s) . 

2/1 : 2/s : 2/3 : 2/4 = aJj J (») : J (») : /(®) ®i !»3 : /■ (®) , 

dove f(x) ~ (x, — a, as,) (as, — a;,), e 

J(x) — ~(axlx 3 i-bx,XiX 4 + e x, xl x^) -f (a;, — Xi) as, a:^ . 

Le Jacobiane dei due spazi sono ordinatamente 

I (2/) (2/1 — (h Vt) iVi ~ tti j/i j/2 (y, — y^Y = 0, 

J (as) (a5| a!^) (as, (i, a^)* (a., ~ x^ x\ x\ = 0. 

39, La trasformazione qui trattata somministra la rappresontaziono, punto per pmilo, 
di una superfieio ({1 sul corrispondente piano p *’), Come gih si 6 notato, <j> e gobba 0 di 4.® 
grado, ed 6 dotata di una retta tripla D'. Imagini delle sue sozioni piano sai’aimo lc tracco 

delle ‘f su p, epperb saranno curve H di 3.® ordine, aveiiti in comuno un punto doppio <l 

(traccia di D) ed un punto semplice g (traooia di G). Ai piani per O' corrispondono gli ipor- 


♦) C£r. Nobthbr nei Mathom. Annalon, t. 3. 
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boloidi DOiOjO.A) i quali segano ciascuno dci piani OjO^O^, OiOjO,, OiOgO,, OiOjOj 
secondo fasoi di conichc; duiiquo lo kacce di ijuosti ipcrboloidi sii (3 cosUkiiranno una 
rote di c-oniclic k (piissanti })(’r d) acgaiili in mi’iiivoluzioiic di piniti ciascuna dcllc quattro 
retlo tracec do’ pintii aiizidotti. l<’ra lo conichc k v(i no sono iiifniite cho si spczzaiio in duo 
I'olto, ruiui dollo ipiali passa per d, inoiiLro I’aitra tocca una conica fiasa P. Eeco adunquo 
come si puo costruivo la rappia'scntaziono di (|>. 

Assinnansi ad arbitrio i punli d, ij, quattro rottc iSi, 8j, S.,, §4 (passanti per d), come 
traoco do’ piani 0 |D, OJ), O.,!), 0 , 1 ), 0 Ire altrcrctto (o,, w, ,{11011 passanti per d), come 
traeco do’ piani 0 j 0 ,, 0 ,, 0,0,|(),, OjO^O,. Lo coppio di relte 3,0),, Sjoi,, 3,0)4 detonninano 
la rote dollo conichc k. Congiungasi il punto 3,0)4 col punto 3 ,,, to,; il puiito 8,<»j col puiito 
Sjco,; il punto U2<^>h col punto 3,0).,; lo Ire coiigiungonti c lo «), , o)j, <«,, toccano una conica 
stessa P. Staliiliscasi una corrisiioiidonza aiiarnioiiica fra lo taiigoiiti di P 0 lo retto per d, 
in inodo cliole w,, o)^, o),, corriapoadaiio alio 8,, 8„ Sy, 0 siaw, quolla tangontodi P die 
coii'ispoiido a 3,: sarit o), la traccia del piano OiOoOj; 0 ciascuna dollo quattro rotto w sarii 
seguta dallo coniclin k in un’diivoluzinno di piiiiti. 

Fra lo coiiiclio fc cho passano por y so no scclga una, I, come traccia doll’iporlioloidc 
DGOiOjOiiO,, oio6 come imagine della rolta tripla 1 )'. Lo coiiiclie k dotermhiano su I una 
involnzioiio cubica cli piinti, cosi die ogni gruppo 0 torna di piinti c I’imagine di un punto 
unico di D'; vale a dire, qualuuquo cubica fl, passante per im punto di I, passa audio per 
gli altri due punti dolla inodeHiina torna. In eii) conaistoiio lo condizioni allc quali sono sog- 
gotte In II, 0 cho provengono dal fatto cho lo 'f jiassano poi quattro punti 0 . I punti coniu- 
gati in uiio stosso gruppo doll’iiivoluziono culiica sono i vortici di 1111 triangolo insoritlo in 
I 0 circoscritto a P. 

Lo retto por D sono lo irnagini dollo gonoratrioi rottilinee di i|>; ma la rotta dg, traccia 
del piano DG, non corrispondo clic al punto O'; la gonoratrice clic passa por 0' ha por ima- 
giiio il punto g. 11 punto d rajiprcseiita la conica secondo la quale iji 6 interseeata dalla su- 
pcrficio gobba di S.'’ grado ])'‘G',(.r'sG':,G'iO'. Lo coniclio pord, g 0 por duo punti di uno 
stosso gruppo dcll’involuziono sono lo imagini dollo ciibichc di «]), situate noi piani tangenti. 
Lo rotto per g rapprosoiitaiio lo ooiiicho, secondo lo quail iji 6 sogata dai suoi piani bitan- 
gonti; quolla di questo coniclio cho passa per 0' ha por imagiiio il punto d. 

La relo dello coniclio 7 c rapprcsonla, come gitl si 5 vodulo, le sozioiii fake in dai piani 
passanti per O'; doiiclo soguo cho lo tangenti di P sono lo imagiiii dello eubicho di ({), situate 
noi piani taiigonti clio escono da O'. Quosti piani iiiviliippaiio un coiio circoscritto di 4 .o 
ordino, cho tocca ijj liuigo una curva di 6.° ordinc (la oui imagine b niia cubica Ay Hessiaua 
dolla rcto dollo 7c) 0 sega la stossa <|) lungo una curva ill 6.“ ordinc, la imagine dolla quale bla 
conica P, cho insiomo col punto d costitiiisoo la curva Cayleyana dolla rote gift nominata. 

Sia m uno doi punti coinuni alio conichc I, P; la rotta laiigentc in in a P seghi di nuovo I 
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in w!\ la tangente in m' ad I tooeheril allora anclio P. T tro punii m m’ m' formano iin gruppo 
dell’involuzione, vale a dire, i quatlro pmiti vi sono i puiiti doppi doll’involuziono. Laretla 
tripla D' contieue peici6 quattro punti ouspidali, corrispondonti ai quattro gnippi aiialoglii 
ad mm' in'. 

40 . Conservata ancorala medesima aviporficie fn suppongasi ora elie lo K siano Ic curve 
di 4 ,“ ordine l^OiOiOaOiOsO^; il luogo L seompai’o del tutto, Lo (p sono suporficio gobbo di 

3.®grado, che, oltre alia retta doppia D, hanno in oorauno aoipunli Oj, 0^ Og fissi, o la 

trasformazione iuversa e di 5 .“ grado ([). = 6). Alio rotto dollo spazio (x) coiTispondorio 
curve gobbe R di 5 .“ ordine, che incontrano D in quatlro punti o passano per i soi punti 
dati. 


La Jacobiana delle ip ela, ft devono avore in coinuno, oltvo a D, una linoa doll’ordino 
3 . 8 -- 2 . 7 — 10 , la quale eomposta di una ourva gobba di 4 .° ordine o di soi rotto rap- 
presentate su H dalla cubica POiOj ... Oa, o dallo rotto 10,, lOj, oho costituiscoiio la 
Jacobiana delle K. Dniiquo la Jacobiana dollo f comprondo: l.° il luogo dollo curve golibo 
di 4 .® ordine che segano D tro volte e passano per i sci punti dati, vale a diro I’ipcrbo- 
loide DO, Oj . . . Oa; 2.® i luoghi dollo rette die sogano D o passano por un puiito 0 , valo a 
dire i sei piani DO,, DOi DO^. 

Di qui segue che le ([> sono superficie gobbo di 5 .® grado, avonti in coimino una rolla 
quadrupla D' (corrispondento all’iperboloido DO, , . , ) o soi goncratrioi G', , G'a, . . . , G',, (eor- 
rispondenti ai sei piani DO). La Jacobiana dollo ((i consta doi sei piani D'G', da contarsi 
due volte, e della superficie gobba di 4 .® grado D'*G',G4.., G'*, clio 6 il luogo dollo co- 
nlclie appoggiato alle sotto rette D', G'. . 

Eappresentiamo iiedo spazio (^) colle oquazioni 1(2/) = 0, H, (?/)=: 0 , Ilg (j/) — 0 , 

2/i~a,j'j = 0, 2/i— — 0, 2/i— fla2/2==0, a,2/« = 0, f/, = 0, ^2—0, 2/3=0, 2/4 = 01’i- 

perboloideDO,OA040A,uiiodegl’iperboloidiD03030AOo,unipcrboloide DO,030AOo, 
ed i piani DO, , DO* , DO3, DO4, DO5, DOj , OiO^Os, O^O^Oa; 0 nello spazio (») rapprosontianio 
colle equazioni J(a;) = 0 , M(a:) = 0 , N(a:) = 0 , x, — a,X2 = 0 , a;, — Xi — 0 , a:, — = 0 , 


», — a^Xi = 0 , is, = 0 , aji = 0 , — 0, 0:4 = 0 la suporficio di 4 .® gi'ado 

I’iperboloideD'G^GsG'a, I’iperboloido D'G’.G'Aa, i piani D'G',, D'G'^, 


D'«G',G'«G’,G' 4 G' 3 G'„ 
D'G'*, D'G',. D'G'r„ 


D'G'j, un piano per G',, ed un piano per G's; allora lo forinole ( 1 ), ( 4 ) per la trasformazione 
attuale saranuo: 


: «4 = 2/. 1(2/) : 2/j 1(2/) : (2/. - a, 2/0 Hi(2/) : (2/, - a^?/*) H,(2/), 

!/i : J/a : 2 /a : 2/4 = J(a!) : Xt J(a:) : (a*, — «, Xt) (as, — ajjCj) («, — a^x^ M(fl!) : (», — a4!C*)a;,{r,N(.t) . 
Le Jacobiano de* due spazi sono 

^( 2 /) ( 2/1 — «1 2/a) ( 2/1 — 2/a) (2/> ~ «3 2/a) (2/i — «i Vi) 2/i 2/2 = 

J(a:) (», — o,iRj)*(®, — asiej)®(®i — 03 tc*)* (a, — at a;, a:| == 0 . 
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41. Quosla trasformaziono dil la rapprasontaziono di una superfieie (]) (gobba, di b,® 
grad<i, dotata di una rolta quadrupla D’) sul corrispondento piano p *). Assumansi in 
quosio piano; un punto d, coino tracoia di D; trc coniche I, H„ H^, eomo tracce degli iper- 
boloidi %) = 0, H|(?/) == 0, II/?y) == 0; o quattro retto Qi, g^, come tracco doi piani 
?/i — (h'!h ~ ^1 ?/i — ~ 0, ih — 0,y., — 0. Qucste rotte saranno le imagini delle gene- 

ratrici G’,, G'j, GV,, G'o; la conica I rappresonterh larottn quadrupla D'; e le coniolie Hi, Ha 
lo sczioni fattc in ']) dai piani a:,, == 0, jc, = 0. Lo imagini dcllo sozioni piane di i]j saranno 
tutto lo ourvo h di 3.<5ordine del sisloina linoaro, triplamonte inftnito, detenninato dai quat- 
Iro luoghi g^l, //„!, (/iHi , gjit. Siano hhhit, i'li'iiji't i punti noi quali la conica I 5 risp. so- 
gata dai duo Inoglii quosli duo gruppi di quattro puuti individnano su I iin’in- 

volnziouc biquadratica; o qualunquo curva h (imagine d’unu sozioue piana di <J)) seghorU I 
in quattro punti (oitro a d) api)artcuonti ad uno stosso gruppo doll’iuvoluziono. Ciasoun 
gruppo doll’involuziono costituiscc Timagino di un punto della retta quadrupla D'. Una 
iiivoluziono biquadratica ha soi puuti doppi, dunque D' ha sci punti cuapidali, vale a diro 
soi punti, in oiasouno doi quali due dcllo quattro gonoratrici ivi incrociate sono coiiioi- 
donti. 

Lo rotto por d sono lo imagini dolle gonoratrici rettilineo; ogni conica passanto per A 
0 per tro punti dollo stosso gruppo dcH’involuziono rapprosonta la eurva di 4.o ordino, oho 
risulta dal segaro con un piano tangonto; ed ogni rotta tirata fra due punti di uno stosso 
gruppo 5 tangonto ml una ourva fissa di classo o rapprosonta la curva di 3.® ordino, co- 
muno a <1) 0 ad un piano bitangonto. La auporficio i|> contiono una sola conica, rapprosen- 
tata dal punto d o situata oziandio nella supcificio J(a!) = 0. 

(Ooniinm) [“*] 


*) Cfr, Nobtiibk, 1. o. 
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RAPPRESENTAZIONE PIANADT ALCUNE STJPERFIf ITIO AljnEIJRTCllIO 
DOTATE DI CURVE CUSPIDATJ. [»“| 


Memorie delVAccudemia delle JStienze deWlsliiuto di liolof/ua, Horio III, tomd U (18'?!.^), i)i>. I17-V27, 


Dai diversi gooinotri die si sono oecupati sin qui di rap pri'seii tare Kii|ierli(!io nlgebricho 
sojira un piano, giit molti esempi sono stati trattali no’ quali la superficie propostue dotiiia 
di iraa curva doppia o nodalo, Quanto alle superlieio dio posseggono niia oiu'va di rogrosao 
0 enspidale, ^ bensi stata additata la via *) per la quale si potroliboro esse dediiiTO dalla 
teoria dello trasfonnazioni razionali dollo spazio a tro dimoiisioni, ma in reallil, per quanto 
io sappia, nessiiiia di tali supcrficic e stata sinera stiuliata in iiiodo da lisiliirno la olTotliva 
rappresentazione. Perdo, non sari forsc inutile oho qui si cseguisca tale studio j)er un pajo 
di casi, die sono a un tempo seniplici ed istruttivi. 

1. 

Assumo iina suporfleie di 2.“ grado, la cui cqiiaziono scrivorb nolla forma seguento: 
(!■) F = ?/ w' — a/ g' = 0 . 

Rel piano y' — Q, die toccaF nd punto x'~j/=g'=:0, oonsidcro Io tre rotte 

(2) y' = x' = Q, y' = ^ = 0, y' =. 11 )' = 0 

le prime due delle quali appartengono aiiche alia superfioio; e considero iiiollro la culnoa 
gohba C's definite dalle equazioni: 

(3) — 4;4X; — X’’ 

(X parametro variabile), ehe e osculata dal piano j/' = 0 c toccata dalia rotta »/ = s' — - 0 
iiel punto i8' = i/=2' = 0,ede osculata dal piano to' = 0 o toccata dalia retta »' .= 0 

nel punto a' = s' = w' = 0. 


*) Naohriehten di Gottinga, 1871, n.« 3. 



iM’IMtl SIlM'A/MlNh l'l\N,\ III AM’IINK JMU'KUI'HUK Al.llMItlUllIlK UO'I’ATl'; lOlKI. 


■r i|in' ;l;i nihii’ii ".('I'lni *’ |H'r I*' III' I'l'Hn (;!) iiiiiuc.i'ninml.o ui pnil far paHHarii mi Hialmim 
mlifiMli iiiijMM liiMi' tii !l." iinliiit', riiipm/ioim (jimorulo iliillo ijiiali iianf 

Ai/' (.'■'•■ ! II .(•' (/’) !• Ilf/ (<1 //' til' ;r' s') 

! (Ify'IILt''' I -I .''ll.') I Difi'f.h/'fti' .i:‘r/) 0. 

(lain oi'ji nil >ti>i-iiu<Iii tipii/.io, iml ipiiiln in aiioi'ilimil.a r.in'nMil.i iiiimo .t j/,7t(i, » fiuwio 
pniitli'in 1 piaiii tIi ipitniln npn/in iilli' iiiipiMTii'io ( I), iiii'iliiiillo li< foi'liinlo: 

r ;*'/t/'(r'' I 

ti 11 7/ (.1 J/ I/I' 

11,1/ (11 a:' t 'Ic'm'), 

If) |(l7ii ('I ir' r')* 

■ I'lpiu.tli’ ml tipcnin' liullo itpu/.in f/ if' ■' n') imii Ini'ifiinmiziimn ili !l." (tmdo, 
luppii- ciil'i inpni lilt pinitii 11 mm ipmhimpii' ili-lli' imjii'rlii'ii' f, itiiiili'mili! iioiriuiua- 
< 1 1 1. I''i''iali in II i ni'i imnli fmiilaim'iilali I, II, H, >1, l>, II, ai piih'aiiim amtmimrit la vcllo 
U, liti t'liiim inmi'iiti ili'lli' rclli' i/ <1, // :r' 0, !t' >»' 0; n liiconma 

nilc piT 1. ii, II t* Inwalii ilalla III iml pniiln ili rnimiirmi liHIn III, 11 1 (Mim« ima}?iim ilolla 
I’l I'lihlia Cli. \llnv(i la I'nliii'a Kiiltlm iiili'imi/imii' iilli'riitn' ili 71 nin mi'ullra ipmlmvo- 
ili'lln '.iipi'vlli'ii' 1 1) 'tai'fl ntppri’ai'Mliiilfi ila mm mirv'ii ili 'l."iu(liin' r';i';i''l fi (I; (Imiqim 
let 1 1* ili’Un Mpii'/in {.'■ '/ >; »’) I’lnniipitiiilniin niliiiilm I'ltltlMi It', aim m’('niio in aiiupin imnli 
iliii-a limm i:i), in ilim lit ri'lln // »>' H, in mi" h"I" In '/' •'«' 0, in m-amino la 

/ II. 

li.k rin M'ltni' I'lm 111 pinni 'i''"" t'i'n'/'i" ii»iTiKp(nnUtraiimi tiuimrlUtm <li 

niUiii', la fui .lamtltiiinu mirft muupinila di I in limiOii, iiriliimlamiml.n ilnirdnlino Ti, !1, I 
i.piimlnnli alia milima Ki'l'l'H <11). nlln I't'lla .'/ 1' I'l' alia rtil, lit ?/' a:'. 0; 0 

alia , 1 / 11 <•nrl1ap"llllnr^l di minvn mm mil a imlln Hpiizin (.r // e in). 

Xnl piaim ll, In nm vn di d." miliim I* ;i' d" I 5 Ii rnriiiaiin mia rnln, la .limnliiana dnlla 
li< n iMmlilnila dalln mminlm ItHlliH, I'.lddl. l:’dir» n didIn rntlii dd, ;}|, (2: imu^diii dollo 
mill' nlii'. iiiHit'im* mdli' lii"''' fimdiminnlitli n (ll) (!mitiil,o Irn valid, dimipmif'imd I’in- 
nziann ill 'f (<nl!a .Iimnldnim dalln miimilinii* ('!)• l.aiiimina Idlirtll rapiiroHdiila mm c.iirda 
a nnldna tmlilia VM Hdf(ala dalla ri'tl a 1 / J-' “i il Iwi'K" <li tntln In «ordd armloRlio a 

nrlitilnida 

4 // w' —• a' c' 0, 

mi inlnrKdziimt' mm una rpmUimpm ildlln (mporHoid (4) rimilla dalla ouhica Roliba (3), 
In dun rnlln y’ x' - 1). U' 
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Le coniche 12364, 12345 o lo rcllo 31,23 rapproscntaiio coiclc della cubica gobba 
f3) segate da ?/’ = !«' = 0; il luogo cli tutle le cordc eosi latte c la siiporficio di 4 .« g-rado 

(7) J' -= 3 (4 y' w' — X' z'f ~ (g’H 3 a;' «/) (3 -|- 4 s' h>') 0 , 

per la quale la ourva (3) e doppia, e la quale aega eiascuiia supeificic (4} bingo essa ourva (3), 
le due rette y' — z' — 0, y' == ?a' =• 0 o quattro dellc eortlo monzioiiato. 

La Jacobiana dclle (4) e rinsieme delle suporficio (0), (7) e del piano ?/ — 0 contato duo 
voile, e rintei'sezione complela di essa Jacobiana con ima qualsivoglia dello suporficio (4) 
5 costituita dalla cubica gobba (3) e dalle rotto y = a;' = 0, y = ?/;'=: 0 contato tro volte, 
dalla rotla = 2 ' = 0 contata quattro volte, e da allrc oiiiquo rotto non fisso. 

Dal raodo di composizione di qiiosta Jacobiana si cava tosto che gli onti tondaincntali 
nello spazio (xyz w) saranno: due rotto situate in uiio stesso piano 0 coraspondcnli, I’lina 
all’iperboloidc (6), I’altra alia retla y'=-z'=^0; una curva goliba razionalc di 4.° ordiiie 
corrispondonte alia superficie (7); ed un punto, corrispondontc al piano y' — 0, infatli Ic 
equazioni (5), risolutc rispetto ad x', y’, z', w', d^nno 

«' = 12 y (4 s* — 3 « jo) , 

(8) ?/' =-l6j/(a:s — 9 yO, 

s'~12(A— ( 2 ?/ 3 ), 
to'^Qw{xz — 9 if) , 

vale a dire, ai piani dello spazio (x'y’z'w') corrispondono lo superficie dol sisterna oina- 
loidico 

(9) 12 (4 s* — 3 a: w) + 16 By (xz—Q y) 

+ 12 G (x'‘w — 12^2) + 9 D w (a: s — 9 if) = 0, 
le quail lianno in coinune le rette 

(10) y=:a: = 0, ^ = ja = 0 

e la ourva gobba di 4° ordine 

(11) 42* — 3a:w = 0, xz — 9^ = 0, 
ossia 

(liy 4, 

che ha una ouspide a:=:j /==2 = 0, ooUa tangente a: = g/ = 0Bcol piano osculatoro 
a- = 0 ; JO = 0 5 il piano stazlonario ed ^ — 2 = jo = 0 il punto di contatto. 

II punto a; = 2/ = s — 06 doppio per tuttele superficie (9) ; csso 6 il punto fondamontalo 
dello spazio (xyzw) che eorrisponde al piano ?/' == 0, 


IlAl’l'HHHUNTAZIONi: I'lANA Dl AI.CIINIC .SIH>KIIW(!11.: AUlHdiaOMl'; nOTA'I'K HOO, 


l-!iniUii?/ w OfoiTisiMiiHl.t :ill’i|ii>viM)loitl(i((i);iiil'u(l,ial|niu(o?/ w 0,2 \x 
tiori’iwiHinilo I;i rt'Kii 

:i/,V 0, he' 0, 

fill' f) luui. j;t'U(!nilri(‘(( (Iclla rtiiix'ilicia (tl). 

AiinloicninoiilA', al puiihi (fl)' ('(ini ^miikIo la ('(•lla 

-1 o, 

X ’a:’ I ). 2 ' !( //' 0, 

(liwia, alia c.urva, (II) (*(tiTiM|Hiii(l(' il l(ii)j!;(( (7), 

Iwi roUn // . 1 : 0 ('(in’i-iiiiiiiilc ,illii // 0 , 

Uiiii|iri'rt('ii((i fuiitni ( 1(1 piiiiKi II iiiia ilalla luiiicrlii'id .|j del ni'ildina (0); al (|Uiil() iiapo, 

asHiinit* tliia ainiica anaia dal |(iiiilii dii|i|iiii .»• n (), (id i,( j j,„j p„|,^ 

laadatJK'id.ali I , H, .'t, I, 0, (1, il in'inio dn’ (|niili liijiiircta’iili la n'(,la .«• ■ ;/ (I, maiilni la 

roiifi.iiiiiirciil.o l;», c.iimapiiiida alia // w 0. Inia'dia' (Iclla ciirva (II) mwli mia (louioa 
(»Ht!ii])iii|,o ill I (im'i'Hidi' ill .’1 la c.iiiiica i;!;Ulnl. Allara Ic iiiia;iitii il((||(i uK.ariari iiil.ai'HO- 
zidiii (Idlla '|j (•.(ilia alli’c niipi'rlii’id del ai'di'imi (0) aai'aiiiio la ('(niiclia •|fi(l; vnia a (lira, alio 
roll, a (lalla npazia (/ 1 /' w') (•(H iiapiiiKlaiia aiiliialia i;idda« alia pa'iaaiia )i<'l piml.ii liwio 
y/ " 0, 0(1 iiiaaiilniiKi allrava in ipiullro piinli la aiirva(II), in diia la roUa 

»/ w I), ill iian'iiiiKi la// .c 0. 

I ill. tlacidtiaiia dal ai'di'iim (0) ((('i/a <ji iianiiidn la aiirva (II), la i'('(.la // . ii> 0 da aon- 

lai'ai l.ra valla, la, ralla // .c 0 da aaiilar.'ii (pialira valla, ad alli'(< aiiKpiaralla, laa.iiiiina' 
H'iiii ill 1 1 aaiKi i pitnii 0 a la ralla iii, 111, Id), i| pun la i! l■appl'a!iall(^luna i'allapaHHanl.a por 
y/ 0 ad iiiaaiilrala, (lalla // ii> 0;il liKt/pidi liil.l.alaratl.o anula|(lia () il piano 

(ly) // 0. 

11 piuil,o 11 () I'iitiu/'iiMi di iiiia ralliiahii pa'iua pi'ra: // 2 Had iiiaaidi'a la oiirva (I I) 

ill nil iilti'a [itniln; liKijpi di l.ulla !(' ralla nnalaj'ha () il anna 

(i;i) ;i!2- l)i/‘ 0 

alio projolta la onrva (II) dallu aiiHpido, 

]'’iiiii.|ii:aiil.a, i Ira lali dal Iriaiifpiln -irdi rapproHimlann (ra tiorda dolla oiirva (11) ap> 
po^ffiaLii (iliii latla // la 0; ad il liin^pi di l,u(.lo In (limit) oohI falto (1 la miporllcio tli 
n.o {(rrulo 

(14) iaw(a!c Oi/'f (|2(.rc l)j/')(4a'* !l:(:t«) | ;i!KT«)“ .0 

por la (plain la liu<>a (ID) ad (11) Hnnn aiil,ruiiilia doppia, 

DiiiKluo i Innjjiti (I'd), (Id) a (1 llao'dihiiMannn, prcHi inmaitia, la ilaoaliiuiia dollo mipor- 
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ficiD (9). II luogo (12) corrisponde alia retta ij ■-= a:' = 0; infatU si corrispondoiio fra loro 
il punto 1 /' = a;' = 0, z* — 'kuf = 0 o la rotta 

?/ = 0, 4® — 9X£!==0. 

II luogo (13) ooiTispoude alia retta y — «?' = 0; giacchft la rotta 

9;4-9X«/ = 0, y-j-Xz = 0 

6 la corrispondente del punto ij' =w' = 0, z'~Kx'. 

AI punto rappresentato dalle (3) corrisponde la rotta 

i\^y — w==0, X*a: + 3 X?/ 4- ^ == 0, *) 

cio6 alia cubioa gobba (3) corrisponde la suporlioio (14). 

Alla data superfioie F' corrispondorU nolle spazio (xyzw) nn luogo F di 5.° or dine, 
pcrch5 la cubica gobba die corrisponde ad una rotta arbitrnria di dotto spazio iiicoulivi 
la retta y’ = x' — 0, epperb soga F' in altri cinque punti non situatl nollo linoo tonda- 
montali (2) e (3). 

La superficie F' 6 tangeiito a tutto lo gcnoratrioi del luogo (7), eoiuo si rl(!onosco dal- 
I’identit^ 

y' J' = 4 F' (12 yV — 0 '=’ 4 3 x' tj z’) — (2 g'^ — 3 i/f-, 

dimquela ciirva (11) e cusjndale per la superfioie F. 

Ad una rotta r che incontri la ^ = a!=0 corrisponde una cubioa gobba spc/iZantoai 
nella retta j/ = g' = 0 ed in una conioa olio inconlra j/' = g' == 0 in uu punto cd I*’' i u 
tre altri punti. Dunque r incontra F in tro punti fuori di j(/ = a; = 0 , osaia quosta rotta 6 
doppia per F. 

Iiivcce la retta i/ = « = 0 6 semplice per F, porolib Ic gonoratrici doiriperboloido 
(6), dopo aver incontrato la retta 2 /' = a:' = 0, segano F in un solo nuovo punto. 

Del resto, per ottenere requazioiie di F, basta faro lo sostituzioni (8) nclla(l); si ha 
cosl; 

(16) F = iC (4 — 3 a: wf — 4 g (4 g’ — 3 a: to) {xz — 9 y'^) 4 3 to (a; a — 9 1 /*)”. 

Di qui si seorge die la superfioie F 6 della 3.“ classo, valo a dire, ossa 6 la rooiproca di 
una superade di 3.o ordine, dotata di un punto uniplanaro **). 


*) Al oono dl 2.® grado inviluppato dal piano X® a 4 3Xy 4 = 0 corriapondo nollo apazio 

(os' i/V «i') la sviluppabile fomata dallo tangonti dolla oubica goblta (3). 

*♦) Vodi OAX 1 .BY, Oft cubic sitr/ooes (Phil. Trans., 1869), sootion XV, p, 311. 
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Oni, |ii>i' nqi|)n'H(>ntiu'i' h' ''.ii ili uii pitiitit, iHi-il.di'fl'ol.I.iiiirn lit r)i)iim)!ii'iila/ai)iio(li h". 

(jnc'ilii Ili oHii'tio iiiinliniihi Ut rnrimiln p"'| 

( I (>) .I-' : : 1 : »' : 1 1*- flv : 'I Y ' 

nh« iiiiiidiitfiintio lii (I). ijo (5), in virlii (lollo (10), divi'iij'nno 

.r p ('{'/' IN, 

(IV) ,V 7pY, 

*5 '(('''■ ! (' 7 ). 

ff> f, 

n pi'i' lul inodo I'’ Oi nippi't'iH'iifiilii mil |dano (^.py). I,« inm'niiu di'lln ki'zmhu piaiin di Ji' 
KDiio cuhiidin 

(IH) Ap(i <r I in) I M'/py | (:y(y- | py) | Dy' 0, 

elm pii'iiuiiiii pi'i' iliii’ piiiili I'i'iii p y U, v y 0, iml iirniiidn dn’ ipiidi ni omm- 
Iiiiin. All)' ciMipni iidni'‘in7,iiiiii di !•' fiiit uiiu I'ldtii iii'ldtr.inii I’nrnMpondnnn I’iiiijun piiiili 
di Mini I’oidni iippailmn'iilt) idia ndn 

(III) I Up I I (iy) I 1>y' 1). 

()|U('iitn I'oidrlin ikiiki In iniiifpiii dtd|t> iinziniii piiiim pii iiiiiidi pid piiilln y c w II; 
dinidd I'lin (|iiniilii puiitii l appi'iMmiliitn didlii ml la y I). 

II (IM) i< dtdni'ininalo ilulla rnlit (III) if ilidla lundnii. 

•f «■' I py (I. 

(din ii l'iinti!',iiii' di iiiiii niirvii ili II," iirdiiio, dnlulti di mnipidi*, lUliiiiltL uni piiiiiii / 0. 

I,i( ilanuliiiiiiii dnita min ( lU) it niitilil.idla dolla ml la y tl n dnlla nnninii 

t! py tl 

(dm n I’imaiUiin didla niirva imiipidatn (D). 

Ul'iiiipiidvidta iina l•^(^i(■a dnlla rnln (I'd) ni Hpnz'/.u in dim rndn, tiiia di (picHln (iina- 
I'iiin di itiia I'nnirai pascit pel ptinln liiiKii n y I); I’allra (itiiiupiin di iiitu itia va |iiniia 
di 11." ordiiin) ((Kinii la nuiiina llnsia 

I ‘I py 0, 

ii)iii}>iiiii di uiia nnrva ipiblia di d." iivditin, laiimiim ad K nd al noiui aithina 

*1 s' - tlVyUiJ 0, 

(dm priijnUn, la niirva (niHpiilaln dni piiid.ii y z in 0, (ilitaslo I’liiio i'^ t’invilnppii 
did [liaitl If ) hs ii> (I rlin nn<(aiiii l<' Hi'i-amln liiinii spn/.zanliHi iti nan n.uiiica ltd 
II an imidna, 



332 RiPPRESENTAZIONE PIANA DI ALCUWK SUPEKFICIK ALOKBRICHE DOTATE 


La rctta p = 0 rappreseiita la rella doppia y ~ a; = 0 cd 6 incontrata dalle ( al'i' • 
(18) in coppie di punti conjugati di un’involuziono qiiadratifia, i ciii olemcnfi dajijd - > ■ 
i punti i3 = O' = 0, p = Y— 0: duo punti conjugati rapprcscuLano utio stt'-d jiur.- 
della retta doppia. Questa ha duo punti cuRpidali tc==«/ = 2 — 0, ce = y h 

corrispondeuti ai puuti doppi doirinvoluziono sucldetta. 

La superficie F possiedc due retto semplioi; Puna w~y -^0 e rappreaontat.t d. .! 
piinto p = Y = 0l I’altra w ==« ~0 dal punlo di y^= 0 cho e infinitamentc vii!', - 
ad cr = Y = 0, 

2 . 

So una superficie di 3.® ordine Fg ha duo punti doppi (conicb p', q\ vi i* un pr''i'> 
die tocoa la superficie linigo la rotla p'(/. No segno die I’cquazionc di F'a puo muvi r i 
cosl 

XS-1-Y‘Z = 0, 

0V6 X, Y, Z soiio liueari ed S h quadratica nolle coordhialo. All’oqnaaiono ptccedvutv-' 
pud anchc darsi la forma 

X(S+XY0-|-Y»(Z-XX) = O, 

olio ha la seguonte interpretaziono gooinolrica. II piano X--=0, oho toeea la superfidc* 
lungo p'q', sega F3 Itingo una seeonda retta, asso di iin faseio Z~X X = 0 di pirtiii 
di coniche die sono curve di intersozione fra F, 0 lo suportioio quadricho S + >. Y-- ---U. 
Queste superficie si toccano lungo una conica, comuno ad F'^ od al piano Y = (J, cn-j 
chefra esse vi 5 1111 cone; ciofe X ammette un valoro pel qualo S -f- X Y* = 0 rappreseiita 
un cono. 

Pel vertice o' di questo couo circoscritto ad F, eonduoo i piani «' «=? 0 , y' = 0> 5’ = 0 ; 

dove supponp che 2'=«0 siail piano o'p'q'-, ed «' = 0, «/' = 0 toocliino if cono lungo 

le generatrici eonteuute iiel piano «' = 0. Siano poi: w'==0 il piano della eoiiica di 
oontatto fra F, cd il cono predctto; g' + «)•=: 0 il piano tangento ad F'a lungo p'4 ; cd 

— 0 x f y' g 0 * h w* == 0 

il piano della conica di semplice intersezione fra P* cd U cono. Allora requazionc della 
superficie di 3.o ordine saril 

F'a s (s' 4- w) (s'* — — t»'* «= 0. 

Per rappresentai-e su di uu piano questa superficie, basta projettarno i punti da uau 
0 pan oppi, allora ie imagini delle sezioiii piano sono cubiclioche toccano in un punto 
sso 0 segano m altri quattro punti fissi una conica doterminata dal cono che oseula la 
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fiiiporliriit im^I pnnhi doppit), ium^IIo wium iionlro i\\ projii/unu^ 1 (|unMro pimli di mn- 
plirr Mono (tali da (atl iiidituavpiila) di fp’udo; riHolutu la 

qiiali' td piii\ pt'r din^ di vwwi puiili pal puiiln di anal al l.n, fur pasiaira uiui ralodi onnialiii. 
h'aaiatdn |mm a(H'iia|Mnidain ([itada iaiuirln^ alia raMa di uii alli'o piano rappramaihil.ivi), 
}ii vairA ad i'ita|':nin? utiu ( inslniina/.iana di {\radn an) aishnna dalhunihiaho alMn’appra- 
iiaiiiand la aa/.KMii di b'\, la' iiiiii;pid di (piasla i(a/aoiii divinp\‘nnn \wr (id inodojial nnova 
pinna ra[ipn'Mniliil ivi(» indiialia aha idinli'nan'jina in aoi |)nu!i fiaui dialinti 0, h, 

da' (piali |nnu Oh!, (Id I anna dinlrihuiti an dna rolla, ini!i;^ini din pnidi diippi p'.if, 
lai laKii jnf a rnp|in':unilalu dal puiita 0; la idlra iiuuUiu rall.a <li K', alio OHOOIU) da 
f} liaiina par inin'dni i piiiifi I, d a la ralla \U), «l(); la ipuillm raMa aluilaKiH*, UHoimii 
da t{\ iinttn rnpprananinia dai punli 4 a dulla rail, a th, dh; la nd-tu Oh h riinajpna 
dalla raMa n' | w 0; a la idlra ion ra(.l,a dalla onpinfiina aarrinpandaiia id punM) 
alia iMiidaa WVMh ad alh^ raMa Id, 11, dO, iM. 

Man ralla K paiiMaiilt^ pm* i» ad una aaniaa (< da^laritla par I anna la iniajpni ri- 
npi'l liva dalla aanialn' 

fv / d, ,i' i/ 0, 'I .r I/' 0. 

Imajdna nra h' , hi'imiIh dal ainlaiiiu (nnalnidian di'lla nnparliaia f di jpada, aha pun- 
aaiiii pal pnnla a' a par la amiiini tt •'•'*// 0, ('iaisantut tli ipunila Hilparluna 

dalannimna an h'\ niia aar\a inddat di nrdina (a 1.'^ opaina), la aid iiimidna inirA nan 
aiuviidi j."urilina, 11 MlMlir. Siaanina il ninlaiiia dalla 'f anin|iranda il <‘nno »:'“ ♦'’ // 0 

I'd innilia nun laja di tpnnhialia, aiaiainm. aninpunla dal piunn llnnii tt 0 o di m 
pinna pi'r a', and il Hinltnna dalla anrvi* di nrdina O'Mddllr oun\ dolariiiinaln dulla 
aiu’va aainpaida didli' ipiallra ndit' Oh!, ltd 1, tl. H, t' da una rata tli auhialia Oldit lf)| da 
nMinaini.n alia ralin iijfKu Oi>* 

II liinlania nnuiloidiitn di'lla ^ pad narvira ili liana ud inia Inmfnrma/iaiin di f^rado 
la rariiinia dalla ipmla nuraldnn'ii 

/ : if : a’ ; n' / n : m : a u ; ‘d x lit 

nvvarn viaavai rU 

*r ! II ! a I u a’ n * ji n i a n i a * d n* n « 

In vii lii di qiia.na IraMfnrinuzinna, daitu nniiarfiaio dala ai nMioni^ la nivpioiilo 

K (.•' ,1//)* (((.;■' (;W I hu) | «"(<■' 1 hit(t h:)'j 0, 

(lllVIl piT Ui'oviliV Hi f' IMtHlO 

i >'■ ir \ - [ U I ij 

lift HiiiMH'tii'it' I*’ f' <li 1 ." ol'diui', 0 ju*r i'hhii 1 ft wmiwv 
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t{==0, — 2xy~0 

e cuspidalo: infatti a qiiesta coiiica, cho 5 foiidamentale nollo si^aaio (xyszo), corii- 
spondo il eono 

g'* — 2 ;«'?/= 0 

circoscritto ad F'j. 

Siccome le supcrficic F'g si corrispondoiio punlo per punto, cosi la rappiesen- 
taziono piana ottenula per F, serve ad un tempo per F^. Tmagini dcllo sozioiii piano di 
quosta superficie sono lo curve di 4.® ordme 0-12346” di quel sistoma cho sopra lie dc- 
terininato. 

La retla 06 rappresenta il punto x = y = s=-~0 di F^, corrispondoiile alia retta 
die F'a possiede noi piano m' = 0. Le retto 012, 034 rapproaontano due punti parfci- 
colarip,^ della coniea cuspidale, die oorrispoiidono ai duo puuti doppi di F 3 . 
Alle otto rette di F 3 clio coiicorrono a quattro a quatlro no’ puuti doj)pi 2 ?', (][ corri- 
spondono altrettante retie di F^, cho concorroiio del pari iioi punti 2 ?, q. Lo retto di 
haiino dunquo per imagini i punti I, 2, 3, 4 e lo rette 61, 62, 63, 64. 

Eccettuati i punti p, q, imagine della conica cuspidalo di F 4 6 la retta U. 

Le conicho di F 4 corrispondono: 1,® alio rotte di F ’3 cho non incontrano la conica lon- 
danientalo m' = s''~2»'?/' = 0; 2.® idle coniclie di B'a cho incontrano in duo punti 
la conica fondanientale, cio 6 alle conicho cho non incontrano la rottn situata ncl piano 
tt' = 0 . Di qiieste conicho vi sono setto serio, poste iici piani oho passano per lo sette 
retto incontrate dalla M’ = g'- 1 - m' = 0 , cio 6 per lo sotto rotte lo oui imagini sono 

lo rotte 13, 24 

» 14, ,.23 

il punto 6 , la conica 12345 
il punto 0 . 

Le sette serie di conicho di F 4 hanno dunquo per imagini 

lo conicho 0624, lo conicho 0613, 

» 0623, » 0514, 

lo enhicho 012346* le retto 0, 

le retto 6 . 

Le prime sei serio sono conjugate a due a due: due aerie conjugate corrispondendo a due 
fasci di piaiii i cui assi in Fa giacciono in uno stesso piano con v! — ^ v/ = 0, Due 
coniohe di F„ appartenenti a due serie coniugate, giacciono in uno stesso piano, olio tocca 
un cono quadrico fisso. Per tal modo le coniche delle prime sei serie giacciono noi piani 
tangenti di tre coni quadrioi, i quali fanno parte del sistema di superficie quadricho 



UMM'llCMIsNrA/IONK )‘JANA HI AUnUNK M(U‘MUl''IOK ALdKHUUUIl': DdTATK 


n:in 


( I X) (r;' :! .r If . /, n) hu (r; 1 X" u) 0 

Hvnnii' |)t'r iiivituii|ii> In 

(.hiaiiht iillii ladliiiia Ip pIk^ nr rainin jutrl.o [;;i}irrintu) (iitlr, !i <luo ii (liin^ 

ill piani lUMisaiili |irr la nil I a /w/. l)u(^ lainirlia pnatn in uiia al.a^aii pianu haiiiio por iina- 
piai ilua n’Mn par li, pniipi{*nH' ni iinmii'lir run dnr rolla niui di'lln (jiuili a l{, nuniln^ 
l^illra n iiinnpnn ilrllit (aniinu di ntmlfiltu I'la. nd il piann // | Ij O'*'). 

Prr iu liMuia ^vana idi* drlln haaltn'tiiii/ioni la/annidi im«I1u apa/iu, v<'/npun la iniit Mnnoria 
IM'I M’niiiu V dufdi Aiuudi ill Mntrnuitira (pii)!;. UM) |(,Mnali* Opria, n," Uli|. 
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'I’oi'Ka otli//loue, Miluuo, IJ. Hoopli, 1871). [‘^'1 


1 . 

S notissima la teoria dclle figure veciproche nello spazio clio emerge dalla consulcTa^ 
zione di iin sistema di forze applicate ad un corpo rigido c liboro ^). Per uii punto cpialun- 
qiie M dello i?pazio passano iiifiniti assi^ rispetto a ciasoiino do’ qu^ili il momciito del si- 
stoma e nullo; ed il luogo geomotrico di tali assi 6 un piano [i., cho Mourns chiama Nid- 
khene del punto M. Vicevorsa, un piano qualsivoglia |i contiene infiiiiti assi di inomonto 
nullo, i quaii tutti concorrono in imo stesso punto M, detto da Mdnius il Nitllpuncl del 
piano Invece di NnUpimct e di Nulkheno io divb polo e piano 2 )olare. 

Per tal modo, ad ogni punto M dollo spazio corrispomlc un piano [h passanto per H, 
e viceversa ad ogni piano corrisponde un punto M situalo in p.* So il polo M si inuovo 
in un dato piano a, il piano polare p. passa cosiantoinonto per un punto fisso cho & 


*) Ovvero dalle proprioth geomotriche dello spostamonlo, infliiileidmo o fliiito, di nn eorpo, 
0 dalla tooria delle ciibiohe gobbo o da quolla de' eoniplosai di rotte di gi'ado, oeu. VegganBi: 

GtIOugini, Sopra aleime jjroprietcl dci pia7ii dai momenli prineipali e ddle coppie di fotze 
equivalenti, (Memorie della Society Italianu, tomo XX, Modoua, 1828), 

Mobius, Ueher eine besondere Art diiaW Verludbiisae /^wischen Figuren im Paume {ORELMi's 
Jouriuil to Matliomatik, X Bd., Uerlin, 1838 lovyQXO^Qeaamviolte TKcritc, Leipzig, vol, I, j). 480, 
1883| ). — Mrtac/i dor Siatik (Leipzig, 1837), I Tli, p, 144. 

Cjiasics, Apergii hisforiqiie sicr Vorigme el le d6volopp6mcnt des rn^thodes eu gdo^nebiCf cto* 
(Bruxelles, 1827), p. 227, 413, 674-679,084-086. — Propid^th g^omSlriques relatives an moiice* 
merit infmiment petit d\in corps solide dan$ Vesj^noe (Coinptes rondua dos sdances do rAcad(S- 
jnie des sciences, t. XVl, Paris, 1843). i 

Staudt, Geomeirie der Lage (Niirnberg, 18^17), p. 191. 

JONQTjitJRES, Mdanges do goornHyic pure (l^aris, 1866), p. 1-31, 

Rjjte, Die Geomeirie der hage [Dritfce Auflago (Leipzig, 1892), zweito Abtln, p. 105J. 
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il polo di ot ; 0 viceversa, il luogo dei poli di tutt’i piani passanti per un punto A 6 un piano 
a, polare di A. 

50 il polo percorre una rotta, il piano polaro gira intorno ad un’altra rotta. Due rette 
oosi fatto diconsi conjugate o reciproclie; ciascuna di esso 6 ad un tempo il luogo dei poli 
de’ piani passanti per I’altra o I’inviluppo do’ piani polari do’ pimti deH’altra, 

51 sa cho il dato sistoma pu5 in infinite maniore ossore ridotto a duo forze; scelta ad 
arbitrio la linoa d’aziono di una di esso, la linoa d’azione deU’altra rieseo univocamento 
doterininata, giacehb lo duo linoo di azionc dovono essoro rottc conjugate. 

2 . 

Ad un fascio di piani paralloli corrispondono come poli i punti di una rotta di dire- 
ziouo dotorininata; vale a diro, ad una rotta siluala a distanza infinita ft conjugata una 
retta il cui punto I all’infinilo ft il polo del piano all’infinito. A tutt’i lasci di piani paral- 
!oli corrispondono di lal guisa lulte le relto (fra loro parallolc) passanti per I: fra queste 
vo n’ft una, dotta asso cenlrale del sistcina, cho ft porpondicolaro al corrispondonto fascio 
di piani paralloli. 

In altro parole: ogni rotta parallola all’asso contralc ha la sua conjugata a distanza 
infinita; ogni piano parallolo all’asso contralo ha il suo polo all’infinito. 

3 . 

A due rotto conjugate qualisivogliano eoinpoto la scguento proprietil: la loro minima 
distanza ft uiia rotta die sega ortogonalmonto Tasso contrale, Doiido soguo die, se si projel- 
iano Je due retie rcciproelie parallelamente alVassc cenlrale e sopra un piano perpendicohre 
al detto asse, le due projesioni saranno retie parallele. 

4 . 


Facilmonte si riconosco oho: 

l.^ a pill retto r dollo spazio, lo oui projozioni coincidano In una sola rotta, oorri- 
spondono rotto r', le cui projozioni sono coincidenti o parallele, socondochft le r (nccossaria- 
mcntc contenuto in un piano parallolo all’asso contralo) siano o non siano parallolo ; 

2.0 a pih retto r dollo spazio, lo cui projozioni siano parallele, corrispondono rottc 
r', lo cui projozioni sono coincidenti o parallolo, socondochft le r (necossariamente parallele 
ad uno stosso piano per Tasso contrale) sono parallolo o no. 

6 . 

Suppongo orizzontalo Tasso contrale, e donomino orlografieo il piano di projoziono, 
oho incontroril Tasse contralo nd proprio polo. Posta in questo punto Torigine degli assi 

22 


Onmonat tomo III, 
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delle coordinate rottangolari x, rultimo doi quali ooiiicida ooirasso ccntralo^ la 
suesposta logge di corrispondonza reciproca sar{\ espressa dailo scguonti foniiole. 11 pun to 
Xi yi Zx h il polo del piano 

+ lc{s-~ei) = 0, 

dove k e una costante. Vicevorsa, al piano 

ax-i-hy-\-ee-\-d — 0 

corrisponde il polo 

kb Jc a d 

c ’ ^ T”’ c 

E la retta 

ax-\- by + c =0 
px + qy-\-re = 0 

6 conjugata all’allra retta 

ax-{- by + c‘ = 0 
px + qy + r' 0 =O, 

dove 

rd = r'c = k {a q~bp). 

6 . 

Dir6 resiproei duo poliodri, sc i vertict del priino sono i poll delle faeco del seconds, 
cosi clie anche Ic facce del prinio saraimo porzioiii doi piani polar! do’ vovtici del socondo, 
0 gli spigoli dell’uno saranno ordinatamonte eonjugali agli apigoli doiraUro. 

Siooome ogni polo giaoo nel riapettivo piano polaro, oosl ciascuno do’ duo poliedri 
reciproci e simultaneamente inscritto o eireoscritto all’allro. Por os. aiaiio A J3 C I") i vc 3 *- 
tici di un totraodro, o(|3y§ le facco del tetraedro rooiproco; i piani a, (3, v, 8 pnaaajio 
pei rispottivi poli A, B, C, D: ed i vortici P’fS, y«8i aps, a^Y giaceioiio no’ rispottivi 
piani polari BCD, CAD, ABD, ABC *). 

Projottinsi ora i duo poliedri sul piano ortografioo; lo projezioni saranno duo figure 
dotate di propriety reciproelio. Ad ogni lato della prima flgiu’a corrispondcrA iin lalo pa- 
rallelo della seconda, due lati oorrispondonti ossondo lo projozioni di spigoli coiijugati 
do’ due poliedri. Se Tun poliedro lia un angolo solido, nel cui vorlico concorrano in spigoli, 


*] Mobjot, Kami von ewei dreisfiitigen PyramiHen eino jodo in liceuff tmf die andeyc khi- 
iind emgeschtieben siujleioh seinf (CRBl.l<E’fl Journal, III Bd., 1828 |ovvoi'o, Gesamnieltc Worke 
vol., I, p. 439) ), — Lelirhudh der SiaUk, I Tli., p. 1156-168, — Uober eino bosondeie AH diialer 
VeMtnisse zwisnhen Figuren im Ttawm (Cbelue’s Journal, X Bd., p. 324 o «og.). 
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I’altro avr^ una faccia poligoiiale di m lati; epperft, eonsiderando le due figure ortogra- 
flche, so nciruiia vi sono m lati divergenti da un punto o nodo, gli m lati corrispondenti 
nell’altra saraimo i lati di un poligono ohiuso. 

In un poiiedro, ogni spigolo <5 comune a due facce e uniscc due vertiei; ogni faccia 
ha alineno tvc apigoli, cd anehe in ogni vertice coneorrono almeiio tre spigoU; dunquc 
in ciascuna delle duo figure ortografiche, ogni lato sarfk eonume a due poligoni e congiun- 
gcvA due nodi, in. ogni nodo eoncorreranno almeno tro lati, come ogni poligono avril tre 
0 pifi lati. 

Supposto che Tun poiiedro, opper6 anehe I’altro, eia sempliomenle connesso *), la 
somma dei numcri do’ vertiei c delle facce supcrcrfi di 2 il nuiuero degli spigoli, secondo 
il notissirao toorema di Eui,eeo. Dunque, so la priina figura ortografioa ha p nodi, p' 
poligoni cd s rettc, saril 

p + p' = s-\- 2. 

La soconda figura avril p' nodi, p poligoni cd s rettc. 

7 . 

So I’nn poiiedro ha un vertice all’intinito, all’altro spetta una faccia perpendicolaro 
al piano ortografico, o viceversa; ciofe, sc una delle duo figure ortografiche ha un vertice 
all’infinito, I’altra contlenc un poligono, lutt’i lati del quale cadono in una stessa rotta: 
e viceversa. 

So pel prime poiiedro, il punto I all’infinito doll’asso contralo & il vertice comune ad 
n facce, I’altro poiiedro avrit nol piano all’infinito una faccia poligonale di nlati. In questo 
easo, la prima figura ortografioa ha p — 1 nodi, p' — n poligoni cd s — n rettc; e la se- 
eonda (pvoscindendo dalla rotta all’infinito) ha p — 1 poligoni, p — n nodi cd s — « 
retto: dove i numcri p, p', s s’inlendono ancora legatl dalla rolazione p -|- p' = s + 2. 

8 . 

Quest! (liagrammi reciproci, che si ottongono como projezioni ortografiche di due po- 
licdri reciproci, s’inoontrano per via dirotta nella stalica grafiea. La propriety meceaniea 
dei diagrammi reciproci c esprossa dal seguonto teorema, dovuto all’illustre prof. Clerk 
Maxwell **): 

« n torces ropresonted in magnitude by IJie lines oJ a figure be made to act between the 
extremities of the corresponding lines of the reciprocal figure, tlien the points of the 
reoipi’ooal figure will all bo in equilibrium under tho aetion of these forces ». 


*) ITodiiuntbr, Splierieal Trigonomelry, Chapter XIII, Polyhedra.t 

**) Philosophical Magaaim, aprile 1864, p. 258. 
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clio luio do’ diagrammi dov’ossere fatlo rotate di 90.® ncl proprio piano, affinelie assuma 
qiiolla posizioiie die 5 richiosta dal problema statico. Inveeo, col metodo ch’io propongo 
qui, le projezioiii ortografidic di duo policdri reciproci diliino sonz’altro i diagrammi, 
quali si ottoiigono nella statica grafica. 


11 . 

L’applioaziniio pratica dol motodo dolle figure roeiproche 5 il soggetto di una Momotia 
die il prof. Flbeminq Jenkin coinuiiicft nel marzo 1869 alia Soeiottl roale di Edimburgo * **) ) ; 
nella quale I’A., dopo aver eifcata la defhiizioiio dolle figure redproohe, e la propriety, sta- 
tiea, come la enunda Maxwbee nel suo lavoro dol 1864, aggiunge: 

(I Few enginooi'fl would, howoror, auapeot tliot the two paragraphs quoted put at their di- 
sposal a romavlcably simple and acouraCo method 'of caloiilaling the strossoa in frame- 
work; and the auUior’a attoniion was drawn lo tlio method chiefly by the ciroum- 
stanco that iL was indopondont-ly discoverod by a practical draughtamann, Mr. Taylob, 
worldng in the offtco of tho well-known oon tractor, Mr. J. B, OoonaANE 

L’A. presenta un buon mimero di esompi illustrati con figure, o finisoo coirossorvaro: 

a When compaTod with algebraic methods, tho aimplicity and rapidity of oxeoution of 
tho graphic method ia very striking; and algebraic methods applied to frames, fluoh 
as the Warren girders, in wioh there are numerous similar pieces, are found to result 
in frequent clerical errors, owing to tho cumbrous notation wicU is nocessary, and 
eapGoially owing to the necessary distinotioii between odd and oven diagonals n. 


12 . 

Ma quando si parla di risoluzioni geomotricho do’ problomi della seienza dello costru- 
zioiii, non si pu5 cortamenlo tacoro dol prof. CunwANN, I’ingegnoso o bonomerito croa- 
toro della statica grafica al qualo 6 dovuto so i metodi spicci ed eloganti di quesfca 


*) On tJie pmcMcal appUoaiion of reoiprooal figiircB to the catoulaiion of 8(/rain6 on frame- 
iDorh (Transactions of tho R. Society of Edimbiirgh, voL XXV, p, 441)» Dello stesao A. veggasi 
anelie On hraoed arolics a/nd suspension bridges, road before tho B, Sootlish Sooicty of arts 
(Edimburgh 1870); o la Momoria Onihe applioaimi of graplm methods to the dderminaiion of i7io 
effleienees of maoliinerjj (Transactions of the R. Society of Edimburgh. vol XXVIII, 1877, p. 1). 

**) Die graphisohe SiaHk, Zurich, 1806. Nel 1875 6 venuta in luce la 2.® ediziono del 1.® tomo 
con ricohe aggiunto |ofr» la prefazione e i n, 81 82|. Siccomo q nest’ opera insigne non 6 osonto 
da difficolt^l gravi, speoialmente per chi non 6 famigliarizzato eolla geometiia projettivn, cosi 
Bi 6 saviamente pensato di aiutare la diffusion e di queato proziose dottrine per mezzo di trattati 
pih element ari, Veggasi? K. von Ott, Die Giwuhugo dcs graplUsohen Bechnens und der graphu 
^ohm StalilCf Prag, 1871 (3.« ediziono, 1874); — J, BA-usoniNOUR, Memento der grapMsoMn 
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gcienza, usciti dalla scuola di Zurigo, voiigono ora insegiiati in parocchi politocnici di 
Germa?)ia (e da ben cinquo anni aneho noll’lstituto locnico superiovo di Milano ■*)), Tutto 
!e quistioni di stalica tcovica, come pur quello cho apparlengono ai singoli rami dollo 
praticlie applieazioni, sono risoliito dal prof, Culmann con uniformo o sptnplico proccdi- 
mento, oho in sostanza Bi riduce alia costruzionc dclle duo figure ch’cgli dcnoinina Kriiftc- 
polygon c Seilpolygon. E benchh egli non lo consideri eomo figure reciproelio, nol senso 
della tooria di Maxwell, tutlavia esse aono tali sostanzialmente; ed in particolure, lo co- 
struzioni geometriche ohe il Culmann da nel 5.** Al)sc]initt della sua Opera, consacrato 
ai sistemi rctieolari (das Facliwerk), coincidono quasi sompre con quelle oho si dednrrob- 
bero dai metodi del Maxwell medesimo. Anzi lo coslruzioni di Culmann coinprendoiio 
anche quei casi (non isfuggiti al goomelra inglcsc), no’ quali i diagrammi rcoiproci non 
sono possibili. 

13. 

Prima di tutto voglio mettoro in ovidonza cho il Krilflepolygon od il Seilpolygon (poli- 
gono dolle forze, poligono funicolare) di Culmann si possono riclurro a diagrammi reci- 
proei. 

Date in un piano (oho snpporrb sempro cssoro il piano or tografioo) n forze ?i , l\ , . . . , , 
cho si faeoiano oquilibrio, por poligono delle fom s’intondc un poligono i oiii lati J , 2, . . . , n 
siano equipollenli **) alio rette cho rappresontano quello forzo ■**’). Preso nnpunto 0 
(nollo stesso piano), cho dir6 polo del poligono tracoiato, siprojottino da osao i vorliei dol 
poligono medesimo; e si denomini (r s) il raggio oho projotta il vcrtico comuno ai lati a. 
Ora per poligono funicolare, corrispondoiito al polo 0, s’intendc un altro poligono i cui 


Siatik, Miiuchen, 1871) — od il 2.« Abschnill doU’opwa di P. Ebaolkaox, Jhr Gonslmoteur 
(3.» ediziono),BrannBchwoig, 1869) L. Klasen, GrnpUsohe lirmilleluvg tier flpannungm in den 
Uoclihau-urul Briiclcenbau-Oonslruction,- Leipzig, 1878) — G. IIekmann, Zw (jmphiaolien Sta- 
tilt de)' MaecUnengelriebe; Brannscliwoig, 1870) — (I. Sidenam Clabke, 'J'ho principles of gra- 
pMo Slalies,' London, 1880) — J. B Ciialmehs, Graphical defer inina lion of forces in engiueO’ 
ring slruelures; London, 1881; — K. Stelzel, Qrundzuge der graphisohen filalilc nciel deren An- 
wendnng auf deii continuirlichen Trdgor; Grats, 1882; M. Maurer, Sialigue gmphigue nppUqu^e 
ntix eoHsiruetions; Paris, I882|; oltrc a parooolu© Momovio mono esi.ose o riguardaiiti argomonti 
speoiali, dei signori Moiie, Hablacker, W. Biti'er, E. Winkler, ccc. Clio in Inghilterra, ollre 
agli autovi giA oitati, altri tnalomalici abbiano portata la loio atlonziono snlla stalica grafioa 
risulta dai Proceedings of tho London Malhomatical Sooioty, vol. Ill, pp. 233, 320-322. Voggnsi 
inoltro! C. Unwin, Wrought iron bridges a/nd roofs; London, 1869. — Per lo pubblicazioni po- 
steriori veggasi la nota in fine. 

*) Quosto fu scritto nel 1872, Ora si pu6 aggiungoro « od in tiitte lo soiiolo ilaliane per gli 
Ingegnori ». 

**) Uguaii ill grandezza, diroziouo o senso; donominaziono olie prondo dal prof. Bellavitis. 

***) Nel oostruire quosto poligono, la posizione del primo vertico 6 arbitrai'ia, 
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vertioi cadano nolle lineo d’aziono (cho donominor5 1,2,.,,, n) dollo forze P, , Pj, . . . , P„ , 
od i ciii lati siano rispettivamonto paralloli ai raggi per 0 *): in raodo che il lato compreso 
fra le lineo d’azione di P,, , P, , sia parallclo al raggio (r s), opperd esso medosimo sia indicate 
col simbolo (r j). 

n poligono funicolare risulteril chiiiso, al pari del poligono dello forze. 

14. 

So le linoe d’azione dollo forze dale, fossoro concorronti in uno stesso punto (fig, l.“), 
si avrebboro gift cosi duo diagrainrai reciproci: cho evidentcmente sarobboro le projozioni 
ortograficho di duo piramidi w-edro. 



So lo forzo 80110 parallolo, il poligono dollo forze si ridurrft ad una retta, ossia la base 

dolla prima piramide sarft pcrpendieolaro al 
piano ortografieo; od il vcrtico dolla seconda 
cadrft all’infinito; valo a dire, il seoondo po- 
liodro sarft tin prisma avonto una sola base a 
distanza finita. Questo easo ft illustrate dalla 
fig. dove i lati del poligono dello forze 
sono indieati, non gift da un solo numero 
1, 2, 3, , raa da duo numori posti ai ter- 
mini di ciascuu segmonto; oosl oho i sog- 
montiOl, 12, 23, 34, ... corrispondono alio 
rotto 1, 2, 3, 4, . . . del seoondo diagramma. 

Qui, come in segnito, si adoperano ml te$lo 
due sorie di nameri 1, 2, 3, ... , r, ... , s , ... , 
1, 2, 3, ...,r, . per distinguore le 
lineo di un diagramma dalle corrispondenti doll’altro. 



*) Nella oostruzioue di questo poligono, il priino lato ft dato soltanto in diroziono. 
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15. 

Consideriamo ora il oaso generale, eho le forze non concorrano in uno stesso punto. 
Assumasi un secondo polo O', si congiunga ai vortioi del poligono dollo forze inodianfo 
retto, e costruiscasi un sccondo poligono funicolave, corrispondonlo al polo O'; eio6 un 
poligono, i cui vortioi cadano sullo lineo d’azione dollo forze, od i cui lati siano risp. pa- 
ralleli ai raggi useenti da O', Vedi le fig. 3.» e 6.“, nolle quali i raggi usconti dal secondo 
polo, come puro il corrispondontc poligono funicolaro, sono sognali a tratli non coniinui. 



Fig. 3.* 


Per tal modo il diagramma costituito dal poligono dollo forzo o doi raggi projottanti 
per 0 0 per O', ed il diagramma costituito dai duo poligoni funioolari o dalle linoo d’aziono 
dollo forze sono manifestamente reciproci. Il prime e la projoziono di im poliodro '*) for- 


*) Questo poliodro ha 3» spigoli, 2a facoo triangolari, 2 angoli 7 i-odi'i od n aiigoli 4.o(lri, 
L’altro poliodro ha spigoli, in angoli triedri, 2 basi oho aoiio poligoni di n lati, od n facco 
quadrilateie, 


IE PIGUnS REOIPnOOHE KEIiU STATIOA GKAEIOA. 


345 


mato da duo angoli solidi w-edri lo eui facco corrispondenii si seghino lungo il oontorno 
di un poligono gobbo *) di n lati; il socondo 6 la projozione di un poliedro compreso fra 
duo poligoni piani di n lati, tali cho i lati dcll’uno iacontrino ordinatamento i lati corri- 
spondonti doll’altro. 

La rotta obe nello spazio congiungo i vortioi do’ duo angoli n-ctlri del priino poliedro 
6 la conjugata di quella cho & comuno ai piani delle duo basi del socondo poliedro. Dondo 
seguo, atlesa la propriotfi, cho duo rotto conjugate haiino di projettarsi ortograficaraonto 
ill duo rotto parallele, oho due lati corrispondonti qualunquo (r s), (r s)' do’ duo poligoni 
funieolari si segano sopra una rotta fissa, oho 5 parallola alia cougiungontc do* due poli 
0, O'. Questo tooroma 6 fondamontalo poi motodi dol Cuumann. 

IG. 

So i poli 0, 0' si fanno ooinoidoro, i lati corrispondonti do’ due poligoni lunioolari sa- 
rantio paralloli (flg. 4.»). In tal caso, la rotta cho congiungo i vortioi dcgli angoli n-odri 



dol primo poliedro ii porpcndicolaro al piano ortografico; montro lo basi dol socondo po- 
liodro sono parallolo. 


■"I |£ ovidonte olie, se. quosto poligono diviene una curva oontinua, U poligono delle forzo 
e I poligoni funieolari divontano riapettivaraente la curva dello forze, o le curve funieolari di 
un Biatonja contjnuo di forzo in un piano, | 
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17 . 

La diag'onale fra i v(srtici di duo aiigoli lotraodri dol priiiio poliodro Cn." IH), nsfiiii la 
diagonalo fra duo vorlioi dol j)oligono gol)!)o, o conjugala alPiiiUirHOziono dollo corri- 
gpondeiiti faccc quadrilatcrc dol socondo poliodro, la (jualo coJigiuiigo il piiiito Odimimi 
a due iati di uua haso col punto comiiiie ai lati corriapoiidoiili doli’fii(.ra baao. INollapi'oje- 
zionc ortografica la priina roll, a dj\ tuia diagonalo fra duo vorlicd (r . r -\ I), (s . h -|- 1) 
dol poligono dollo forzo, ossia iina rolta oquipolloute alia rimiltaiUo dollo forzo 
Pi+ 2 i<>.) P,; la secoiula rotla dar)\ la linoa d’aziono dolla. riaiilUuilo nuulosiiua, l)nii(|iio 
la linca d’azioiic dolla risiillaiilo di un iiuiiioro quahiiuiuo di forzo coiiKoeiilivo P, ,,i, 
P.+u, ... , P.passapolpimto commioai la(,i(r . t ~\- I), (j . s -p 1) (loli)oligoiii) funiGolaro: 
altro tooroma fondanionlale iiolla statioa gratica, Voggaai per os. uolla fig. 11.“ la risiiitimlo 
dollo forzo 6, t, 2. 

18. 

So Paeconnata diagonalo dol primo poliodro 6 porpondio,olnro al piano orlografico, la 



Pig. 

rctta conjugata sarH, all’intinito. Allora, nol poligono dollo forzo coincidornnno 1 duo vor- 
tici (r . r -h 1), (s . 3 + 1) in un solo punlo A (vodi fig. 6.“, dovo r 1, s 4), cd in 
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ciascuno do’ poligoni tunicolari saranno pnralloli i lati (r . r + 1), ( 5.5 -I- 1). La risiil- 
taiile dollo forzeP,.^.,, P,.^ 2 , , P, avril diinquo un<a grandozza evancsconle 0 la sua li- 
noa d’azioiio cadrA nella retta all’infinito dol piano ortogrnfico: oasa rianllantc aarii iiiia 
forza infinilamciilc piceola e lontana, oquivalonto ad nna eoppia di forzc agcnti socoiido 
i predolti lali parallcii dol poligono funicolaro c rapi)rc8cnlalc in grandezza dalia retta 
oho congiiingc il corrispondonlo polo 0 al punto A. Siccome qnesto duo forzc oquivalgoiio 

al sislcma dollo P,+i,P ,^2 P., coal il scnso di quella ehc agisco aecondo il lalo 

(r . r -h 1) 6 da A verso 0; c il soiiso dclPaltra, agenlo aoeondo il lato (j . s -|- 1), 6 da 0 
vorso A. 

19. 

Dale lo forzo Pi, P,, P 3 , , P„_i (n.<* 13), i duo poligoni (dello forzo 0 funicolaro) 
sorvono a dctcrininaro la P„, ugualo od opposta alia risnltanto dello date (vodi la fig. 3.“, 
dovo n ~ 5). Iiifatli, cosiruita la linoa spozzata 1 . 2 . 3 « — J , i ciii lati siano cqui- 

polloati alio forzo dale, la rotta n cho no coiigiuiigo gU cstroini (dirolta dal lormiiio 
all’origino dolla spozzata) saril oquipollonto a P„. Indi, assunlo uti polo 0, costniiscasi 
im poligono (funieolare), i cui prltni » — 1 vorlici 1 , 2 , 11 , , n — I cadano nolle linco 
d’aziono dollo forzo dalo P,, Pj, P 3 , ... , P„_i, cd i cui lati {n. I), (1 . 3), (2 . S), ... , 
(n — l.n) siano risp. paralloli ai raggi oho da 0 projottauo i vortioi omoniini dol 
prinio poligono. Allora la rotta oho passa por I’uUirno vortice n del poligono funicolaro, 
vale a diro pel punto di oonoorso dol priino Into (w . I) ooll’ultinio (aj — I . aj), ed 6 paral- 
lola alPullimo lato w del poligono dollo forzo, sarh la linoa d’aziono di P,.. 

Suppongo cho il priino lalo dol poligono funicolaro dobba passaro por un punto fisso, 
0 si faceia inuovoro 11 polo 0 in linoa rotta; anolm gli altri lati ruotoranno inlorno ad al- 
irottanti pimti fissi, allinoati col prime in una rotta parallolu al luogo dol polo (n.® 16). 
Ci5 riontra nol colobro porisma di Pavpo: 

« Bi quoiciiinquo reoioo linoa? hchq mulrito Hocoiii^ non plnros qimm clnoc per idcin piinotum, 
omnia an tom in una ipflarum data Hint, ot roll quo rum niuILiludinom habeiitiuin trian- 
giilum numoruin, hujus latua aingiila Imbot punota tangontia loolam lineain poBitiono 
dalanij quorum trium non ad aiigiilum oxiBfcons tnanguli spaoii unumquodque roli* 
quum pimcfcum reotam linoani poaitione daiam tangent *) », 

20, 

So considoriamo il punto 0 como suscoltibilo di prondoro una posiziouo qualsivoglia 


*) Mailicmatica^ OoUeotionos, protaziono al libro VII, p, 102 dcirodiziono di Commanding 
(Voneiiis, 3 589). Veggasi la traduziono o paraXraei del poriema, Xalia da PONCiixacT al 498 
del suo Tmil6 des proprUUa projeolivos (Paris, 1822), 
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nel piano, le proprietfl dci duo poligoni (dollo forze e fiinicolare) si possono cotnpemliarc 
nel segucnto eniinciato geometrico: 

Sia date iin poligono piano di n lati 1, 2, 3, , w — 1, w; o nollo stesso piano 
siaiio inoltre date m — 1 rotto 1, 3, 3,..,, n—\ risp. parallolo ai primi n~l 
lati del poligono. Da iin punto o polo, mobile nel piano (sonz’alcuna rostrizionc), a’in- 
tendano projettati i vertici dol poligono date. Ora si imagini un poligono variahilo 
di n lati, i primi w — 1 vertici dol quale 1, 3, 3, — 1 debbano trovarsi ordi- 
natamente nollo rette date omonime, mentre gli n lati (/? . 1), (1 . 3), (3 . 3), ... , 
(/I — 1 'n) debbano essore pai'alleli ai raggi cho dal polo projeitano i vertici oinoniini 
delpoligono date. II punto diconcorso di duo lati qualsivogliano (r . r -1- 1), ( 5 . ^ 1) 

del poligono variabile oadril in una rotta dotenninata, parallola alia diagonalo fra 
i vertici (r . r + 1), (s . s + 1) del poligono dato. 

* 

Quosto toorema la oui dimoslraziono per mezzo della sola geomelria pima non pare 
ovvia, risulta inveco a dirittura ovidonte, so si considorano lo figure piano conio projo- 
zioni ortografiohe di poliedri reoiprooi. 

31. 

II poligono delle forze t la proioziono di un poligono piano 0 di un poligono atorlo, 
8eoondoeh6 le forze P siano 0 non siano ooncorronli in un punto. Como a’6 vodiilo nl 11 .® 14, 
nol prirao caso i duo diagrarami rociprooi sono aomplioomonto costituiti 1’un.o dal po« 
ligono dollo forzo e dal polo 0, 1’altro dalle lineo d’aziono dollo forzo 0 dal poligono fiuii- 
oolare eorrispondonte ad 0. Inveeo nol socondo caso (n. 36) 6 d’uopo aggiungoro al priino 
diagrarama un altro polo O', ed al socondo un altro poligono tunioolai'o oorrispondoiilo 
ad O'. Si h pur vodulo (n.° 16) cho i duo poll si possono assumoro oolnoidonti, 0 allora 
11 prime diagramma riosce il pih sompliee possibile. Ma,se inveco si volosso sompllficaro 
11 socondo, giovorebbo portare il polo 0’ a distanza infinita, in una diroziono arbitraria; 
il poliedro la oui projozione ortografica b il prime diagramma, avrobbo alPinfinito il 
vertioe di uno de’ suoi angoli w-edri; e siccomo il piano polaro di un punto alPinfinito 
6 parallelo all’asso centrale’, cosi il nuovo poligono funioolaro, corrispondento ad O', 
avrebbe tutti i snoi lati distosi in una stessa linea rotta ( il oui punto alPinfinito b O' ). La 
posizione assoluta di quosta rotta nol piano ortografioo b ancora arbitraria, opperb si 
potrobbo portarla a distanza infinita. 

Si ha un risultato ancor piit sompliee nel modo seguonto. Suppongasi cho il prime po- 
liedro ahbia il vertioe dell’anzidetto suo angolo «-edro nol punto alPuifinito dolPasso 
centrale; nel prlmo diagramma soomparo allora assolutaraento il polo 0, giaoohb gli spi- 
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goli di quell’angolo w-edro si projetlano ortograficamente iiei vortici del poligono delle 
lorze. II piano polare del vertioe 6 ora il piano all’infinito ; duiiquo il secondo poligono 
lunicolare cadril tutto a distauza infinita (cfr. n.° 7). 

Coneludo da ci6 I’aspotto piii semplice, sotto il qualo si possono rignardaro oomo dia- 
grarami reciproci il poligono dollo forzo e il poligono funicolaro di im sistcma di n lorzo 
equilibrate, siliuato in un piano (il piano ortografico), ina non concorrenti in uno stosso 
pimto. L’uii diagramma sia costituito dal poligono dclle forzo o dai raggi olio no projot- 
tano i vortici da iin polo 0; I’altro dallo lineo d’azione dollo forzo, dal poligono funicolaro 
0 dalla votta all’infinito. Il prime diagramma o la projozioiio d’un poliedro le cui faeco 
si oltongono col projettaro gli n lati d’un poligono gobbo si porpondioolarinonio al piano 
ortografico, si da uu punlo dollo spazio a distanza finita. Il poliodro rcciproco, la cui projo- 
ziono (i ii sooondo diagramma, 5 la porziono (infinita) di spazio contonuta da nn poligono 
piano 0 da n piani passauti ordinatamonto poi lati del medosimo od osiosi sitio al piano 
air infinito. 

23 . 

Passo ora a diagrammi pid oomplicati, quali si prosontano nolla looria dollo trava- 
turo rotioolari *). Siano $?, js' duo suporficio poliodricho reciprocho, | oho possoggono 
iin orlo 0 contoruo, oho sono soraplicemonto coiuiosso, o i oui contoriii sono duo poligoni 
oMusi sghombi| *•*); p il poliodro forraalo da o dalla suporficio piramidale, il cui vortico 
sia un punlo o fissato ad arbilrio nollo spazio, o la cui liiiea dirottrico sia il contorno po- 
ligonalo di ss; o p' il poliedro rooiproco di p, ossia il poliodro contonulo dallo facoo di m', 
dai piani dogli angoli doll’orlo di (S' c dal piano w polaro di o. Projettando ortografioa- 


*) iDioosi Imualura relieolare un Btslcina piano di astn roltilineo riiniilo agli ostreml per 
nodi o articolazioni. Sia A 13 un’usta qualunqun (il cui peso 0 Iruscurato) di uua tale tiwatura; 
0 Buppouiamo ohe ncssuiia forza agisoa Bopra di essa, fuorohe ai nodi A, B. AUora I’insiomo 
dello foTze olio agiseono su di ossa nol nodo A (alouuo csterno, alcnne conaiBlenti in piosaiom 
oBcrcitato Bull’aatn modesima da quella o da quoUe olio rincoiitrano nol nodo A) jjoBBono ea- 
fioro ridottc ad ima sola risultantoi lo stosso por qucllo cho agiseono al nodo 33 i o quoslo xisnl- 
lanti, cssondo neoossariamonte eguali ad opposle, dobbouo agiro secondo I’asln AB. Quindi I’a- 
sta 6 in un soniplico slato di tensione quando quoato risuUantl agiacono all’infuori, o di eom- 
prossione quando agiseono verso 1’ interne. Un’aata 6 oliiamata mi liratUe quainlo Ain lensiono, 
un pimtone quando 6 in ooinpvoasiono ((inoFrON, Lcolares on AppUeil Meohanios, at the JRoyal 
Military Academy, London, 1877)|. [ofr. n. 31]. 

*♦) So I’orlo di v> 6 un poligono piano di n lati, quollo di v.' sarA un pnnto, vortico di un an- 
golo 5t-odro. 
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raente i due poliedri, si avranno i duo diagrammi reoipi'oei, cho qui si vogliono prenclero 
in considerazione. 

L’oi'lo di £5 sia di n lati, o questa superficio abbia altri m spigoli *) o p Tacce. II polic- 
dro p aviil n + P iacco e 2n-\-in spigoli, opperd m-\~n — -|- 2 vortioi. Dunquo £% 
ha, fuori doU’orlo, m — p + 1 vertioi ** ***) ). 

Eeciprocamento p' avii m-\- n — p + 2 faeeo, n p vortioi o 'in + w spigoli. 


24. 

Suppongo ora oho la projoziono di »' sia lo scliema di uaui tvavaUira roUcolaro dolala 
di p nodi e di m mombri o pezzi rettilinoi, por la. quaio lo forzo oslcrnc abbiaiio a linoo di 
azione lo projozioni degli spigoli all’orlo di iV, o siano rapprosenlalo in grandozza dagli 
w lati del poligono oho 5 projoziono doll’orlo di a ■*’'•*). Allora la projoziono di quolla fac- 
cia di <p' oho 6 nel piano o) sarh il poligono funicolaro dollo forzo oslornc, oorrlspondonlo 
al polo 0, projoziono di o; o le projozioni dogli m spigoli di non appartononti all^orlo, 
dai'anno le misure degli sforzi interni, ai quali soiio soggotti i mombri oorrispondoiili della 
travatura, in conseguenza del dale sistoraa di forzo ostorno, 


26. 

So il punto o si nllontana all’inlinito uolla diroziono porpondioolaro al piano oi'to- 
grafico, il piano to coincidorh col piano all’infinito. Allora il priino diugraniina si ridurrh 
alia projoziono di $?, cioh all’insiemo dollo rotlo cho misurano lo forzo ostorno o gli sforzi 
intorni; ed il secondo diagramma, scomparondono affatto il poligono fnnicolnio, oonlorrh 
soltanto lo schema della travatura (oio6 lo linoo d’aziono dollo forzo iiitorno) o lo linoo 
d’azioiic dello forzo ostorno. Nollo figure cho accompagnano quosto seritto, il pritno dia- 
gramma 5 indicate colla lottera b, il socondo oolla lottora n. 

26. 


Se le forzo estorne sono tutto parallole fra loro, como avvicno assai di froquonlo nollo 
applioazioiii pratiche, I’orlo di s sar^ un poligono tutto contonuto in ini piano porpendi- 
oolaro all’ortografioo; opperd i lati del poligono dollo forzo ostorno oadranno tutli in lum 
sola G medesima rolta. 


*) Evidontemonte 6 mgn. 

**) Laoudo m non pu6 essero minore di p . — 1, 

***) Peroib » non dovrA avere alcun vortico a distanza inlinita; vnlo a diro »' non nvrA 
alcana facoia perpendieolare al piano ortografico. 
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27. 

Altre lormo poligonali degenori possono offrire i diagrammi, lo quali provcngono da 
^^^onerazioni analoglic delle figure nello spazio. 

Suppongasi per os. oho nello spazio si abbia un angolo solido tctracdro, al quale corri- 
a figura reoiproca una faccia quadrilalera; o olio due spigoli (non opposti) 

^l^jl’angolo solido accostandosi indefinitamente iiol loro piano vongauo a sovi'apporsi 
all’aUro; sicche da ultimo I’angolo solido saril, ridotto al sistema eomposto di iin trie- 
G di un piano passante per uno dogli spigoli. Poreib ancho nella faccia quadrilatera 
figura rociproca vi sarauno due laii die, senza oossaro d’averc un vorfcico coniune, 
^Qj-jranno a trovarsi nolla stessa diroziono o in divozioiii opposle. 

Passando ora alio projezioni ortogratiche, si avrA, neH’un diagranima un punto dondo 
divcrgono quattro retto, duo delle quali con dirozioui sovrapposle; o noH’altro diagramnia 
mi cjuadrilaloro con Ire verlici in linea retla *). 

28. 


Dato lo schema di una travatura rotioolare, e supposto conosciuto il sistoina ddlo 
f orzo Gsterne, bisognorh aiizi tiiUo coslruire il poligono di quosto forzo, vale a dire un po- 
ligono i cui lati siano oquipollonti alio forzo cslorno. Nolle figure qui unite, lo forzo osterno 
o i lati dol poligono sono indicati coi luuueri I, 2, 3, ...per mode clic, porcorrciido il 
contorno dol poligono noH’ordine crosconto do’ miraori, ciascun lalo sia porcorso nel sonso 
della forza, clio osso rapproscnla. Quosto mode di pcrcorrore il conlorno dol poligono si 
oliiainora Vonline cicUeo dol conlorno medosimo. 

Qiiando si tralta di costruiro il diagranima reciprooo a qiiollo clio c costituito dalle 
sclioina della travatura o dal sistema delle forzeostorno, non 6 arbitrario Tordino col qualo 
si I'anno suecedero quosto forzo Tuna all’altra per oostruirc il rolalivo poligono. L’ordino 
di cui si Lratta 6 dotorminalo dalla coiisidcrazioiio oho seguo. Nel poligono delle forzo 
osterno, die fa parto del diagramraa b, dovono essorc successivi i lati cquipollenti a due 
foxze, se lo lineo d’aziono di quosto appartengono al contorno di uno stesso poligono nel 
diagianima a; giaooli6 quosto poligono corrispoiido al vertico chc 6 comuno a quci duo lati. 

Si darhdunquo I’indico J ad una qualimquo dollo forze ostorno; la linoa d’azione dolla 
foi’za preseella e lalo comuiie a duo poligoni del diagrainma a; oiasouno diqiiestiha nol 
P^oprio contorno la linoa d’aziono d’un’altra forza eslerna; si hanno cosi duo forzo 
eaterne, clio possono risguardarsi come eonligiie alia forza 1, o sarh indil'fcronte di attri- 
all’una o all’altra rindico 2; naturalmciito I’allra avrh, allora I’indico w, so « 6 il nu- 


"*) Esompi di quoaio formo dogo-nerate si possono vodcro a pag. 444 c nolle primo dxio tuvolo 
oitata Memoria dol prof. ELBEMiNa Jenkin (1860), ed auoho uclla 9,'^ dello nostre {ignio. 
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30. 

Una considerazionc superfioiale polrebbe far credcrc possibile e determinata la solu- 
iione del problema anche in casi ne’ quali iiessun nodo sia il piinto di concorso di tro sole 
retto *). Suppongasi per os. lo schema della Iravatura costitiiilo dai lati 5, (>, 7, 8 di 
un quadrilatero e dalle rotto 0, 10, 11, 12 die no congiungoiio i vertici ad im quinto 
punto; 0 le forze esterne siano le 1, 3, 3, 4 applicate ai vertici (8 . 5 . 0), (5.6. 10), 

(6.7.11) , (7 . 8 . 13) del quadrilatero *+). Formate il poligono 1 . 2 . 3 . 4 delle forze 
ostcriic, pei punti (1 . 2), (2 . 3), (3 . 4), (4 . 1) conducasi ordinatamoiite lo 6, 0, 7, 8 
indefinite; indi pongasi il probleina di costruirc uii quadrilatero i cui lati 9, 10, 11, 12 
siano risp. paralleli alle liueo omonimo del diagranima dato, o i cui vertici (9 . 10), 

(10 . 11) , (11 , 12), ( 12 . n ) cadano risp. nolle 6, 6, 7, 8. Siccomo il problcma di eo- 
striiiro un quadrilatero i cui lati abbiano dirozioiii dato (o passiuo per punti dati in una 
stessa rotta) cd i cui vertici cadano in altrcttaiito retto fisso, aminetto in generate una ed 
una sola soluzione, cosi si potrobbe credere a primo aspetto oho il diagramnia delle forze 
riesca cosl portottamonte determinate. 

Ma I’illusione svanisce, so si pon monte die il problcma goonietrieo Iia i suoioasi di 
impossibilitil c di indoterminazionc. Infatti, qiiando ai omotla una dcllc condizioni pro- 
poslo, vale a dire si assoggolti il quadrilatero soltanto ad averc i suoi lati nolle dato diro- 
zioiii, 0 i primi tto vertici sullo retto dato 6, 0, 7, il quarto vortice deserive ***) una retta 
r; ed 5 11 punto comune a quosta od alia rotta data 8 die, preso conic posizionc del quarto 
vertico, dovrebbo dare la soluzione desiderata. Ora, so i dati della quostione soiio tali cho r 
risulti parallcla alia 8, eoco, ei troviamo in un caso d’impossibilitil. Por6, so, iu im’ipotesi 
anoho piii specialo, la retta r coiiicidosso appunto colla 8, il problcma riuscirobbe indelor- 
ininato, eiofe, infiaiti quadrilatori soddisforobbero alio condizioni proposto, 

A porsuaderoi cho, nella costruziono del diagramnia rceiproco al dato, si urta predsa- 
mento noirimpossibilitit o neirindotcrminazione, basla riflottoro die, ovc si considori il 
diagramma dato come un poligono, di forze, lo cui graiidozzo siano esprosse dai sogmonti 
5, 0, 7, 8 0 il cui polo sia il punto (0.10.11. 13), la figura corcata 9 . 10 . 11 , 12 sa- 
robho il corrispondente poligono funicolare. Ora, affinchfe sia possibile la costruziono 
del poligono funicolaro, 6 nccossario cho lo forze siano in cquilibrio: al qualo soopo, so si 
siippongono date le loro grandozzo 6, 6, 7, 8, e le lince d’aziono di Ire fra esse, 6, 6, 7, la 
linoa d’azioiie della quarta risulla univooamonto determinata, od 6 appunto quolla rotta r 

*) |8upposta la travaUira reiioolare composta di triangoli coino dapurtuUo in quoBto 
opnscolo j. 

**) Qiiosle conaidevazioui suaBistono iaaltorato, se la iravatura Ria invoco costituHa da un po- 
ligono qiialuuque e dalle rette ohc ne oongiungano i vertici ad mi punto fieso. Non do la figura 
rolativa a quosto paragi'afoj ma il lottore potrit Biipplirvi seiiza difficolt^, 

PoNGisni3T, !rraiU des j^ropri^Us projoctives (PariB 1822), nfi i500, 

Oretnona) tomo III 23 
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chG sopra si 6 monzionata. Dunquo, so r ed 8 non coineidono, lo forzo fitlizic 6, 6, 7, 8 
non sono in equilibrio, ma equivalgono ad una I'orza inrinHanionlo piccola o distaiitc, 
e il problema 5 iinpossibile. Se poi r coincide con 8, oioc so lo forzo fUtizic sono equilibrate 
il probloma 6 indotorminato, giacoh6 per un date sistoraa di forzo o per un dato polo, si 
possono costruire infiniti poligoni funicolari (n “ 16). 

Nel primo di questi duo casi si otterrobbe roquilibrio, agginugondo alio forzo 6, C, 7, 8 
una forza ugualo od opposla alia loro risuUante (infinitamonto piccola o lontana), ciofe 
conaidoraudo 11 poligono 6 . 6 . 7 . 8 come projeziouo, non giil di im quadrangolo, ma di 
un pentagouo.duoverticiconsecnlividolqualosiprojoUinoinunostosso pimto(7 . 8. 13). 
Mora la rotta 12 5 la projeziouo di duo rotto dislinte iiollo spazio, opporb, nol diagrainma 
reoiproeo, al punto (9 . 10 , 1 1 . 1 2) corrispondorit un ponlagono (aporto) 9,10. I L 12 . 12', 
avonto i vortici (9 . 10), (10 . 11), (11 . 12), (12' . 9) risp. situali nolle 5, 6, 7, 8, o il vorLieo 
(12 . 12') all’infinito. 

81 . 

Ogni mombro o pozzo rottilinco dolla travatura 6 linoa d’aziono di duo forzo uguali 
od opposte, applicate risp, ai duo nodi clio sono congiunti da quol pozzo. La grandozza 
comuno di queslo duo forzo, ossia la misura dollo sforzo cui va soggetto il pozzo considc- 
rato, b data dalla rotta corrispondonto dol diagraniina 1), Qucllo duo forzo si possono con- 
sideraro como azioni o como reazioni: porpassaro dairiui caso all’altro, basta rovesoiarno 
i sensi. Considorandolo como azmii^ sc esso agiscono dai rispottivi punli d’applicaziono 
verso I’intorno del pozzo, questo si dice o compmso; soagisoono invoco all’intuori, 

il pozzo dices! ieso o sHralo. Sposso volto ai pozzi comprossi si dii il noino di 'puntoni', ai 
pezzi tosi quello di tiranti*). 

82. 

Ciascim nodo della travatura e il punto d’applieaziono di un sislonm di forzo equili- 
brate, alinono tro di nuraero; una di esso pub oasoro una forza ostorna; tutto lo altro sono 
reazioni doi pezzi eoncorrenti in quol nodo, Bastorb- conosooro il sonso di una dollo forzo 
del sistoma, per dodurno il sonso di tutto lo altro; al qualo uopo non si avril olio a porcor- 
rore il contorno del poligono corrispondonto a quel nodo. So al nodo b applicata niia forza 
esterna, e si percorra nol sense dolla medosima il lalo cquipollonto dol poligono, ciascuno 
degli altri lati del contorno verrb poroorso nol sonso cho spotta alia corrispondonto forza 
interna riguardata como reazione applicata al nodo oho si considora. So invoco lo forzo in- 

*) NqIIs figure in fondo n questo opuscolo i tiranti aono indioati con lineo pin sotlili di 
quelle oho rappresentano i puntoni. Nello figure dol Colmann o dol EeuAEAUX i puutoni sono 
aegnati con Knee doppie, i tiranti eon lineo seinplici. 
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torno s’intondono agiro nel senso clio loro compete come azioni, nel percorrerc il eontorno 
del poligono bisognerti, rovcsciarc il seiiso della forza osterna. 

Se ad un nodo non c applicala alcana forza esterna, ma sole forze interne, bastertl del 
pari conoscere il senso di ana fra esse, per ottencre, col procedinionto ora esposto, il sense 
di ciascuna dolle rimanenti. 

Si dird ordine ciclico del contomo di un poligono del diagramina b, quello oho oorri- 
spondo allc forze interne considerate come azioni 

Per lal mode, incominciando da un nodo al quale sia applicata una forza esterna, si 
vorraiino a detcrminarc successivamontc Ic grandezze o i aensi di tutte Ic forze interne. 
Considcrando una forza interna come azione applicata ad uno doi due nodi fra i quali 
cssa agisco, si riconoscorft toslo so il pozzolimitato dai nodi medesimi sia compresso o teso. 

Ogni rotta ncl diagramina b 6 lato'comuno a duepoligoni; pcrcorrondo i contorni de’ 
qiiali, nel loro ordino ciclico rispottivo, quel late vorrit doseritto una volta in un senso 
I’allra volta nol sonso opposto *). Cif) corrispondo all’osscrc quolla rotta la misura di due 
forze uguali opposto, agenti lungo il corrispondento inombro della travatura. 

33. 

Si noto cho la somma algobrica dolle proiezioni dolle facoc di un poliedro & uguale 
a zero. Applicando quosto tooroma al poliodro p (n.® 23) cd ossorvando cho la proieziono 
della snpcrficie k o coslitnita dai poligoiii del diagramina b corrispoiidcnti ai nodi della 
travatura, montro la projczioiie della rcstanto snpcrficie di p non d altro die il poligono 
dello forze estorne, si ottionc il risultato .seguento: 

Riguardaia come jposiiim o negaliva Varea di un poligono, seeondo clie essa giaceia a si- 
nistra 0 a deslra di chi ne pereorra il eontorno nelVordine ciclico del medesimo, la somma 
delle aree dei poligoni del diagranma b ehe corrispondono ai nodi della Iravaiiira d uguale 
cd opposta alVurea del 2 '>oligono delle forze eslerne, 

Il signor Maxwell d giunto por altra via a quosto tcoreina, diniostraiidolo per una 
frame piana qualsivoglia, sia o non sia possibilc di costruire un cliagramma di forze **). 

31 . 

11 mclodo delle sezioni, generalmonto adoperato nolla trattaziono de’ sistemi vaiiabili, 
offriril al disognatorc un prezioso mezzo di verificazione, 

♦) CJupala proprictA 6 in acoordo oolla com detta legge degli spigoli (JCn?}/en/fefiei<')ncipo]ie- 
dri dotati di nnn aupei'fioio interna e di una supe-rficie esterna. Vedi MoBius, Ueher die Bestim- 
mttng dos Inhalis ernes Polijeders (nei Beriolite della SooietA dello aoionze di Lipsia, 1886, vol. 
17, p. 33 0 seg. lovvero Gesanimelte WerTce, vol. II, p, 473| o Baltzeu, Stereomelria (p. 147 
della traduzione italiana, 2.“ ediziono, Genova, 1877). 

**) Citata Memoria del 1870, p. 30. 
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Se si considera una delle parti nelle quali la travalura 6 divisa da wia seziane ideah, 
le forzG estenie applicate ad essa parte sono equilibrate dallo rcazioni do’ pozzi incontrati 
dalla seziono. 

Se di queste reazioni tre sole sono incognito, esse potraimo dedursi da quella coiidi- 
zione d’equilibrio, giacohfe il problema di decomporro una forza P in tre (ioinpononli, le cui 
linee d’azione 1, 3, 3 siano date o formino eon 0, linoa d’azione di P, un quadrilaloro (piano) 
oomploto, B detormiiiato ed ammetto una sola soluziono. Infatti (fig. G.c) basta coiubirro 
ima delle diagonal! del quadrilatero, per os. la rctta 4- cho nnisco i pnuti 01, 33, dcconi- 
porre la forza data 0 in due compononti seoondo le retto 1, 4 (o oi6 costruoiulo il triangolo 

delle forzo 041, il lato 0 del quale 6 dato in grandozza o 
dirozione) c da ultimo decomporro la forza 4 socondo lo 
retto 2, 3 (costruondo analogainonto il triangolo dollo 
forzo 432). 

Questo motodo, oho potrobbo dirsi stalico, basta da s6 
solo alia dotorminaziono grnfioa degli sforzi intorni, al 
pari dol nietodo geometncOf osposlo procodontomonto, oho 
si deduce dalla teoria dollo figure rooiprooho o oonsisto 
nella coslruziono succossiva doi poligoni eoiTispoudoiiti 
ai diversi nodi della travatura. Il motodo statico mi pare 
por6 nieno soraplico, o piuttosto pu6 giovaro iu couibi- 
naziono coll’altro, sopratulto per vorificaro I’esattczza 
dello operazioni grafieho, gift OBoguite, Lo forzo ostorno 
applicate ad una porzione della travatura, staccata modianto una seziono qualsivoglia, 
e le reazioni dei pezzi segati devono aver la propriotH, cho lo corrispondonti liiioo dol 
diagramma b siano i lati di un poligono chiuso. Quoslo poligono dev’essoro la projoziono 
di un poligono gobbo, chiuso del pari, non giA, di una spozzata, i cui ostroini siano in 
una retta perpendicolaro al piano ortografico: la qual condiziono oquivalo all’ossor ohiuso 
anohe il poligono gobbo reciproco, ossia al potorsi connettero lo linoo corrispondonti del 
diagramma a con un poligono funicolaro ohiuso. 

11 metodo delle sezioni pud anclio essore presontato solto uii’allra forma. Indicaiulo 
ancora con 0 la risultante di tutte quelle forze (applieato alia porziono di travatura) cho 
sono conosciute, e con 1, 2, 3 lo tre reazioni incognito, la sorama doi momonti dollo quat- 
tro forze sarA nulla. Donde segue ohe, posto il coutro dei momonti nel puulo d’iiicontro 
di due linee di resistenza, per es. nel punto 23, il raomonto della terza reaziono 1 saiA 
ugnale od opposto al memento della forza 0. Si ha cosi una proporzione di quattro gran- 
dezze (lo due forze e i loro bracoi di leva), fra le quali la sola incognita d la graiidezza della 
forza 1. In oid consiste il melodo dei momenU staiici, cho s’ad opera quando si vogliano 
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calcolare numerioamente (non costruiro graficamente) gli sforzi interni nolle travaturo 
reticolari * **) )• 

36. 


Paaso a dare alouni esempi, alii a raoltero in ovidenza la somplicit.\ e I’eleganza del 
metodo grafico. In questi esempi non mi euro sompro della regolaritil o della aimmetria 
di forma, sebbeno in pratica non vi si rinunci quasi mai. Ma k forme sinmelriche della 
praiica non sono ehe un caso parlieolare delle forme irt egolari della, geometria asiratta'. opper5 
la traltazione di quoste include in sb tutti i casi pralici possibili. Qui adunque il vooabolo 
travatum reticdlare b proso in quel sense genoralo o toorico che il signor Maxwbi-i, dH alia 
parola frame *■*): 

« A frame ia a system of lines connecling a number af points. A stiff frame is one in which 
the distance between any two points cannot bo altered without altering the Icnght 
of one or more of the conneeting lines of the fi'nmo.... A frame of « points in a piano 
requires in general 2 a — 3 conneoling lines lo render if; stiff ». 

Soltanto io intondo limilarmi alia eonsidorazione di figure piano je formate da triangolij. 


36. 

Como primo esompio (toorico, gonoralo) sta 1 , 3, , 10 (fig. 7.1^ a) un sistoma di 
dioci forze (estorne) oquilibrato, cosicchb, coslruito il poligono di esao forzo o projotta- 




tino i verlioi da un polo 0 (fig. 7,* b, dovo il poligono tlello forzo 5 segnato con lineo 
doppie), si potrili tracoiaro un poligono funicolare, i oui vortiei siano nolle liiioe d’azione 


*) Vodi A. Ritter, ISlementaTe Thoorie v/nd JSeroolvrvang eisemer Daoh-wid UrUolcen-Oon- 
gtrucHonen, 2.“ odiz. (Hannover, 1870). 

**) A pag. 294 del PhiheopMeal MagaMne, aprilo 1804 
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1, 2, , ed i Old lati (segnati a tratti nella fig. a) aiaiio ordinatamonto parallnli ai raggi 
(pur segnati a tratti nella fig. h) die escolio da 0. Le dctto Eorzc siano applicate ai iiudi 
di uiia travatura retioolaro, i citi membri rettilinei indiohorft con 11, 13, I , 37 

(fig. a). ^ , 1 

Cominoio dal oostruire il triangolo coraspondente al node (10 .11.13), coiiducoiido 

dai termini di 10 due rette If, 13risp. pai'allolead 11, 13; al quale uopo ossorvo eho II 
deve passare pel pimto (1 . 10), perch6 nel diagramma a lo linoo 1, 10, 11 appartongouo 
al eontorno di uno stesso poligono *); e per laidontioa ragione, 12 doo passaro pel punlo 
(9.10). Percorrendo il eontorno del triangolo oosi ottonuto, nel soiiso coiitrnrio a quell o 
della forza 10, si ottengono i sensi dello'azioni esereitato sul node oho si coiisidora, Iiingo 
le linee 11, 12; e si vede cosi che il pezzo 115 comprosso, rnontro 13 5 toso. 

Costruisco U quadrilatero corrispondento al nodo cui 5 applicata la forza 9, coiulii- 
oendo la 13 pel punto (11.12) e la 14 pel punto (8.9), 11 pezzo 13 5 eompro-sso ; 14 
5 teso. 

Costruisco il pentagono oorrispondente al nodo cui 6 applicata la forza 1 , oondueondo 
16 pel punto (13 . 14), e 16 pel punto 1 . 2. T1 pentagono cosl ottonuto 5 a eontorno in- 
treociato. Il pezzo 16 5 teso, o 16 5 compresso, 

Costruisco il pentagono oorrispondente al nodo cui 5 applicata la forza oatorna 8 ; al 
quale uopo gnido 17 pel punto (16 . 16) o 18 pel punto (7 , 8). Il pozzo 1 7 5 comproBso, 
mentre 18 5 teso. 

E conthiuando cosl trovo tutti gli altri sforzi interni. L’ultiina costruziouo dft il 
triangolo che corrispondo al punto d’applicaziono della forza 6. 

Sono oompressi, 20, 21, 24, 25, 27;tesi 19, 22, 23, 36. 

37. 

La fig. 8.® a rappresenta un ponte, ai cui nodi sono applicate lo forzo 1, 3, ... , 16 
tutte verticali; la 1 e la 9 sono direttc dal basso in alto ed espriniono lo ronzioni degli np- 

poggi; le forze 2, 3, .. . , 8 sono pesi applicati ai nodi della tavnla suporioro; e 10, 1 1 16 

sono pesi applicati ai nodi della tavola inferioro. Questo forzo sono proso nell’ordino so- 
condo il quale sono incontrate da chi percorra il eontorno della travatura; o iiollo stosao 
ordine sono disposti i lati del poligono dello forze esterno nel diagramma b: il qual poli- 
gono ha tutt’i suoi lati distesi in una stessa retta verticale. In quosta rotta, la somnia do’ 
segment! 1, 9 5 uguale ed opposta alia somraa do’ segmenti 2, 3, ... , 8, 10, 11, ..., 16, 
gmcch5 il sistema delle forze esteme dev’essere equilibrate. 


*) Che h un quadrangolo il cui quarto lato c il lato del iDoligono funicolaro coiiipro'io lia 
le forze 1, 10. Come giii a’6 detto altrove (n.‘ 21, 26), il poligono funicolaro potiobbo anclic 
idlontanaiBi tutto all’infinilo, 
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II diagrarania 1) si completa ora precisamonte colie regole git^ espostc. Coraineiando 
dal nodo (1.17. 18), tiro la 17 pel punto (1 . 2), oio6 pel pimto dove tormina il aegmonto 



Fig. 8.* a 


17 



1 , eho 6 diretto dal basso in alto o dovo incomincia il soginento 2, oho <1 diretto d’alto in 
basso, 0 la 18 pel punto (16 . 1), cio6 pel punto dovo tormina il soginento 16 diretto d’nlto 
in basso o dovo comincia il soginento 1. 

Passando al nodo (2.17.10. 20), tb'o la 19 pel punto (17 . 18) o la 20 pel punto 
(2 . 3), cio6 pol punto dovo tormina 2 e dovo inooiniueia 3, segmonti dirotti ambodue di 
alto in basso; od ottongo cosl il poligono 2. 17 . 19 , 20, clio 6 un rcttangolo. 

Vongo ora al nodo (16 . 18 . 1ft . 21 . 22), o tiro la 21 pel punto (19 . 20) o la 22 pel 
punto (16 . 16); ottongo oosi un pontagono a contorno introcoiato. E oontiimando nello 
stcsBO modo, opero.suecossivamontc rispotto ai nodi o punti d’applicaxLoiio dollo forze 3, 
15, 4, 14, IS, 6, 12, 6, 11, 7, 10, 9. Siccome nol diagramma a, lo schema doUa tra- 
vatura cd il oomplesso dollo forze ostorne hanno un asso comunc di sinimotria (la verti- 
oalo media), cosl aiioho il diagramma b 6 simmotrico (intoino all’ orizzontale media). 
Cosi per es. il triangolo 9 . 46. 44 6 simmotrioo al triangolo 1.17. 18; il rettangolo 
8 . 4B . 43 . 42 al rettangolo 2. 17 . 19 . 20; ooc. 

Tutt’i tronchi della tavola superiore sono comprossi; tesi tutti quell! della tavola in- 
foriore. Lo saotle oblique sono tutto eomprosse. Dolle asto verticali, due sono tose, 23 
39; le altre sono oorapresso, 
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38. 


Nella fig. 9.» a si contompla la motif di una rimessa di locomotive ^). Lo forzc esterno 
sono i pesi 1, 2, 3, 4, 5 applicati ai nodi suporiori della tottoja, o lo reazioni 6, 7 
del muro e della colonna. Anche qui lo forze esteriie sono tntto parallcle, cpper6 il loio po- 
iigono nel diagramma b si riduoo ad una linea retta. La forza 6 5 (presa in sonso oppo- 




sto) uguale ad una parte del peso 6; aggiimgendo la ditforonza agli altri pesi, si lia la grnii- 
dezza della forza 7. 

Nel diagramma b coincidono in diroziono lo Unco 8. 13; la piimn f* una parto delta 
SBConda. Qui si presonta adunquo, come poligono corrispondento al node (8 . 10 . 13 . 13) 
una di quelle forme dogenori, dello quali si 6 discorso ncl u.°27; si Iiaciofnin quadrlla- 
tero 8 . 10 , 12 . 13, tre vertici ( 13 , 8), (8 , 10), (12 , 13) dol qualo sono per dirilto fra loro. 

Una forma degonere analoga 6 anohe quella del quadrilatoro 5 . 17 . 18 . 6 corrispon- 
dente al punto dove il tetto s’appoggia sul muro; infatti i vertici (6 . 5), punto pin basso 
del segmento 6, (6 . 17), (18 . 6) sono in una stessa linea retta. 

Sono corapressi i pezzi inforiori 8, 13, 18, losaotto 10, 14, 16, la colonna 7 od il 
muro 6; sono tese lo parti superiori 9, 11, 16, 17 ola saetta 13. 

39. 

Il diagramma a della fig. 10.* rapprosonta una capriata ai oui nodi suporiori sono ap- 
plicate le forze oblique 1,2,..., 7, che si possono considcrare come risullanli dalle 
azioni combinate della gravity e del vento; le forze 8, 9 rappresentano lo roazioni degli 
appoggi. 


*) Qiiesto esempio 6 preso dalla tav. 10 dell’atlanto dcUa Qraphiselie. StaUlc di Cormamn 
( 1.* edizione). Ivi por6, come ho giif notato, i due diagrarami non sono rigorosainonle rooiprooi, 
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n poligono dello forzo estorne 6 tracciato nol diagi'amma b con linee doppio. Si aono 
succossivamento costruiti il triangolo i . 10 . 11, il quadrilatcro 9 . 10 . 12 . 13, il pcn- 
pontagono 2 . 11 . 12 . 14 . 16, il qiiadrilalero 13 . 14 . 16 . 17, il pcntagono a contorno 





Fig, 10.» h 

intrecoiato 3 - 16 . 16 . 18 . 19; il quadrllatoro 4 . 19 , 20 . 21, pure introcciato ; il ponta- 
gono 17 . 18 , 20 . 22 ■ 23, occ, 

Bisultano oomproasi i pezai suporiori 16, It), 21, 26, i pozzi inforiori 10, 13, 30 
0 le saetto 12, 16, 24, 28; tosi tutli gli altri mombri. 

40. 

n diagramma a dolla tig. 11.*' rapproaenta un ponto sospoao, oarioato noi nodi aupo- 
riori dai posi 1, 2,..., 8, no’ nodi inforiori dai pesi 10, 11,,,,, 16; i quali pcsi 
aono equilibrati dalle duo roazioni oblique 9, 17 ai piinti catrorai della travatura*). 

Il poligono dello forzo estorno ha i priini otto lati distosi in una rotta vorticalo, o i lati 
10, 11, . . , sino al 16 parimonto distosi in un’altra rotta vorticalo, I lati obliqui 9 o 17 
s’intersecano, cosl cho U contorno del poligono risulta introcciato, 

Costruisco succossivatnonto i poligoni 

1.17.19.18, 16.19,20,21, 2.18.20. 22.23, 

36.21.22.24.26, 3 . 23 . 24 . 26 . 27, ... , 

ohe per la maggior parte sono a contorno intrecoiato. 

Anche in quosto osempio, i duo diagramini sono simmotrioi, 
n diagramma b mostra cho i mombri della parto suporiore sono tutti tesi, o die la 


*) Quosto osempio h analogo a quoHo olio il sig. MAxwEnt dA nolla sua Momoria del 1870. 
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tensione deeresco andaiulo dallo eatromit?l verso il mezzo; che sonotulti tosi aiiohe i meinbri 
della tavola iiiferiore, ma qui la tensione diminuisce andando dal mezzo verso lo estrc- 



Plg. 11." a 



miti Le saotte sono alternativamonte teso o eomprosso, fuorolife al contro, dovo duo 
saette oonsecutive sono teso Tuna e I’altra. Considerando solanionto lo saetto tese, o so- 
lamente le oorapresse, si vodo oho lo sforzo interne deeresco dalle cstromilfi, verso il mozzo 
della travatura. 

41. 

Il diagramma a della Fig, 12.“ rappresenta una gm retioolaro; il peso proprio della gni 
h distribuito in varie forze 1, 2, 3, 4, , 9 applicate ai nodi; 6 compronde audio il 
peso accidentale ohe la gru dee sostenore, Tutti quest! pesi sono oquilibrati dalle roazioni 
degli appoggi, le grandezze dellc quali si ottoiigono deeompononda il peso risullanto in 
tre forze dirette secondo le linee 10, 11, 13. Lo quali, preso in sonso opposio, danno gbl 
le pressionl del puntone 10, della oolonna 11, o la tensione del tiranto 13. 

Nella figura e anche ospressa siffatta doterminaziono delle forze esterne. Presi succos- 
sivamonto i segment! d’una stessa verlicalo die rapproseniino i posi 1, 3, ... , 9, si 6 
fissato an polo; e projettati da csso i punti (0. 1), (1 . 2), (2.3) (8 . 9), (9 . 0) *) 


*) Qui (0. 1) indica I’origine del segmento Ij e (9. 0) il termino del sogmento 9. Nella 
figura, i raggi nscenti dal polo del diagramma b od il poligono fnnicolaro del diagrnmnia a 
sono indioati con linoc a trniti discontinni. 
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si ^ costi’uito il corrispnndcnto poligono funicolarc. La verticale che passa pel punto oo- 
tnuno ai lali eslertii ((> . 1), (0 . 0) sara lalinoa d’aziono del peso risultante, la ciiigran- 
dezza e del rcsto indicata dal sogmonto die ha rorigine coiimne col sogmento 1 e il termino 



oomuno col sogmonto 9. So ora si deoompone quosto peso risultaiite, cho 6 una lorza co- 
Rosciuta in tutt’i suoi olomeuti, in tie oomponenti lo cui lineo d’azioue siano 10, 11, IS, 
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e cio impiegando la coatruzioiio gia dicliiarala nel n « 34 e nclla fig. 6.*, si otteiigono le trc 
forze 10, 11. 12. Queste, prese in scnso opposto, e i pcsi dati costiluiscono ilsistoma com- 
pleto delle foi'zc esterne. 

Per ottenere il diagrammca b, comincio dal costruire 51 poligono dollo forze egtcriie, 
preiidendo queste noll’ordino in cui sono incontrate da chi percorra il contorno della tra- 
vatura. Indi costruisco succcssivamente i poligoni corrispondenti ai nodi 

(5,13. 14), (4. 13. 15. 16), (6. 14. 15 . 17 , 18), ... , 
col raotodo gi^ esplicato. 

H diagramma oho no risulta fa conoscero cho sono tosi i pezzi della parte superlore, o 
compressi i mombri inforiori; quanto alle saotte, si allernano lo prossioni eollo tensioni *), 


♦) Dobbo esaore grato al signor ingegnoro 0, Savioxti, olio mi ha nsaln la corfcosia di oeoguire 
disegni delle figure ohe aoeompagnano quosto scritto. 
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NoTA Ali § 12. 

Dopo il 1872 molfcc Momorio od Oporo HprrJali rnvono pnbblicaio iniorno alia Statica gra- 
il ca o a qiuiloho spooialo argoinoiiU) dolla Oltuo alia Hoconda odizioiie di iina prima 

parte deirOpoxa capif.ale di Ciilnutnn, riportiaiiu) (pii i Uloli di qiiegli Kcritli clio al moinentf) 
oi 80110 prosenii alia inonto, alciiiu do’ cjuaU Hoguano tin voro progrosao doHa aciony.a. Fao- 
oiaino prrb oascrvaro (’ho la noatrii liwi.a 6 do! tiitto iiicsoinplolaj 

R. II. IJow, IflGonoimca of oo^lmoiions mrdalion io Jramcd Hlrnchms, London, 1873 *)* 

M. Levy, La daiiq^iio (jrafiqm el hcs applioatumf; aux GonHtruclions, Paris, lft74. 

Moiru, Leilrafj smr Theorio doH li'aohwcrJca (Zoitaclivift doa Arcliitokton — mid Iiigeiiiour — Vor- 
ciiifl m Ilannovor, L XX, 1874). 

P. Weyrauch, Uolwr din //mpA/Wia ^Uili/c: ffur (Mmilru7tf/; mil Ldmnhifver^aioh 7 im. Leipzig, 
1874 . 

Jay DU 13018, T/ir efomo^iis of (jraphicul sUitios andthoir {ipjMcaUon io fravicd sinwturos, cic. 

Now York, 1875. 

Gr. B. Paveuo, fntorno alle fujuro rcaiproolw della etaliea grafka {Aii\ della R. A(!<'aclemia dei 
Lnicoi, Roma, 1875). 

F. Stet^eu, Jhe graphisoho Zummmcnsekmg dor Krdjla: ein Jkilrag mv grajiliMcn Mccha- 

nick* 'VYien, 1870. 

CL JuN(^, 0)1 a new Oonstrmtion for llw Oenind Nncleas (lU;port-1870 dolla British Associa- 
tion lor (ho Advaim.omont of 8rionc(^). 

C. Saviotti, Sopra ahmni di siniioa graflca (AtU dolla R. Acoadomia doiLincei, Roma, 
1877). 

} M.-W. OnoFTON, hoduroR on tho olnnonls of aiypUod mcolmnios. London, 1877, | 

II, CL yjEUTiiEN, Ovelsor i grafklc J^ialih (^L’idrtskvilt lor Matlumiatik, Kjcjbonhavii, 1877), 

Gr. Grucjnola, Dei Iciii motallici: ap^diouziono doi nidodi grafici alio studio dcJlo inoavallaturo, 
I’orino, 1877. 

11. T, JiDDY, 'Aew oonstrmtions in gmphUml datics (Van Ntmlrand’s Bngincoriiig Magazino. 
New Jork, 1877). 

G, JuKGj Uobor dio Dcdoutiing dos OonimllcornB in dor Bieg ungsfesHgfccitslehro {Aiatlwhcr }^o• 

riolit d. 60. Voraammhing doutBclior Katurforecihor. Munohon, 1877), 

IL T. Eddy, MosoaroJm in graphioal eialm (Yan IfoBtrand’a Rngmeoring Magazine, New 
Jork, 1878). 

II. G. Zeutiien, A7ivcndelsc af Saotning af Ataxwdl til al findo do hiliigsto Li/gningslco^tslruoJc'- 
Honor (Bon Lokuislw b’uroningH 'rideskrilL, 1877-78). 

G. B. Eavero, La dolormincmono grafioa dollo foree interne 7iclle Ira/virotioolari (AtU dolla R. 
Acoadomia do’ Lincoi, Roma, 1878). 


'*) Cfr, lui ailkulo di (n.wujc Maxwki.i. not Proccedlutjs of the Oambvidge Philosophical Soetsly, tebbrnio 107C, 



366 


LE FIGURE REOIPROOHE NELLA STATIOA GRAFIOA. 


C. Saviotxi, Le travakire reUoolari a membri carioaii (Aifci dolla E. Accadomiu Lincoi, Ilo- 
raa, 1878)* 

H. T, Eddy> On the two general reciprocal methods in graphical siaiics (Amonean Journal af 
Mathematics pui’e and applied, volume l.o, n.® 4, Baliimoro, 1878), 

jC* Guidt, Sugli arohi elasUci (Memorie della K, Accadomia di Torino# soiic 2.*, !♦ XXXVI, 
1884) |, 

Inoltre, inolte Momorie o Note dij 

G* Juno e A. Sayno, ne’ Bendiconii del Jtealo IstUuio Tjombardo (Arilano, 1874-7C-7640). 

Hirsch, Moiir e Bitter, nol Givilingeniem', U XXI o XX 11 (Leipzig, 1875-70), 

G. Jung, A* Sayno, 0. Saviotti ed E. Cavalli, nol Folilecniao. aniii XXIV o XXV 
1878-77-78.79). 

G, Eouret, nei Oo7n2des rendus de VAcadSmic dos Sciences (Paris, 1875). 

G* Jung* nol BuUeiiin de la SocUU mathSmatique do Franco (Paris, 1876-70). 

E. Cavalli, nogli Annali delVMiMdo iecnico di Livorno (1877). 

G. Sacheri 0 C. Modigltano, nel poriodico Vlngegneria civile (Torino 1870-77), 

C, SACHERieP, ZucciiETTi, nogli AWi della J?, Accadcmia dallo Sciensio di Torino (1876-70), 
Ece, eco. 

t Inline, gli soiitti piti reconti che si riferiscono alPargomcnto dolle iravaiure roLicolari soiio 
i seguonti; 

C. Gumr, Sulla determinazione grafica dcllo foy'jifo interne nolle iravi omogence o nolle frawi reli- 
colari appoggiaie agli esiremi e soggetto ad im sopraoarioo mobilo (AtU della 11. Ac end o- 
mia doi Lincoi, Roma, 1880). 

C, Saviotti, Nuovi iipi di iravaim^e reiioolari strcUamonto hidcformahili (Aimuario del R» Isti- 
tuto teonioo di Roma, 1880), 

C. Guidi, Sul caloolo delle travi annate (Giornalo del Genio Civilo, Roma, 1880). 

C. Guidi, Belle i/ravi reUoolari parahoUche o parallele (Giornalo del Genio Civile, Roma, 1881). 

C. Saviotti, II proUema dei ire membri nella Statica grafica (Giornalo del Gonio Civilo, Roma, 
1883). 

C* Saviotti, Le funicolari coniohe dedotto da fonne rociproehe nello spazio (Giornalo del Gouio 
Civile, Roma, 1884). | 


Eel presente opiisoolo Le figtiro r€cip7'oohe 7ieUa Slatica grafiertt clio qiii yiriio jTsfampaio 
in una terza edizione conforme alia seoonda del 1872, fu fatla inia trndunono libora in tedoRco 
dall ingognero A. Migotti ed ansorita nella Zeiischrift des Ingeiiiour — und Arohiiekic 7 i 

— Vereins, Wien, 1873, 
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COMMBMOBAZIONB DI ALFREDO OLEBSOH. 


licndiconli del H * Jsixtnio homhimlOi Borio II, voluiiio V (1872), pp. 10 11 4U 12. 


i 


Ho inia tristo notizia da darvi, o Colloghi; il dl 7 dol incso corronte mori in Goltinga 
il professoro Alfredo Clebsoii uno fi'a i priniissimi inalomatioi do’ nostrl tempi. 
Ebbo caltodra dapprima nolla scuola politconica di Carlsriiho, poi neiriuiiversiU di Gios- 
soii; da ultimo ora state cliiainato a Golliiigu ad oceuparc il posto gii tenuto da Gauss, 
da Lejeune-Diuiciilet, da lliEArANN. Si liaimo pochi osoinpj di tniita operositH nel pro- 
nniovero la soionza, quanta n’obbo il prof. Clehsoh: nol giro di qulndici o sedioi anni, 
egli arricclil di un gran numoro d’imi>orlanti nioinorio il giornnlo niatomatico dirotto in 
Borlino dal sig. Borohabdt (tomi 52-70), i Mallimatiselie Annalen, poriodico fondato 
da Ini, nol 1869, in compagnia dol prof. Carlo Neumann, ogli atti (NachricMen oAhhand- 
lungen) della H. Sociotll dollo scionzo di GotLinga;o pubblicii ancho libri a parte, cho sono 
proziosissimi tratlali di alia soionza, come la Timm der Elaslicitdl fester Korper (1862) 
la Theorie der Abelsolien Funolionen (1866), cho compose insiemo col colloga prof. Gordan, 
0 la Theorie der hindren algebraisclien Formen (1872). Lavori di Clrbsch si trovano in- 
seriti anoho noi nostri Annali di Maiemaliea ■*•*), nei Rendieonli delVIslikilo Lombardo 
(1868, p. 794), noi Compl.es Rendiis doll’Acoadoinia dollo scionzo di Parigi. Non fu oultoro 
osclusivo di pochi argomonli prodilotli, ma col suo vasto ingegno e colla sua fcconda atti- 
vit^ abbraccid tutlo il doininio dollo matomaticho diseiplino, pure cd applicate: basti 
il nominaro la tooria dollo funzioni aboliano o quella dollo forme algobriolio, collo loro appli- 
cazioni goometricho; la tooria dollo ourvo o dollo suporficio algobriclio, in connossionc collo 
equazioni algcbrichc riducibili a gradi inforlori; rintegraziono dollo eqiiazioni difforenziali; 
la niiova geomolria doi coraplossi di PlOoker; il calcolo dello variazioni; la tooria dei do- 


Nominato sooio oorrispondonto del II. Istitulo Lombardo nolla tornaia dol 2 higllo 1868. 
Tomo 4.0 della oorio, Roma 1802, o loino 1.® della 2.“ oerio, Milano 1867. 
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terminanti; la dinamica de’ fluidi e de’corpi immersi; la statica do’ sistomi olastici; la 
teoria della luee; ecc. Lo strumento di cui si serviva era I’analisi, seinpro portata alia pift 
squisita eleganza: ma egli era non meno profondo gcometra die analista, cd anzi a lui si 
debbono in massima parte gli straordinari progressi che in qucsti ultimi anni ha fatto lo 
studio delle curve o delle superlieie, raercb I’applicaziono do’ teoreini di Abel o di 
Ribmann. 

Clebsch era eziandio officaclssimo maestro: se la Germania conta ora nel sno seno 
una numerosa plejade di giovani gcometri, olio promettono di Icuorvi alta la bandiera 
della scienza, insieme ad allre seiiole illustri, dovo ossa rioonoscero come benemorila quolla 
di Clbbsch. 

Tutti coloro cbe lo conobbcro, o porsonalmonto o per relaziono opistolaro, dovottero 
amarlo come uomo nel quale la modcstia era pari all’ingogno. Aveva qnindi molfcissimi 
amici, non solo in Germania, ma anclie in Italia. Un giovano profossoro di qucsta cittil 
il dott. Juno, recatosi a Goltinga nel sottombro p. p., aveva combinato con lui un convc- 
gno di matematici tedeschi e italiani pel scltombrc J873, in Salzburg. Tristo destiuo cho 
ha rapito a noi e a lui una gioia gi<\ spcrata da molti anni 1 

Forse una vita pub essere giudicata abbastanza lunga, quando lasoia diotro di sb un 
si ricco tesoro di opcro, che duroranno immortali; ma non 6 anclie pormosso di ponsaro, 
con profondo rammarico, a tutto cib di cui siamo stati dofraudati dalla morto cho ha col- 
pito Clebscii noll’ctb. di soli quarant’anni? 
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RELAZIONE 


INTORNO AD UNA MEMORIA DEL SKI. COI.ONKISI.1,0 METKO CON'J'r, AVBNTE I'EH TITOT.O « SULT.A 
KESISTENZA D’ ATTBITO » DELLA COIIMISSIONE COMI’OSTA DEGIJ ACCADEMICI LIKOKr HETOCCHI, 
BLA8EBNA, BBLTEAMI, CllEAfONA (bELATOHE). LeTTA NELLA SISDOTA DEt. 6 DICEMBUB 1874. 


Aiti deVa IL Accadcmia dci JAncci, Memorie, Borio volumo 11 (187'l-7o), pp.JilS, 


La rcsistcnza d’attrilo da lungo Icmpo oluain5 a so rattonzione doi fisioi: grazie alle 
indagini del prof, Govi, possiamo al giorno d’oggi far risalire ad un’eli\ bon romota la data 
(lei primi studii, o rivondicaro al nomo di Leonardo da Vinoi *) quelle Icggi oho non do- 
vevano csser rltrovalo so non tro socoli pii'i tardi da Coulojib. Ma sgraziatainonte lo 
scoporte di Leonardo, ignorato sino a queali ultimi anni, non obboro alcuna influenza 
sngli studii ulloriori, diinodochb quando I’Asiontons, dnceonto anni piii tardi, prcae ad 
occuparaone, la oosa dovotto paroro del tutlo nuova. — AaroNTONS sporimonth aul ferro, 
sul rnrao, sul piombo, aid logno apalmati di grasao, Lenondo coniprosso contro un piano 
orizzontale, con una niolla, il corpo cimcnlato: la tensione chc bisognava produrro in inia 
aeooiida molla por iamuovovlo gli forniva la inisura della rcaistenza opposta dall’attrito : 
coal riconobbo oho: l.o I’altrito b indipondcnlo dairoslonsiono della siipcifioie di contatto: 
2.0 proporzionalo alia prcasiono: 3.o oho il coofficionto di attrito 6 quasi lo stosao per tulti 
i corpi (per quelli almono, su oui egli potb sporimentarc) ed ugiiale ad Vs. f risultati de* 


*> Vedi — Saggio delle oporo di Leonardo da Vinci — Milano — Tito di Giovniini Ricoi’di 
— Anno MDCGCLSXII — Leonardo Iclteralo e seieneialo — di Gilbeuto Govi— -png. 17, 
oolonufi sinistra. 

Por far vedore sino a qual piuilo Leonardo avosso eondotto i siioi studii snll’nttrito, cstraggo 
dalla oitata opera il passo soguonlo: 

« , . , Moraviglioao . . , o quasi incrodibili sono lo esporienzo fatte da Leonardo sull’attrito 
«o Je loggi, obo ne dodusse. 

« ISgli misurb 11 peso necossario a movore i corpi appoggiati su piani orizzoutali, iirandoli 

2J 


Oyemom, tomo III. 
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suoi stuclii sono consegncati in una Memoria *) presontata raniio 1699 airAccadomia rcalo 
dello scienze di Parigi, Memoria la quale, pel tempo in cui fu soritta, 6 aneora iiotevole 
per alcime considerazioni sulla iiatura fisico-meccanica doirattrilo, riprodottc pai pin 
volte, tra gli altri da Vall^is nel 1870. Sebbeno molto imporfotto possaiio purero le 
esperienze di Amontons, nondimeno per un pczzo qiuanti dope liii trattaroiio delPattiito 
(Musohenbroeok, Bolpfinger, Desaguliers, ccc.) non promossero gran fatio lo state 
della quGstioue. 

L’anuo 1781 segna un grande progresso: lo studio delPattrito vonne sinuiltancanionte 
ripreso in Fi’aiicia da Coulomb ed in Italia dallo Ximenes t) con inozzi i3i so- 


« mediant e funicelle olie si acoavalcavano su carruoolo mobilisaime, eaporimont6 pure Botto 
<r quale angolo blaognasse inolinare i piani, afllncli6 i corpi aostoniiti da esBi cominoinBeoro n 
a sdrucciolare. Variando le prove, ne trassele oonaeguonze oho qni 8i Iruacrivono: 

« Le confregasioni dei corpi son di (ante varie potmjne, guante 80710 le varietd delh hthriciid d&i 
« corpi, che msieme si confregano. 

nQuelli corpi, die son di pUi p%ilita B^vperjicie, lia/imo pUi JaoiU conjrcga&ione. 
nOgm corpo resisie nella sua confregaisione eon poteiim egzialo al quarto della sua gravezsai 
« essendo il auolo piano e U superfide d^esso pulite, 

« Quando Vohliqiiiid pulita dispone il grave pulito a passare 7ic\la tinea del moto per la quarta 
« parte della sua graviid, allora il grave d per $d stesao disposlo al moto per discenso, 

ff La conjregazione di gualungue corpo variamenie laterato aem^pre Jia di eguale resisienza c sia 
« fatla sopra qual lata si voglia, puroM non si ficoM soirra del piano, ove si oonjrega* 

tLa confregazione del grave sard di lanta potenm a esscre oroaia ciroonvoluhihnenlc, quanio 
a per piano. 

n jH/Coi wia quarta confregazione . * la quale, d (quolla <lol)Ja rota del oarro, afie si move 
« sopra della terra, che imifrega, ma tocaa epuossi dire di iiatura del oa^nminare aon pas si di in^ 
n finita mmimitd e parvitd n. 

« Coal due secoli avanfci T Amontons 0 tre prim a del Coulomb riconobbo Leonardo olio la 
« reaistenza d*attrito dipende dalla nafcura propria dei corpi e dallo siato delle loro aiipoiftoicr 
« a’avvide che pih son lisce le superUcio c miuore 6 ratLrito, e oho la rosiatenza orosoo col ercscoro 
a del peso dei corpi, Se egli diedeuna sola misurapor fciitti i caai di siffaita rosistenza, fu poroliA 
* forae nelle condizioni da lui ammesse le differeaze pei varii corpi sono j)iccolissinao. L’Amoktonb 
« nel 1699, il DOlppingbe nel 1727 0 il Desaouliers noi 1732 non formiilarono infatti altrimonli 
<1 la relaziono fra la pressione e Vattrito ». 

*) M^moiies de TAcademie royalo des sciences. — 1609 — pag. 206. « Be la rMstanoe eo/us^e 
dans lea maoMnes tmt par lea frottemenis des parties, qui les composeni, gue par la roidetirr des 
cordes, qu'on y envploie et la manure de calculer Vwue et Vanl/re y. 

**) V, Annales des Fonts et Chauss^os — 1870 — 2.o 86moslre — pag. 404, vUeolievcheB ilido- 
riqnes s«r les co/ubqs dufroUement soil d VMat staUque aoif d l*6iat d/gnarwigue. 

**♦) M^moires presentdes it FAcad^mie xoyale des sciences — Tome X — 1781 — TMorie det 
machines simples. 

t) Teoria e pratica delle resistenze dei soUdi nei loro attrifi — Piaa — 1782< 
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stanza identici o con riaullati eonformi, ma lo sperionzc del primo, pcicho nifiggiorniontc 
variate, sono piii concludonti c pprei6 piii volgarmente eoiiosciute. Coulomb, stiidiando 
il moto di un corpo collocato sojira un banco di due inetri di lunghczza e tirato da un peso 
mediante una corda pasaanto su di una girella posta a capo del banco, dedusse die I’al- 
trito e: l.“ proporzionalo alia prossionc, 2.® indipondonto dall’estensione del contatto, 3.® 
quasi indipendonte dalla volocit^l. Ma qualclie eccczione trovata a questa terza Icgge non 
gli permiso di potoria aftorinaro in inodo assoluto. 

II bisogno di risolverc i dubbii, di riempirc le lacune lasciatc da Coulomb, di vcrificare 
se I’attrito, come s’era aminesso sino a quel tempo senza la eonferma della esperienza, du- 
rante Furto e lo scorrimonlo di duo corpi conservi la stessa intensity relativa, clie nol caso 
delle prossioni ordinarie, mosscro A. Morin ad intraprcndcrc a Metz una lunga aerie di 
sperienze dal 1831 al 1834, i cui risultati furono per ordino dell’Accademia delle scienze 
raocolti od insorili tra les AUmoms den mvanh Grangers *). II Morin segiil nolle sue 
sperienze un metodo analogo a quollo di Coulomb, con questo divario, die il banco su ciii 
operava aveva otto motri di lunghezza (di cui per6 quatlro soli orano disponibili): rilc- 
vava la velocitil da curve dosoritto da una punta mossa da movimenti di orologeria sopra 
disolii di carta annessi alia girolla in cui passava la corda sostononte il peso motore, o per 
inisurare la tonsiono della fiino, cho produceva il inolo del carretto, interponeva tra ossa 
od il carretto un dinamoniolro. Ilioon[orin6 lo loggi di Coulomb, togliondovi persino I’ec- 
cozione riguardo alia velocitil, si nol caso di pressioni ordinarie, die in qiiello di peroossc, 

Dopo quollo sperienze, per un corto tempo potfe paroro die Ic vere Icggi doirattrito 
fossero flnalmonlo oonosoiulo: esse vennoro accolto in tutti i trattati di nieceanica; in Intti 
i prontuarii turono rogistrati i numori dati da Morin. Tuttavia i pratici non tardaroiio 
ad avvodersi die quollo osperionzo non morilavano tulta la confidonza, die loro general- 
mento si coneodova, Per esompio in Italia i nostri ingognori avevano ossorvato ’*■*) die qiie- 
gli stessi freni, cho valovano a toner coslanto il movimento abitnale dd convogli discen- 
donti la china dei Giovi, non riiisoivano pifi ad inipediro raoederaziono del moto, qualora 
la velocity, avesse da principio occednlo corti confini. La qual cosa maiiifostamcnte diiiio- 
strava oho sullo forvovio Patlrito di scorrimento diminuiva col croscore della velocitil. 

Di pill, PoiRBB 0 Booiibt (1858') da esporionzo fatle nolle forrovio, attaccaiido alia lo- 
comotiva col mozzo di un dinamomotro una carrozza, della quale si orano fermato le ruotc, 
in guisa cho scorressero sullo rotajo senza girai’O, o vi erano soslituiti dei pattini, riconob- 


*) Nomelles expMencea aur le froUement, toitGa ik Metzen 1831, 1832 1833, iinprinKSes par 
ordre do I’Aoaddmio dos aoioncos. 3 volumes in-4, 1832, 1833 et 1836. 

*♦) V. Aoendomia Roalo dello scionze di Torino — Admianza dclk olasse di scienze flsioho 
0 matematiolio del giorno 7 aprilo 1801 — Uondioonto di una mernoriu del Cav. Quintino Sella 
Bull’attrito. 
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bero I’attrito non dipendere dall’estonsione del contatto, ma si bone dalla preesions e dnlla 
velooitk credettero ohe esso fosse massimo quando la velocity 6 nulla, e ehe diniiiiuisse 
col crescere di quests: anzi, parve loro ohe in oii-costanzo apparenleinente ideiitiolie I’at- 
trito non fosse sempre lo stesso, per modo die, assunte come ascisso le velocity e per ordi- 
nate gli attriti, quest! non fossero rappresentabili con una curva sola, ma si con luia zona 
oompresa tra due curve. 

Per6 il processo di Poir6e e Bochet era troppo grossolano, eel aceoneio pifi ai biso- 
gni della nieeeanica applicala che a quelli della fisioa moleoolare; e le loro esporionze po- 
tevano servire piuttosto a rimettere in quostioiio le loggi siiirattrito e a proiniiovoro dello 
ricerche accurate, die a stabilke queste medesimo leggi. Risultati piii probabili foriiirono 
invece Hirn (1865) od il sig. comm. Sei,la (1861). 

Hirn (Gustavo Adolfo) nel 1865 *) pubblied alcuno sue sperionzo condotlo con ciira 
grandissima, sull’attrito tra due corpi con interposiziono di sostanzo lubrificaiiti: nttrito 
cho egli dice mediato. Esse lo incnarono a concliiudore, die so per Paltrito tra duo corpi 
senza interposizioiie di sostaiize lubrificanti (da lui dotto immediato) possono ossore verc lo 
leggi di Coulomb, queste por6 non valgono piii per I’atlrito mediato. Per questocaso giunso 
ad alcuiie ooiisegueiize degno di cssero meditate: J.® quando i duo corpi sono abbondan- 
toniente lubrificati e la toinperalura resta costanto, 1’al.trito varia proporzioiialmente alia 
veloeitll: 2.® esso 6 seiisibilmente proporzioiiale alia radice quadrata dollosuperlido di coii- 
tatto ed a quelle delle pressioni: 3.® osservb die il miglior lubrificantc 6 qiiollo piii lluitln, 
die non sia ospulso nolle oondizioni di prossione, di velociltl e di tomporatura del duo corpi: 
die I’acqua pu6 servire da lubrifleanto in circostanze convoiiienti, o die alloia cssa & sujic- 
riore a tutti gli olii: cho Faria stessa divonta il niigliorc doi lubrificanti, quaiulo ossa possa 
giaeere tra i due corpi oonfricantisi: ma se, por una inodificazioiio della vdoeitil o della 
pressioiie, Faria vieno espulsa, le siiperficio del due corpi vengono ad immodiato contatto 
e I’attrito quasi millo da priiicipio assume tosto un valore grandissimo. 

Sei aiiiii piii tardi venne letto alia Roalo Accademia delle sciciizo di I'oi'iiio il lavoro 
del sig. Sella ’*^*). Ei si valse di duo strumoiiti da lui idoati (iripsomelri) o fondati sui 
seguenti priiieipii. 

«Si ppnga un corpo piano sopra uii cilindro che gira: I’attrito tonderA a sposlaro il 
oorpo, e SB questo e tonuto da un elastico, la sua tensiono darA la misura doll’altrito. 
Ovvero si posi il corpo sopra lui disco girante attorno ad un asso vortioalo ; la tensiono 
dell’olastico, che vale ad impedire il trasoinainonto del corpo, misurorA pure Fattrito, » 

Col sussidio di quest! duo apparccehi, dopo alcuiie prove fatlo colFhigegncre Montb- 
FiORE, trov6 che: 


*) BnUetin do la Sooi6t6 induBtricUe de Mulhouse ~ n. 128 efc 129j anndo 1866. 

*♦) Vedi la pubblioazionc oitata alia nota **) della pag. preoedento. 
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l.° fra gli stossi corpi I’attrito varia moltissiino a soeoiida della iiettezza delle loro su- 
porficie: 2.0 fra i liiniti di volocilii, comprcsi tra zero o mezzo metro per J.", Tattrite cresce 
col crescere della velocitft; 3.° I’attrilo varia noi cristalli a seconda della direzione in cui 
si esercita. 

Le leggi di Coui.omu, conformate da Morin, erano dunquo revocate in dubbio, aiizi 
posle in forse aiiche come leggi approssimato: ma per doeidero la questione riohiedcvansi 
iiuove esperionzc variainente inolliplicale, e condotte con lal ciira da evitarc tntte quelle 
cause pcrturbatrici cho a Mokin avovano tolto di ritrovare la vora ed intima natiira del- 
Tattrilo. Questo fii lo scope die si prcfissc il sig. Colonuello Conti, spintovi anohe dal- 
I’osservazione di ocrti fenomeni d’altrito, die si orano manifestati nel varamento del Le- 
matlian a Londra, conlraddiconti alio idee fmo allora accottato, o dagli sludii ohe da ben 
died aniii egli andava tacondo aiilla rosistonza doi matoriali. Ilipigli6 da capo le esperienze 
sonza farsi, egli dice, una idea prceoncoWa del fenotnouo, procuraiido solainonte diolimi- 
jiare tiitte le cause, il cui approzzamonto potcsse dar luogo a dnbbii, o tali cho non tutte 
potessero calcolarsi con ogiialo csattozza. Nol 1871 o 1872, ad Alessandria prinia, aFii'cnze 
dope, il sig. Conti affonna d’avor oseguito intorno a due inila csporionze, di alcuno delle 
quali dfl il rendiconto nolla Mornoria die ora ij sottoposla al giudizio doll’Accadomia. 

Ill quosta Memoria, dojio d’avov aceonnato a chi I’ha preccduto in quest! studii, e per 
quali motivi ogli giudichi imporfelti i risultamenti ed i procossi seguili da Morin, da 
PoiR^iE 0 da Booiiet, passa ad osporro il suo mode di sporimontarc. Non riferiroino gli 
appunti che osso fa a Poibee o Booiiet: 6 troppo ovidoiite oho dal loro metodo non si 
potevano aspottaro risultati molto preoisi: piii istruttivo sono lo ossorvazioni sul inodo 
tonuto da Mobin nolle suo osperionze. Il sig. Conti dice: !.<► ohe Mobin, avendo coreato 
le resistonze di attrilo o di rigidozza dolla piiloggia o della fnno per piccoli cariohi, non 
poleva conduderc quali sarobboro osso slate per grand! cariohi: 2.® che similmente nel 
oalcolo della tonsiono dolla funo, avondo paragonato la doterminazione ottonuta modianto 
formiilc con quolla data dal dinamomclro, e trovata ooinoidonza lino a 95 kg., non aveva 
il diritto di conoludore dio lo stosso falto avrobbe avuto hiogo por tension! maggiori, 
quale quolla di 600, clio pur ogli obbo raggiunto nello suo sperienzo. 3.® H Mobin, por 
inantenoro la sua slitta sompro nolla stossa direzione, la facova guidaro da rotello: so la 
slitta deviava dal suo rotto cammino, un considorovolo strisoiamonto ora inovitabile, 
4.® II Conti critica pure il niodo di dotorminare la velocitft, porohh siiiora, ogli dice, non si 
ottieiie raal eon nessun congegno di orologoria un moto rotatorio perfottaraonte unitorme; 
0 5,® ossorva oho I’orroro maggiorc fu commosso nol rilevamonto delle curve: imporocohe 
il Morin, per verifioaro se lo linec dogli spazii erano parabole, vi inenava a vista delle tan- 
gonti sino all’incontro dolla tangonte nel vortico, coroando poi se lo porpondieolari erettovi 
passavano tutte per lo stosso punto. 
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11 Conti credo di osscrc viuscito ad oliniinaro liitto quoato cause di ovroro. Per lo sue 
(sspcrioiizc o»’li si sorvi di iin piano iiiclinato, lacciidovi acorrere sopra il corpo da oiincii- 
tarsi, per inodo cho osao stesso fosse causa del proprie inovimonto o clio lo sforzo, il quale 
lo sollocitava alia discoaa, fosse conosciuto colla slcssa approssiinazioiio die la inclinazioiie 
del piano. 

L’apparoochio del Conti consiste in iina rohusta trave luuga quatlro motri, su cui 6 
fissala la supcrficic di scorrimonto. composla di due piaiii ad augolo raollo aporto (I’au- 
golo aeiito misura 10“) per evitare (sonza far uso di guide, corao Morin), cho la slilLa nella 
sua discesa devii dalla primitiva sua dirczionc. La slitla i' poi inunila di duo zoccoli fog- 
giati in mode da potorsi esattamentc sovrapporre alia supcrficic di scorrimonlo. Porta 
una sella su cui si collocano i posi, e sul davanti una lastra di forro, oho presonta sompro 
ugualo area vosistonto all’aria: alia medesima c legato un doflagratoi'o ad arco, una spe- 
cie di U roveseio collo guide terminate da due piccolo puntc cho possouo essoro spostate. 
Mcltendo in mote la slitta, ciascima dcllc punto cainmina rasoulando quasi una sLrisoia 
di carta affninicala, disposta su una sbarra di ferro pertettamente isolata, cho modiaiilo 
viti si pno alzare od abbassare, per mautoiierc costanloinonte inolto piccola la distauza 
tra la carta o lo duo piiiile del doflagratoro. Una dollo duo sbarro ft in coinunicaziono con 
uno 0 I’altra col secondo del duo capi di uno dei reofori di un rocchotto di IIuumkoruf: 
ad ogni inlcrruziono di cireuito scocca tra la eai'ta od il doflagratoro una scintilla, die la- 
scia sulla carta affumicata un sogno di carbonc osportato con un picoiolissimo foro. Di 
tal disposizionc si giovo per detorminarc i succcssivi spazii porcorsi in uguali intorvalli di 
tempo, 0 per questo dovotto trovar modo di produrro ad uguali intorvalli di toiupo la in- 
torruzionc della covronto;ed oeco come proccdottc. Si immagini una mollafissa ad un capo o 
libera aH’altro, incssa in vibrazionc. L’cslromo libero porta una punta di platino, oho ad 
ogni vibraziono complota viono ad Inimorgorsi in un vaso piono di morcurio. So ora il vaso 
di lucrcurio sia in conuinicaziono con un polo di una pila, o la iiiolla coll’altro, quando la 
punta di platino tocca il inoronrio, il cirouito h chiuso o la corronlo passa: quando la punla 
si sollova, il cirouito si apre c la corrento 6 interrotta. La molla c rogolata in modo, cho 
lo sue vibrazioni durino un docimo di sccondo. Cosi di dooimo in docimo disccondo duo 
scintille scoccano o lasoiano sulla oai'ta sogni, moreh cui si possono rilevarc gli spazii per- 
corsi. Peroi5, lissato prima il carbonc, porchii nol manoggiaro la carta non si stacolii, ba- 
sta misurare lo distanze tra due fori consecutivi, oosa cho si pu6 fare con osattozza fmo 
al deoimo di inillimetro, Siccoiiie perh la carta non rosta piii di ugual lunghozza.cosl, dopo 
avorla distesa sulla sbarra di ferro, si dispongono di dooimotro in dooitnetro doi cilindretti 
di ferro muniti di una punta, o si girano tanto, die la distanza tra due punto consecu- 
tive risulti di un deoimetro. I cilindretti servono a lissare la carta ed i sogni lasoiati dalle 
punte faniio uffleio di caposaldi, 
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Per regolare la molla vibranlc, ac ne paragonano le oscillazioni con iiii buon peiidolo 
a inezzi accondi, taoendo in raodo die I’uno o Paltra maudiiio una scintilla contempora- 
ncamente su una striscia di carta messa in inoto da una macchina MonsE: spostando un 
pesetto lungo la molla, polova ottenore in breve una perfetta coincidenza iioi due segni 
lasciati sulla carta dalle duo scintille. 

L’arresto della slitta si produce modiantc due sbarre disposto ai lati e scavate a cuneo, 
le quail al termino della corsa sono imboooate da altre due sbarre corrispondenti, pure 
foggiate a cuneo, o chc penetrando nolla cavitfl delle prime vi generano un grande attrito, 
mentre lateralmenle duo sistomi di mollo brevi o robusto abbracciano formamenle la 
slitta. 

Finalmente oceo in ohe modo il Conti dotermina I’inclinazione della travo. Un ean- 
noechialo 6 fissato alia trave o ad ossa parallelo si mantione il siio asse ottico. Si colliina 
pvima ad una stadia, ossondo la travo orizzontalo, c poi si vavia cosl la inolinazione di que- 
sta, die la tangontc lolta sulla stadia corrisponda procisamonte all’angolo di inelinaziono 
che si vuol daio al piano di scorrimonlo. 

Sobbono il Conti avosse prociirato di costrnire il suo piano iuolinato con una robu- 
sla travo di 30 anni alnieno, pure non potc faro che assolutamonto non si producesse vo- 
runa infloasione; mn oorc6 riinodiarvi interoalando delle zoppe di ferro tra due braglie 
consecutive, che sorvivano a Icgaro il piano di scorrimenlo colla trave. 

Voloiido procodovo alio esporionzo, un gran numoro di euro minuziose orano neees- 
sario per mantonoro costanlomonlo nolle suporficio uno state determinalo. I piani di scor- 
riinonto o gli zoccoli orano spianati colla massima diligonza, ed alcimi giorni prima dol- 
resporionza gli zoccoli s’attacoavano alia slitta. Per ottenore la massima purozza, quando 
volevasi sperimonlaro con suporficio sgrassato, si lavavano con grande quantity di alcool 
0 zoccoli 0 piani di soorrimoiito, lavavansi del pari con alcool gli stracei di bucato, clue 
sorvivano a dotorgero tali suporficio. Si usava poi sompro, nello avviluppai’e gli straeci, 
la procauziono di faro in modo che la parte uaata a dotergorc non fosse tocea dalla mano. 
Tutte quosto avvertonze polrobboro parcro inutili, ma il fatto diinostra ohe questo non 
0 voro. T1 sig. Conti si provb a fare uua esporionza eon tutte le cautelc ora indicate, ed 
essa prooodotio colla massima regolaritii; poi, toccato uno straceio eon mano lavata di 
fresco 0 pulitissima, o con osso frogato loggermcnle im tratto del piano di scorrimento, 
ripotfs I’osporionza, o trov6 in quel tratto nolla ourva delle velocitit un salto, un inoro- 
monto di volooitil. 

Quando sporimontava con suporfioie untuose, vi ottenne uno strato d’unto leggero 
cd uniforme facendo imbovere d’olio molti straoci, poi spremoro fortemonto, e con essi 
strofinaro tutto il piano a lungo: ovvoro spargorc aloune poohe gocco d’olio sul piano, 
stonderc uniformemonte, ed asciugare il piano con stracci asciutti. 
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Altra prccuiizioiic, die egli us6, c chc da altvl fiiiora pave si a sfcaia Iras our at o quell a 
(li determinarc esattainente la vera e rcalo suporficic di contatto dogli zoccoli: egli trov6 
chc per i melalli, mentre la superficio totalo ora di 0,0420, appona, in iiiodia, 0,00-S0 
a 0,0U0 era quella di contatto, ossia da un dochno ad im quarto; talora sitrovd solo ’/ati 
nia pin ordiiiariainentc'/,). Essa riconoscovasi guardando lo parti di miitato coloro sopra 
lo aoccolo e sui piani di scorrimento, Cosi poth doterminaro la prossiono spccifica, taiito 
al principio degli csperuncuti, quando I’estonsionc del contatto ora minima, quanto alia 
fine, quando essa era massima. 

Quando speriment6 con superfioie oleose, fece in inodo chc I’olio fosse tantn da ninn- 
tenere intei'caniente soinmersi gli zoccoli: in quosto caso la suporficio vi ojitrava tiUta 
come superficio di contatto. 

Eseguito con questo cautolc lo esperionze, resta a dodursi il valore dolla forzn d’lit- 
trito dai segni Uisciati sulle striscie. Come si rilevino gli spazii porcorsi noi succcssivi in- 
tervalli di tempo e facile a capire, ed ii agevolo quindi a capiro, coino si possa coslruiro 
la linea degli spazii. Da questa bisogna poi dedurro la linea dollo volooitil o quella dcllc 
accelerazioni. Si deduce la linea dolle velocitil da quella degli spazii dolorminaudo i ooof- 
ficienti angolari dollo tangonti noi successivi puiiti della linea degli spazii, o quella dotlc 
accelerazioni in mode analogo da quella dolle volocitii. 

Per evitare poi in queste coslruzioni gli errori prodotti dal condurro tangonti a vi- 
sta, il Conti osserva die nella linea degli spazii, per os., la differenza Hv — y dello ordi- 
nate corrispondonti ai tempi a: ed .u + 1 dit il valore del coofiicieiito augolaro dolla tangonto, 
uol punto di ascissa x-\- 14 , all’arco parabolico (coU’asso parallolo alio y) oho, in liiogo 
della vera ciirva, si pu6 far passare per i punti di aseisso a: od a: -(- i. Diinodooh6 coi dati 
dell’csperionza, senza ricorrero a costruzioni graficho, si possono suocossivamonto oalco- 
iare collo stesso ordino di approssimazione lo volooilfl 0 lo accelerazioni, 0 ottoncro cosl, 
per le veloeitil c per Ic accelerazioni, lince cho presontano la medesima rogolarit^ eho 
quella degli spazii. 

Costruite questo curve, 6 faoilo calcolare il coplhcionte di attrito, ossia quel numero 
f cho, moltiplieato per la pressione, dil il valore doll ’inlcnsi til dolla forza d’attrito. 

Difatti, sc diciamo a rinclinazionc dolla travo all’orizzonto, 2(p I’angolo otluso doi 
due piani di scorrimento, il la rosistonza doll’aria, A raccolerazione dolla slitta, si ha 

P 

P sen a A — il 

1 

P ^ 
sen^ 

Morin riteiiiie che S fosse trascurabile, almoao per le vejooit^ delle sue sperienzo, Conti 
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trovc^ qiiesto non essero voro, chc aiizi pu6 raggiimg:ere talora uii decimo della resistonza 
totnle d’attrlto: ed a calcolarc assunso la tormula di Poncelet *) 

V = s (0^‘^ 036 + 0, 084 ± 0, 16 A) 

esgendo S I’area battuta, v la vclocitf\ cd A I’accelorazionc, 

liG sperienzo di ciii tratta la Memoria altualo, appeiia in iiumero di 135, sono state 
trasoelte, secondo cho riferisco PA., dalla terza di oinquo soric di sperienze analog'll e 
in esse la suporficie fissa ora di ghisa, siilla quale si feco scoriere successivaiiiente ghisa, 
acciajo, ferro iiiglose, ferro d’ Aosta, bronzo, ottone, ramc, inacigno di Fiosole, quercia, 
olmo, pioppo, cuojo o gomina olastica. Molte esperienzo dovette iralasciaro perclie non 
tatte collo volute cautole; altro porcho, come colPacciaio o col ferro d’Aosta, dopo alomic 
prove il piano di scorrimento era rigato, per la qual cosa il cooffleiente di attrito siibiva 
toato deg’li acorescimenti strani. Riconobl)e avore grando influenza la iiottozza delle siipcr- 
ficle: iiarra di aver falto cerLi sporinienti in giorni di polvorc o di intemperie, e elie allora 
non si avevano pin risultati rcgolari, ma saltiiaric elovazioiii nel valoredel eoefliciento 
d^attrito. Percii nolle esperienzo definitive prociirci di niantenersi constanteincnte in stati 
bon deflniti, 

Succedondosi gli esperiinenti, il piano di seoiTiinonto si altciava: cita come osompi 
le tavole VIII o XV della prosonto Memoria, in cui, per dale volocitil, il coefficioiito di 
attrito orescG succedondosi lo osporienzo. Ma quaudo qiieste si ripotano per ini po’ di tempo, 
le variazioni diminuiscouo; cosl dopo otto osporienzo ncl cuojo e sotto ncIPottone, le dif- 
ferenze si riducono quasi a zero 


V. PoNCELET — Introduction d la mhanique induslricUe — troisi^mo dOition — pag. 6Sn. 
Yermniente la formula 6 dovula aBiDiON. 

**) Le cinque sorio proso iiiBiome (sogguingo il sig* Conti) contengono piii di 2000 eaporionzio 
fat to con matoriali d’ogni sort a, adoporando per Huperfioie fifisa persino il gliiacoio, Lgli feco 
aloune prove con lubrifioanU, oon detergonti divorsi* con polved corrodenbi, eco. 

***) Cerc6 di rendoro sonsibile quesfco fatto oostruondo per ogni corpo cimentato nna serio 
di Hnee, le quali, per date pressioni o date velooitil, rappreaciitnssero i valori del cooffleiente 
d’ attrito ottemiti in esporienze sucoossive. Percift, as aunt e distanzo iigiiali su nna retta, vi 
ereaso ordinate proporzionali ai sueceasivi valori del coelflciente d’ attrito. In quest o mo do trov6 
oh 6! 1*^ geueralraonto gli oafcromi delle ordinate sfcauno su una linearetta, tantomeno inolinata 
nirasBB delle aaoisae, quanto raaggiore b la velooitil, la pressione resbando lastessa: una 

medosima velooitH lo rette eormpondenti alio diverse pressioni eono sensitilmente parnllele; 
3.® la velocity rcstando sompro la ateesa, lo differenzo delle ordinate di queste rette per una 
modesima aaoiasa aono proporzionali alle difPerenzo dollo prossioni. Ma su questo piinto pare 
oh <3 possano sorgero molfci dubbii. Prima di tutto la rappresentazione geometric a ideata dal sig, 
CoKTi* so pu6 faroi vodere die al suooedersi delle esporienze, uon oambiando le condizioni d; 
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Osscrva die, variando i de^er^^enti, varia del pari il coeffleientG d’attrito; die aiizi, 
soeondo i diversi lavori di una macdiina, certi liquidi lo diminuiscoiio nieglio oho altri, 
cho per esempie una lima bagnata in trementina oanforata lavoni il vetro come se tosse 
im metallo; Jiientre a seoco, e bagnata d’acqua, non dura due miniiti, Soggiungo oho, va- 
riando i liquidi, possono anche miitare le leggi fondamentali deU'attrito. 

Riporta una osservazione curiosa. Faceiido scorrore ghisa su ghisa o broiizo sii ghisa 
con superficic untuosa, trovo per coofliciente di attrito circa 0,1 : dope d*aver spruzzato 


velocity 0 di preBsioiio, varia tuttavia il coertioiente di aitrito, non ci llluniina afTatto aul eomo 
oaao varii colla durata del contatto, \\b vorao qual valore limitc o£»so lend a. K di quanta ufci« 
Util sarohhe queato valor liniito per la prutica indualrialo, tuiti sol voggono; diromo di piti olio 
queato valor limite, o ncaauii aliro. ^ombra doverai ritonore coirie v(M’o eroale oooilfioimitc d‘at- 
trito. Iiriperocolie dipendondo P attrito m so stanza dall^olasticita doi oorpi con frio anti ai, dove 
con iiiolta probabilitit siiccDdere il fat to osaorvato nolle vorghe olasticlio, cho, ove siano l-oso 
da una forza agontc aecondo il loro asse, e rosporimonto si riunovi piii volte di seguito, dopo 
aloune aporienzo I’allungamonto pormanonto non varia piit, e gli aUungaineiiti (soinpro ugunli 
frn loro) osservati nolle sucoessive sporionze sono meramonto ebiBtici, K clii vogiia deter min are 
il eoeiricionto di elastioita di una verga torrA conto di quosti ultiini ullnngamonti, non 
del primi. Questa osservaziono ei inotie in grade di oapire come nolle prime sporionze il eoof- 
fieienlo d ’attrito debba andar variando fino ad nn certo liinite e poi rimanero cost an to (non 
cainbiando ben inteso la pressiono c la volocitA): questo succodorA quando la doformaziono 
permaiiente dei duo cor pi abbia raggiunto il siio massimo. Poi cor pi cho non si ti’ovino in iiiio 
stato idoalo di levigafcezza, dovrA corfcaniento influiro an quosto limitc anoho il distacoo di ini- 
luito particello per la scabrozza dello suporfioio di contatto: distacoo, cho tuttavia dimiiuiisco 
aensibilmeiitc colla durata del mote. — D’altra par to possiamo aiiohc dire olio la rapprosen- 
tazioue geometrioa del aig. Conti ha molto dolParhitrario, poroluN, non avendo ogli indioaio qiialo 
intorvallo di tempo trasoorresso tra una sperionza o Palira, i punii rapprosontativi di qiioatc 
sperionzo con ogiial diritto si potrobbero anoho aegnare a distance disoguali. Oltroacoib pare 
cdie cssanon debba forae ispirare unagraudefiduoia, anoho porclib moltiesimo di qiicaioJinoo sono 
tracoiatc oonoscendone appena due o tro piinti; per Pottono ao It an to vonno fatte uno studio 
pit acourato. Tutto quosto ei rileva uu difetto del metodo dol sig. Conti cho pub paioro abbn- 
stauza grave: infatti la lungbezza del suo piano di scorrimento b fcroppo piccola, nb pub dar agio 
a fare dolle caperienzo oho diirino un po’ di tempo, d’altrondo il moto accolcrandosi confcuiua- 
monte e impossibilo inanlonero una volooita uniforme nol corpo soorronto. Ora per approzznro 
ooiivouiontemento Pinfluonza della velocitA sul valoro del oooflloionto d’ attrito bisognerobho 
proprio ceroar di mantenore una volooita costante per un tempo tan to grando quanto si vuolc: 
d’altra parte, per eliminaro lo variazioni prodotte nel cooffioiontc d’attrifco dal voniro a contatto 
aempre porzioiii nuovo del piano di scorrimento, sarebbo da pro curare oho periodicaTtienle ve- 
iiissoro ad alTaooiarsi le modesime parti dolle superlicie dei due corpi. Xn questo modo, trascorso 
un certo lasso di tempo dopo il principio del moto, sul variare del coeffioionte d*atirito non 
infliiirebbe piu die il variare della velooitA (la pressione rimanendo la stessa). Ha col metodo 
del sig, Conti pare olie neasuna di quosto condizioni posaa ossere Boddisfatta^ 
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eon aoqua il piano, il cooHiciente disoesc a 0,03 por la ghiaa alia velocity di r-'.e pci bronzo 
a 0,014, la velocitil essendo di 4'". Egli attribuisce questo risultato al fatto, cho I'acqua 
sulla superfieio untuosa si era disposla in una sorie di sferctle di circa 1"'"' di diametro o 
die si maiitenevano tali ancho sotto la slitta, in guisa da cambiare I’altrito di scorri- 
mento in attrito di rivolgimonto. 

In generalo trovb essero il coollicionto di attrito maggiore se I’olio abbonda, minore 
se le superfieio di scorrimento sono semplicemento untuose. Questo egli dice dipendere 
da eho nel priino caso, tutta la superfieio esercitando contatto, la presaione specifica 
minore, montre nel sooondo, una parte solamonle esercitando eontatlo, la pressione spe- 
cifiea c maggiore. 

La Memoria o corredata di un atlanle, in cui sono raecolto lo curve delle aperieiize 
ed i fascicoli di calcolo: per ogni corpo sporiinontato haniiovi due tavole, neH’mia delle 
quali son conlonute le linec delle volocitik nolle diverse sperionze, iiell’altra le linee ohe 
per ogni sperionza rappresonlano la leggo di variazionc del coollieioiito d’attrito calco- 
lato colla formula piii sopra riforita. Ma non sompro furono Iracciate questc linee: per 
es., nel caso della ghisa o por lo superfieio sgrnssatc, non si vedono le linee eho per tro 
delle sotto sporionzo osogiiite. 

DaU’ispozione delJo tavolo oaclo immcdialamcntc sotto gli ocohi eho por certi corpi 
le lineo delle volocHil sono sonsibilissimaiuonto rettilinoe: tali sono por es. nella tav. XVI 
qiiollo per la ghisa scorrcnle sulla gliisa, nella tav. XIX qucllo pel forro d’Aosta e per 
I’olmo (fibre trasvcrsiili), nolla XX quollc pol lironzo o per roltone scorreiiti su gliisa, e 
per la ghisa scorronto su bronzo. No soguirobbo cho, nolle eondizioni in cui vennero fattc 
quelle sperienzo, Pattrilo dovova con inolta approssiinazione essorc indipondente dalla 
velooita: cd infatti si ossorva in gonoralo clio lo ditforouzo sono abbastanza piccolo. Main 
alouiie sporionzo non si possouo piit ritonoro come tali, ad csempio nella ghisa (superfieio 
until osa, osperionza ISG!)), 

per V —■ 0’“, 20, si ha /■ = 0, 067 

v==2'",80, /= 0,016, 

0 nel caso dell’olmo (fibre trasvorsall, osporienza 1689) per 

i; = l’", /■= 0,335 

« = 72, f = 0,372. 

Lasoiamo di riportare altri esompii. 

Le linee ohe per una data pressione rappresentano la legge con cui varia il coeflieiento 
d’attrito offrono tutte gonoralmonto il modosimo aspetto: prlma la convessitil rivolta 
verso I’asso delle volocitil, poi un punto di inflossiono. indi iin puiito di massimo, o posoia 
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un nuovo piinto (riiifiossione, o rimanGiido convcsso tondono ad aecnstarsi air.asse doIJo 
vcloeitji. So non clio lo curve ora indicnlo non sono soinpre le curve dcdottcdaircRporicnza: 
oosi, a eagion cl’esompio, per la ghisa (superficic untnnsa) I’A. speriinctit6 alio pressioni 
di IGOOS), 23490, 3097J kg., ma nolla tavola [V son Iracoiatc le liiioe corrispondonti alio 
prcssioni cli 16000, 26000, 30000 kg., dedotto da quelle dellc sperlonzo rilonendo olio alia 
niodesinia vclocitA lo differonzo Ira i cooiricionti di attrilo sieno proporzionati idle diflc- 
ron/.e dellc prcssioni (vodi pag. 377, nola **••')); insieme eon quoBto curve pero rurouo 
segnati aneho i punti ottonuti nolle sporionze. 

Per alciiiio sostanzo, cioe per la gliisa, acciajo, pioppo (fibre triisveraali), quoreia 
(fibre Irasvorsali), cuojo, PA., costnil anclic aleuni diagramnii, i quali indioano eomo vadi 
il oooiricioiilo di attrilo colla proasione, c trov6 genoralmonle oho le curve soiio tulte con- 
ve.s8«! vor.s() Piissc dolle pro-ssioni, ohe si alzano abhaatanza rapiclamcnto col diininnire 
della prossione, roslaiulo invariahilo la velocilil. 

IJpi rcsulLali nuinorioi dclPesporionzo del Conti non daronio qui oho qualoiino do’ 
pill ititercssand. Per cs. si trova olio, Ira i coollicionti dali dal Moiun per superficic sgj'as- 
sale 0 tpielli trovati dal Conti per volocilil intorno ad nn niotro, luni passit grando divii- 
rio: si doe faro cccoziono pol cuojo. Kcco il panigono per il cuojo frai coofiioiciiti Irovnli 
da Morin e dii Con'it. Per lo superficic sgrassate solto la prossione spccifica di 5000 kg. 
IrovaroiKi 

Morin Conti 

n==0-'‘,40 /-=0,({L5 

„ = 0”',65 / = 0,687 

— I ”* /■ = 0, 80 (massimo ) ; 

ad un molro di volocilk, sooondo il Conti, si avrobbo il massimo di f. 

Morin, pel cuojo ancora ma per Ic superlicie bagnalo eel untuosc, dtl /■-— 0,23. Conti 
invoco, per superficic rose unluo.so ncl mode piii sopra iiulicato, 

per u — O’", 6 , trova 0 , 61 8 

i)=P’‘, /’== 0,697 

«=:J"',4, /= 0, 648 (»t«ss.). 

Piii sonsibili ancora sono i divarii per i metalli (superlicie untuoso): 

Morin (?onti 

Ghisa su ghisa, prossione 16000 lig. 

t; = 0’'’, 6 ^-=0,06 

u = X«*, /• = 0,079 

t) = 1”', 6 0, 122 {mass,) 


f = 0,07 a 0,08 
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llamo Bu gliisa 
(5 f--: 0,038 

V - i"' f=: 0,0586 

2 ^-0, •I29 ^jnasfl.) 

Bronao bu ghisa 

0,0076 

vr •2'" f.-'-O, L26, 

Quosto cifro olio «i iiotrohboru imoorn nuiUijilioiiro a vol(ml.ft, fiimid vodoro ooino, a 
pari proHsiono, rail, Tito varil iiioltlHHijiio coi divorsi ooTpi o oolla volocilik, o clio il imiBBuno 
di f non coTriapondo por Liitti i oorpi alia BtOHHa volocitii. 

Finalmojito, io ooaoluHiotii goiiomli did lavoro dol 8ig. Conti anno oho la rosisloiiza 
d’attrito: 

J.o (Jtohoo oiiIIo Hitoniaro dolla jiroimiouo apooinoa, c oho (pioHlo ucoroHciinoiUo b aaHai 
graudo bo Io Miipoi'lioio di ooiilallo hoiio iiiituoKO, piooohi so KgriiHsato. 

2," Ctobiu) rapid aiuonto ool onmooro dolla vidooUil o |)oi, puHsato iin nia.sniiuo, dinii- 
nuiHCti oon rapidilil pooo ilivorna, por oonlimuiTO in soguUo a. diininiiiro di pin in pifi lonfii- 
iiiouU). CohI raooi'OHoiinoido oinno la liiniiini/.iano t> iuoll.i) graiido iicllo HUporlloio uiitnoso, 
pictjolo indlo HgraHHato, 

d.o (Jitaid .0 h inaggioro la iiroBHiono, (auto iiiiuoro o la dilToroiii/a fra il niiissiino ml 
il inininid ooonioioiito, alloroho hI pasHa par la nIohsh. sorio di vciocilh divm'.ai, oosi nolle 
HiiliurJioio iintuoso, oinno iiollo KgniHBalo *). 

II uol." CoN'iT, voTHii II lonniiio dolla Niia hloinoria, oupmio aloiiiio mio iimlosi iiUiiriio 
allii fuuiKii prohahiio did oiimhiiiuo ooiiBiilorovolo ili I'lirza viva iloviilii nll’nttnti) nollo niao- 
uiiiiiii: 111 alti’ilnUBOO a lniH|Mn’lii di parlioidio niiiloriali oon grandiKBiina voliioilA, ii|joralo 
da corrouli olottrioho oho hI iIohIotoIjIioit) nol iniiliio Hfrogunioiilo do’ duo oorpi. Ma ((ualo 

*) Non poHniaino iinri'i Iralili'iiorid ilall'imoorvni’o I’lio diillo l.'iO cHporiiaiso rifodlouolla Memo- 
ria bL puf) bon Irami ivigomonlo jior niolloro in iliihliio i rimillali oUoniilt da Uoiii.djih o <ia JIo- 
uiN, mn olio Hi pufi ilnliilaro ho hhho IniHliiio a iionviuniu'o dolla vorilii tlollo loagi ommoiiilo dal 
Hig. f JoN'rr, l.nalio piit olio onl huii proooKHo non hovldoiilii lapoHHihilitiKligiuiigoro aqiialolio rieiil- 
lalo oonoludonto (vmli iiola *'"*) a pag. !I77). .So noll'appriWKamonlo cU aloiiiin oirooHUiiizo ogli fu 
Hox’upiiloBo duo all'ooooHHO. non Hi piift dim olio abliia foLlo (ittroLlauto ipmiiiUi viilto dolOTiiiiiuuo 
l’jnoliti.n!!;iuiu> dol piano di Koorriniotilo iiaiindo la Hladiit, o I’OHloiiMioiin dol ooiilntln oKmn’vniulo 
Hullu fiuperllolo di HoiirriiuonU) lo i»arti di iiintiUo ooloro, inolodo ipioato nn«ai vngo, por I’liicor- 
iQKxn olio rlnmiio Hompro mil pimHaggiii Ira lo pnrli oho lianno o quollo olio non lianiio omnbialo 
coloro. D’nllra parlo, nolla uua Momoria ogli non imlioa (loino Hiasl guiilnlo nol iniaunivo I’nroa 
di queato poi’zioni dl auporlloio, N& polh oorlamcnlo colla diaposiKioiio da lui idcnla ovitaro gll 
olloLti dovul.i alia londoiiza dolla Hlilta at Hi'i'poggianionl.o! a oLrt liuHta la nioiinina irrogiilaritfi. 
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sia propriamento il suo znodo di vedere, qualo il valore dolle sue opinioni, b difTicila il potcr 
giudicare, perche lo sue dichiarazioni non sono abbastanza osplieile 

Il sig, Conti afferma die delle numerosissinio esporiGiize da lui intraproso linnljite 
a riportarc in qiiesio lavoro una piccola parte, per non daro al inodcsimo uircecetssiva 
esteiisioue; ed aggiuugo die, quando pure le avesse riierito per intoro, la soKtanzu dello 
conclusioni non ne sarebbo stata allerata* Di siffalta ommissioue b iiaiuralo oho Hi alibia 
a lasoiai'e a lui tutta la responsabilitjt* 

E questa riaorva e tanto pib iieoessaria dal momoiito cho il sig* Conti riferisee i risub 
tati di 136 espevienze soltanto, alcune delle quali (sulPacoiajo e sul Corro d'Aostii) eonfrs^a 
ogli stesso non essere riusoito con troppa regolaritl 

Noi coiicediamo per6 die le esporienze del sig. Conti appajono condoUo con uliiliift 


nello spianamento doUe auperfloie di acorrimonto (di questa iiTOgolaritit fornisco ogli stf bho uim 
prova, 0 V 6 dice cho la masBima estensioue cld coniftUo variava da {4 nd Vo dolia 
totale): impedendo il sorpeggiamento, certi pimti finiscono per esaoro pvoniuLi piu degli nliri, 
donde deve uascore im auinonto deU’attiTto, Non parr A dun quo iiKliaereziono il ponsnn' clip, 
prhna di potor aooettaro come definitive le leggi oniineiate» aoiio aucor uccossario altro siioinurr 
pi iJ variate, e fatte in con dizioni tali die sia possibilo rai)prozzar<s con maggioro jiontiraiczrA 
Pinfluenza oseroitaba dalla volocitA, dalPostonsiono e dnlla durata del contatLo, 

*) Tralo molbe ooiiaiderazioni die egli Xa sulle oaiiso dolPatirito iiiia vo n^6 olio 6 bcji dura 
ad ammettorsi. Dice in sostanza: immaginate un oorpo oho si imiova hnigo uii piano indhinl'i, 
nel senso, poniamo, doUa Ihiea di masBimo pendio; so a quosiLo corpo imprimoto un nUrc» niovi' 
mento in direzioue diversa da quelia del primo, per quosto solo fattOr Pattrito dovo diinirnilri.'. 
Quest’asserzione gi'atuita, appoggiata a nesauu fatto, 6 oosl contraria allc idee clio posrilunni 
farci fluirattrito, ohe non sappiamo in vorith da dii possa ossero a coot tat a. Per ispiogor rni 
le sue idee soggiungej ossorvate dii dove sturai’e una bottiglia; so lira il tappo nol boubo 
della bottiglia, 6 obbligato a fare uno sforzo grandissiino, montro bo iinprimo al iapjio iiii 
elieoidale, gli bast a uno sforzo molto minor o; dunquo^ egli oonohido, nol second o oa so ruHri(o 
fra tappo e vetro b minore. Ma non e neoessario rioorroro a siilaita ipoLosi per vodoro elm lo sror?.o 
da esercitarsi, nel seoondo oaso, deve essoro minore, Imporoooli6 ho dioiamo Q I’aroa latcruk* (IH 
tappo, p la pressione per unitA di superfioie Xra tappo o vetro,/ il ooefllciouto d’attrito, r il 
del tappo, R il raggio del mauioo del cavatappi, h il pasBO commxo alio oUclie doscriltfs da nin’^ciin 
punto del tappo, lo sforzo da impiegarsi per ottenore lo sturamonlo si trova caaoio {flnclife il 
tappo giaoe tutto entro la bottiglia), 






che ^ maaaimo per A = 00 ed uguale ad e questo b iJ primo del oosi oonBidoraU dal 
Conti: ma quahmque sia It, pnroh^ iinito, si ha sompro P <C Cbo nol caao di corpi non 
isotropi hin tensit A dell* attrito possa oambiare colla diroziono del moto, b fuori di dubhio: 
questo fatto dipende allora dalle propriety de* corpi rispetto alia loro olasiicith, non glA Mh 
oircostanza ohe il corpo scorrento sia animate da piii moti difforcuii in diverse dirozioui» 
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non comiine; e che, sebbone osse non tornisoano leggi positive, nia piuttosto servnno a iii- 
firinare le leggi ainmesse fiuora, a ogni inodo non possono inanenre d’iniportaiiz<a per la 
I'ieerca dello vero leggi. So non oho nn prociso apprezzamento del metodo seguito dairAii- 
tore, c de’ risultali ai (jiiaii c porvenuto, non pui> csscro raggiiinto per mezzo di una sein- 
piice lettura della Memoria prcsontala, quale s’e potiila fare da noi; nia solo deve atten- 
dersi da un profondo o aecurato esamo critico intraprcso da eraincnti ouHori delle scienze 
sporimentali. quindi naturalo che a noi paja dosiderabile la pubblicazione della Memoria 
luedesima, afiinoni^ su di ossa vonga provocata una discussione fcconda, e si pronunci la 
sentunza dai giudici piii cnnipolonli. 



101 . 

SULLA COEEXSPONDENZA FEA LA TEOETA DEI SISTEMT DI EETTE 
E LA TEOETA DELLE SUPEEFICIE. 


Aiti della H, dccadcmia del fjhtceif Memorie, sorio H, voluino III {187fi'70), pp. yyfi*802 


l.® Se un sisloina di valori particolavi attribuili a n 'paramelri o coonlmate a, , sCa, . . . a;,,, 
ovvoro (quando si vogliana Eonnolo omogoiioo) agli n rapporli fra n H- i coordinalo 
individiiano un enle geomelrieo, la lotalitil dogii onti goumclrici oorrispon- 
(lenti alia lotalilil do’ valori allribuiti agli n paranioLri o agli n rap])orli dicosi spaeio di n 
dimonsioni di cui quogli ouli gooinotrici si riguardaiio coino clcmonli Por csoinpio, i 
punti di nna Imoa, lo linoo o Ic suporlioio di un fascio, io gotioraldoi di una snpoiTicio ri- 
gala, i piani tangenti di una svilupi)abilo, . . , costituiacono apazi di una dimonsionc. 1 punti 
0 i piani tangonti di una superficie, Ic rolto di un piano, le retto tangonti coniuni a duo au- 
pcrficio, Id rotlo bitangonti o osculatiici o norinali di una suporftcio, lo cordo di una data 
ourva gobba... costiluiscono apazi di duo dinionaioiii. I punti o i i)iani dollo spazio ordi- 
nai'io, i oircoli di un piano, lo sozioni piano di una auperlieic, lo rette tangonti di una supor- 
ficio, lo lotto oho incontrano una curva, ... sono olomouti di spazi a Lro diinonsioiu. Lo retto 
dollo spazio ordinario, tulto lo sforo, lo ooniclio appoggialo a qnattro rotto date, ... sono gli 
elomenti di spazi a quatlro dimonsioni. Lo ooniclio osistonti in un dato piano, lo ouliioho 
gobbe situate su di una data siipcificio di 2.° srrado, . . formaiio spnzi di cinquo dimonsioni 
ece. eec. 

Uno spazio di n dimonsioni coiiticnc in s& infinili spazi di n — I . n — 2, ... dimonsioni, 
definiti da una o pii) oquazioni Era lo coordinate. Fra qucsli spazi suhordinali sono rimarclie- 
voli qnelli deterininati da oquazioni linoari. 

2.0 Una Irmfomamne gmnetrica consisle nollo stabiliro rolazinni fra lo coord innio 
dogii elomenti variabili in due spazi d’uno stesso numcro di dimonsioni, tali clu* a ciaseun 


*) MamigfaUigl-eit dot ranlomntiri tedfaolii. 
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clemento del primo o del secondo spazio corrisponda un elomeiito o un numero finite di 
olementi deiraltro spazio La trasformazionc b detta razionale quando a ciasciin clemento 
del prime spazio corrisponde un solo elemcnto del secondo cd a ciasouno del secondo un 
solo del pi’imo; eccezione fatta di alciini olementi detti fondamentali (isolati o costi- 
tuenti spazi subordinati), ai quali corrispondono, non un solo, bensl infiniti elomenti. 

Per mezzo di una trasformazione cosl fatta si puo riferiro un complesso lineare di xette 
alio spazio ordinario i cui oloinonti siano punti. Complesso di rette, secondo la donomina- 
zione di Plubcicer *) e uno spazio a tre dimeiisioni i cui dementi sono rette. fl complesso 
b di grado n se sono n le rotte del complesso cho passano per un punto dato ad arbitrio e 
giacciono in un piano oondotto pure ad arbitrio per esso punto. Se n = 1 , il complesso 
dicesi lineare. 

3.^ I signori Noether oLie partondo da diversi punti di vista, diedero una 
rappresentazione f) d’ un complesso lineare C sullo spazio ordinario S" costitiiito da 
punti, in virtu della quale ai piani di S' corrispondono le congruenzo lineari ft) coiite- 
nonti una rotta fissa (fondamenlale) r appartenente al dato complesso o alio congruenzo 


*) Neue Geometrio dee Tiaumes gegriindet atif die BetraoMvmg deY geradcii Linie als Jtaime- 
Umeni (Leipzig 1868-69). 

**} Zur Theorie (hr algehrahohen Functionen mehrerer co'inplecoer Va/rmhehi (Naoliriobten 
di Gottinga 1869). 

Over en Olaese geomeiris/ce 2W7isformationer (Atti della Society- di Chriatiauia^ 1871). — 
Ue/fer Oomphxe, inshefiondere Limen - %md Kugel-Oomplexe^ eio. (Mathomatische Aimalen. t. 6 ). 
— II presonio inio soritto non ha aJtro fine cho di attiraro Patlenzione su eotesH belli ssimi la- 
vori dol signor Lib. ridondanti di concetti originali e fecondissimi. 

t) Dico ma e agguingo la piti semplioe, quolla oio6 cho corrisponde alia trasformaziono 
oraografica d’lino spazio ordinario in un altro spazio ordinario. Jnfatfci, in quella rappresonta- 
ziono gli spazt di duo o di una dimonsione conlomiti nollo spazio ordinario o dofiniti da equn- 
zioni liucari, valo a dire i piani e lo retto, corrispondono a spazi analogamonio subordinati al 
complesso lineare, definiti essi pure da oquazioni lineari, ossia a congruonzo lineari (conteiienti 
la retta fondamentale) e ad iperholoidi rigati (contenenti la rotta fondanienlalo), Si potrobbe, 
invooe, fare la rappresentazione in mo do cho quosto congruenzo corrispondesscro a superfioio 
di qualuuquo ordine dato, puroh6 oosiituenti un com delto sishma omaloidico. Vero b oho 
quoflta rnpprosentaziono si pu6 oonsidoraro como risiiltante dalJa prima o da una dello trasfor- 
mazioni da me studiale in una Momoria iusorifca nogU Annali di Matomatica (t. 6) [Qneste 
Oporo, n. 96]. 

ft) Tlitonuta la donominazione di Pluboker, eongruenm 6 uno spazio di due dimensioni 
{shtema di raggi secondo Kummer), i cui olementi siano retto. Se dello rette dhiua coiigimonza 
VO ao sono n pasaanti per un punto arbitrario ed m situate in un piano arbitrario, la congru- 
enza dicesi d* ordine ^ o di classe w. Quando m la oongruonza dioosi di grado Lineari 
appellansi lo oongruenze di l.» grado. 

Or4inQna, tomo III. 
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liiieari coiitenutc in C (in "pnerale non contenciiti r) coiTispnnclono lo quadriclin (siippt- 
fieio di 2.0 grado) passanti per unn eonica fissa ((omUmenktlo) K'. f pimli del piano ic' 
di K’, non situafi in rjnesta conica, corrispondono alio rotlo (ii (' inlinitamente vicino ad 
y, manon seganti y. Ad tin jiimto M' di K' corrispondono tniio le rol tc tli (i cho passantt 
per un piinto M di y, lo cpiali sono in iin piano jiassanlo per y. Ai piinli di tina rolta g' qna- 
lunqne in S' corriapondono rette di C die sono generntriei di tin iporboloidc, fra le qnali 
it conipresa anclio y. Ma se g' incontra K' in tin punlo M', 1’ iporboloidc si spozza in due 
fasci piani, Tuno delle relte di 0 passanti pol pmito M di r, rtillro dollo rotto di C cho 
passano per un pnnto G e conseguontcniente giacoiono in un piano q {piano pdlarc di G 
rispetto ai complesso C). Dondc risiilta cho ai punti dollo spazio ordinario S ncl quale 
5 dato il complesso C, eioc ai ceiilri de’ fasci piani contonnli in C, e simultaneaniento 
ai piani di rpiesti fasci, corrispondono in S' lo retto appoggiato alia, conica fondanioiitalo 
K', rotto cho forniiino un complesso O' di 2." grado, 

4. ° Tre punti ncllo spazio S' individuano un piano; i Lrc raggi corrispoiidonti in (!, 
insiomo eon r, detenninano la congruonza lincare chc corrispondc til piano. 

5. ° Duo piani in S' huinio in coinimc nna rotta; cosi i raggi eoniuni alio congruonze 
cho corrispondono a quelli, sono Ic goneratrici deH’iporholoido corrispondento alia rottii 
data; iperboloido cho ha per gcncratricc anclic la rotta r. Jia. genoratrioe infinilamonte 
vicina ad y corrisponde al pnnto in cui la rotta coinunc ai diio piani dati incontra il piano 
‘t!. Le du'ottrici delPipcrholoido sono a due a duo rottc rocipvoolio rispotlo a 0 o fonnano 
uu’involuzione: due qualsivogliano di questo retto reciproohe sono le dirottrici di una 
congruenza comprciidcute in sc I’iporholoido c eorrispoiideiitc ad un piano del fascia in- 
dividuate dai due dati. J piiiiti in cni questo piano incontra K' corrispondono a. quelli 
dove le due retto reciproohe sono appoggiato ad r. 1 raggi doppi deU’involtizione appar- 
tengono al complesso Co cttrrispoiidono a quoi piani del faseio oho toccano Iti conica If. 

6. ® Due punti in S' detenninano una retta; i duo raggi eorrispondeiiti in (! indivi- 
duano, insieme con r, I’iperboloido Ic cui generatrici corrispondontt ai punti della rella 
data. So la retta incontra K', riperboloido si spezza in due fasci di raggi; I’lino comspttndo 
al solo punto di K' ed e formalo da rette concorronti in un puiito di r; I’alti'o c costituiln 
dalle rette eorrispondeiiti alia serie do’ punti della retta data, Se due rotto in S' si sc- 
gano, gl’ iperboloidi corrispondenti in (! hanno, oltro ad r, nn’altra gcneratrico eoniuno 
(corrispondonte al punto d’incontro delle due rette dato) e duo dirottrici comuni, die sono 
le dirottrici della congruenza corrispoiidento ul piano dollo duo rette dato. Solo due rotto 
in S' s’incontrano sul piano n', i corrispondenti iperboloidi .si toccano hmgo la gcnoin- 
trice coimuie r. A tutte le rette in S' passanli per uno stesso punto corrispondono in C 
griperboloidi passanti (per r o) per uno stosso raggio, il corrispondonte del punlo dato. 
A tutte lo rotto contenute iu uno stesso piano in S' corrispondono in C gl’ iperboloidi 
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passanti (per r e) per una stessa coppia di rette rociproclio, Ic clirettrici della eonryfuenza 
corrispondente al piano dalo. A I.11II.0 le retie di S' piis^sanli per iiiio vlesso ptiiilo e coii- 
tenuio in mio stesso ))innn (torrispondoiio in (! sriporboloidi piiSHinil.i per nn dale (jiiadri- 
liitero g'olibo, fovnialo da r, da 1111 allro ra«'ft'io x di t! e da duo rette roei]n-(iclio /, Le 
coppifi di i)ia(ii (xt^rl.,), (.W,,/-/) eoniproso in (|uesf.c) fascin d’iperholoidi cnn'ispniulnno 
alle due rette del date t'ascin in S' elie inwnitraiu) K', 

7 .° 'Pro piani in S' individuatio iin ))inilo, al qnalo eorrisiunido it raggio I! conuine 
alto tre eongrnonzo (con<.oimto in L e passanti per r) olie onrrispoiulono a quo’ tre ])iani. 
Ln stcsso raggio, insienie eon r, e segatn da un niimero doppiaincnte iiiHnito di coppie 
di rette reciproehe; ciascuna eop))ia da le diroltriei di nna eongrnoiiza eorrispondente ad 
un piano passante pel punto coniune ai Ire dati. 

8.0 Un piano qualunque [j,' in S' soga K' in duo juinli M', M',: alio rotte passanti 
per qiiesti punti 0 contonule in quel piano corrispondoiio i punti di due retie roei]iroclie 
g, Qi I'ispetto a C, le qunli aono le direttrici della congruonza corrispondonle al piano 
dato p.'. Le rette g, inconlrano r in due punti M, M, die, in nn cortn senso, corri- 
spondono ad M', M'l. Ai pnnti di una rctla esistcnlo uol piano p' «“,orrispnn(loiKi le ge- 
norati'ici d’un ipevboloide contenuio nolla congruenza clio corrisponde at piano da te. A 
eiasenno do’ punti M', M', covj'ispondono i raggi d’un faseio il cui eontro 6 il punto M ocl 
M, ed il cui piano passa per r. Per eonseguonza I’iporboloidc corrispondonle alia retta 
conniiio ai piani [j,', n' si dccoinpono no’ duo fasci piani i cui centi'i sono M, Mi. So il 
piano |j.' vuria rostando fissi i punti M', M’, (0 uno solo di questi), variano lo i ctlo g, jjii, 
ma non giil i punti M, M, (0 uno di qiiosti). Sc coincidono i punti M', M',, coineidoranno 
anclie i punti M, M', epporb lo rette g, g\\ vale a dire: .id un piano tangonle a K' corri- 
spondo nna congruenza spaoVde, la cui dircttrico (unica) 6 un raggio del complosso C ap- 
poggiato ad r. 

9 . ° Ad una congriionza coutonula in C, ma non coulcnento r, conisponde una su- 
porficio quildrica in S’, die passa per K': ai duo sislemi di gencratriei di qnesla quildricn 
corvisiiondono i punti dellc due rette (rociproclio, non appoggialn ad r) direttrici della data 
congriiciizii; e proprianieiito alio gciioratrici di nii sistoina eorrispondono i punti di una 
dii’ottrice c i piani per I’allra; eel alle gencratriei del sccondn sistoina eorrispondono i punti 
della socoiida dii'cttricc od i piani per la priina. So la data congruenza b speciale, vale a 
dire, sc lia. ])or dirottricc unica un raggio di C non appoggialo ad r, la eorrispondente qiib- 
drica in S' sarb un cono passante per K' cd avenlo il vortice ncl punto che corrisponde 
all’anzidotlo raggio di C, 

10 . <> Una rctla arbilraria in S, insiome colla sun rooiproca rispetto a C, individua 
una congruenza lincare, di cui quelle due roltc sono lo direttrici, ed a cui corrisponde in 
S' iina quidrioa passante per K'. Se la rella in S incontra r, la quildrica si spezza in due 
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piani, uno de’ quali e il piano it', montre I’altro c quollo che corrlspontle alia congruenzf 
le cui direttrici sono la retta data e la sua reciproca. Se la roWa in S appartieiie al coin 
plosso C, la quikdrica e un cono. 

In un corto senso adunquo si pud dire ehe ad una relta data in S (c alia sua rociproci 
rispotto a C) corrisponde in S' una qu^drica per K'. Se la relta in >S passa per un puntc 
date (o giace in un piano dato), la quMrica conterrd il raggio del coinplesso C' olio eoiri 
sponde al punto (o al piano) dato. Se la retta data in S passa per un punto dato e giaci 
in un piano dato (passante pel punto dato), la quMrica avrd per generatriei (di sistom 
different!) il raggio corrispondento al punto ed il raggio corrispondoute al piano. 

11. ° Due quMriche in S', passanti per IC, si sogano lungo un’altra conica, alia quali 
corrispondeii I’iperboloide (non passante per r) formato dalle rolto di C eorauni alio dm 
congruenzo che oorrispondono alio duo quhdriclio dato. Le direttrici doll’iporboloide soni 
a duo a due rotte rcciprocho o quindi formano un’involuzione: duo rettc reciprocho soiu 
direttrici di una congruonza (coutenonte Piporboloido) che corrisponde ad una quMriei 
del fasoio individnato dalle due quMriche dato; o i raggi doppi doll’involuziono sono quell 
rotto di C che oorrispondono ai duo coni del fascio. Quello duo retto reciprocho (fra lo di 
rottrici deiripcrboloido) che sono incontrate da r sono lo direttrici della coiigruonzi 
corrispondento al piano dolla conica corauiic alio duo quMriche dato. 

12. ° Alla sorio del punti di If corrispondono lo retto della congruonza spocialc oln 
ha per diretUico unica r, e clio ha con un’allra congruonza qualsivoglia (contonuta ii 
C, ma non passante per r) un iporboloido comuno, del quale r 6 una dirottrico. Quest( 
iperboloide corrisponde alia conica If considorata come soziono piana dolla quhdrica cor 
rispondenlo alia congruonza qualsivoglia; vale a diro, tutto lo congruenzo ciic compren 
done iu sii uno stesso iporboloido, pol quale r sia una dirottrico, corrispondono a quMricln 
che si toecano lungo la conica If. Fra questo quhdricho vi 5 un cono; osso oorrispondi 
a quoll’altra rotta del oomplosso 0 che e pure una direttrioo dcll’iporboloide. L’iporbo 
loido h individuate quando sia data un’altra dirottrice g, oltro ad r: a quolla direttrici 
oorrisponderh una quMrica per If, e tu'tto le altre quhdricho tangenti a quosta lutigi 
If corrisponderanno aJle direttrici doiriporboloide. 

13. ° Altrimeiiti: una congruenza (linoarc) in 0 ha infinite retto appoggiato ad r, I 
quali formano un iperboloide, o questo ha fra lo sue direttrici un altro raggio del coniplessi 
0. Questo raggio corrisponde al polo del piano %' relative alia quildrioa per K' oho cor 
rispoudo alia congruenza anzidotta. 

14. ° Vicevorsa; ad un iporboloido qualunquo lo cni generatriei siano raggi del com 
plosso C corrispondo una conica segante If in duo punti corrispondenli a quolli in cu 
I’iporboloido e inconlrato dar. Se riporboioido c formato da retto del complesso ap 
poggiate ad r, la conica corrispondento coincide con If. So invoco r A una generatriei 
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doil’ ipei'boloide, la conica con’ispondoiite si spezza in una rctta (cho non incontra If) 
ed in un’altra rotta posta nol piano ic'; lo due rotto hanuo in comune quel pnnto che 
coiTispoude alia gcnoratrico infinilamcnte vicina ad r. 

16.0 Si 5 gifl detlo die ad un punto G dcllo spazio S eorrispoiido in S' un raggio 3' dd 
complesso C, cio6 un raggio appoggialo a K': ai raggi di C passanti per G corrispondono 
i punti di 3' (ovvoro, se si vuolc, i coni cho hanno questi punti per verliei e K' per base) ; 
alle retto passanti por G ma non appartononli a 0 corrispondono le quildrichc oho con- 
tcugoiio 3' 0 K’. A tutti i punti G di nn piano e, il cui polo rispetto a C sia E, corrispon- 
dono i raggi d’lina eongruonza in C, cio 5 lo rotto oho iucontraiio K' e quolla retta 0' {ap- 
poggiata a K') cho oorrispondo ad E. II punto oomuno al piano s e alia retta r corrisponde 
a qiiello in cui e' incontra K'. Alio rotto dol piano e corrispondono Ic quMriclie contc- 
nuto nolla predotta eongruonza, oioii lo quildriche lo cut gonoratrici sono appoggialo a 
K' e ad e'. 

16.0 A tutti i punti G di un iporboloido formato da raggi di C corrispondono rotto 
di una eongruonza 0 sisiema di 2.0 grado, avonlo por dirottrici la conica K' 0 una rotta 
non appoggiata a K', ovvoro una conica sogaiito K' in duo punti, secondochh 1’ iperbo- 
loide contiono 0 non coniiono la gonoratrico r. Se 1 ’ iporboloido 6 formato da raggi di C 
appoggiati ad r, osso avril un’altra dirottrico appartonontc al complesso C, alia qnalo 
oorrispondo un eono per K': 0 ai punti doll’ iporboloido eorrisponderamio lo rotto tan- 
gonti ill cono noi punti di IC'. 

17 .® In un piano e' dollo spazio S' sia tracoiata una curva V d’ordino per la quale 
1 punti A', B' coinuni al dotto piano 0 a K' siano multipli rispottivamonto seoondo i 
nuniGii a, ( 3 . Alla ourva L' corrispondoril in 0 una siiporficio gobba contennta nolla 
congruenza linoaro cho corrispondoiil al piano e'. Siccomo U ha, all’intuori di IC, un 
mimoro 2n — a — p di punti coinuni con una quhdrica condotta ad arbitrio por IC, cosl 
una rotta arbitraria in S inconlroril la suporfioio gobba in 2 n — «— p punti; valo a dire, qne- 
sto nnmei'o b il grado della siiporficio. tin piano qualunquo in S' incontra L in •n punti; 
dunque una retta appoggiata ad r incontra « gonoratrici dolla supertieio gobba: donde 
seguo cho, per queata, la r 6 una gonoratrioc mulUpla secondo n—a—p. Lo n—cc — pgone- 
ratrici inflnitamento vioino ad r corrispondoranno ai punti in cui L' b inconlrata dal piano 
tt' fuori di IC. Lo dirottrici a, l> della eongruonza saranno diroUrioi anclio dolla supor- 
fleie gobba. Una rotta condotta ad arbitrio por A' nol piano e' inoontra L' in altri w— a 
punti, ai quali corrispondono allrottanto gonoratrici della auporfioio gobba usconti da un 
punto di a 0 oontonuto in un piano per i; od analogamonto ogni piano por aoontienoM p 
gonei’atrici ooncorreuti in un punto di b, Agli n punti in cui L' 5 segata da una retta dol 
suo piano corrispondono lo n gonoratrici oomuni alia superfioie gobba e ad un iporboloido 
passanlo por lo rotto r, a, b, Ai 2w — a — p punti in oui L*' c incontrata da una conica 
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clescritta in s per A', B' corrispondono Ic 2 h — a~p ncnoi”Ui'it*i clie la aupertieio f(oljl 
lia ill eomime coii un iperboloide passanto per «, l>. Vicovorsa iiiia rntta. iirbitraria in 
incontra 2 r— a — p generatrici della superficic gobba, alln qitali corriRpondonu allrc 
tanti punti coitiuni alia rurva L' c ad iina coiiica per A’, B'. Ossia possianio rlirc cl 
ad una retta iiiconlranie la siiperficie gobba corrispondn iinn coiiica por A', IV ii 
piano s' (e conic caso particolarc una retta). Ma reciprocanionte atl iiiia conica per A', 
nel piano s’ (o ad una retta) corrispondono infiuito rotto in S, tiittc dircLLrici d’lini) slesi 
iperboloide die ha per direttrici aiiche a e b, 

Di qui segue die le propriotil coneernonti lo rotto taiigonti, o.soiilalricq bitangen 
ecc. della suporfide gobba corrispondono a qucllo dello coniclio per A', B' '') o dolln rot 
taiigenti, osciilatrid, bitangenti, ecc. della curva L.'. 

18.° Ad una curva gobba d’ordinc nsituata in una qiuldrica per K' oorrisjiondo in 
superficio gobba, die e pure d’ordiiio n, porolio ogni attra qiiildrioa por K' incontrorik 
curva in n punti fuori della conica [ondanioiilalo K’. Ja siijicrficio goliba ha duo diroLtri 
rettilinee a, b, die sono le direttrici della coiigruonza corrispondoiito alia quildrica sii c 
giace la data curva. Questa seghoril rispottivarnonto in a, p (a -|- p — n) punti lo rot 
de’ due sistemi esistenti sulla quildrica; porcib da ogni piinto di a parlirnnuo a goner, 
triei della siiperlicie gobba, contonuto in un piano por b, o da ogni piinto di h no part 
raniio p contemite in un piano per a, 

10.° Ad una curva gobba quatsivoglia C'„, olio con K' abbia It punti eoinuni, con 
spoiide una siiperlicie rigala (gobba) d’ordino 2'H — /v, jior la. qualo r 6 una genonilru 
uiullipla secondo n — k. 1 punti di quasi a siqieiTicio coiTlspondono allc rotto eho inooi 
train) la data curva gobba e la conica I'ondamoiilalo K'. 1 jmnti della curva doppia dol. 
suporricic coiTispoiidouo allc cordc della curva da.ta incontrato da If': quindi Tordii 
della curva doppia, ossia il mimere de’ piiiiti couiuni a quosla o ad an iiiano s, sur 
itgualeal iiiinicro dello cordif di C'„ die incoiitrnno If' oil luiu rotta o' appoggiuta u If, 
qiial iiuinero e {it — k) {n — 1) -j- /t, dove h sia il luiinoro dolte cordc di C'„ oho ptissau 
per un piinto arbitrario dello spazio Un piano per r iiicoiitra la curva doppia in 
punti fuori di r, corrispoiidciiti alle li cordo di C',, olio osooiio da iiii punto di If; diiiujii 
la curva doppia e appoggiata ad r in (a — ]c)(ii — I) punti. lln’altra gonoratricn f|iialiii 


■") Ossia de circoli, so si suppone oho K' sia il oireolo iniugiiuiriu all’infiiiito iiollo a]iii»io J? . 
**) fnfatti; da un puuto qualiinquo di e' pariouo h oorde di C'„ ; un piano qiialunquo per 
segn C„ in n punti, epporo eontieno -^n[n — l)5cordc tli,.C'„>; dunquo il Inogo dello cordo di G', 
^'PPoSgiatc ad e e deli'ordiue vign. — 1)-|- 7»« o per obsd la 0,, fiimiltipla secondo n — 1. Quest 

Iho;,o li.i sii K un puuto iiinl(i|)lo secondo It o L punti inullijili .-looimdo ii -I; jjcicii'i iiicnjilirr 
K' m altri H(n~l) + 2h -h- ^ ^n~k) (a-1) -j- A, 
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f(iio iiicontra la curva (loppta in k— 1 pimti, cornspondenti alio cordc cli C'„ appogsiato 
a TC' e passanti per iino sLossu j)unli» di C’,. liU iiitorsozioni (mI icoiilatti della supcrfioio 
gobba eon linoe rotto appog-giato o no ad r eorriKpoiidoiio alio intoi'sezioni ed ai contatti 
della curva C', con piani o con (jiiadriche per K' -•). 

20.® So tntte le tangenli di C'„ incontrano K', vale a dire, se C'„ 5 la curva cuspi- 
dale di nna sviluppabile cirtaweriUn a K'. la suporficio rigata corrispondontc saril uua 
svihippabilo; inlatli siccoino duo puiiLi fuiccessivi di C'„ souo sompro in uua retta del 
eoniplesso C', cod dnegenernl-rici aiiceossivo della coiTispoiulontc supcrfieie rigata avranno 
soinpre iin punlo comune. T pnnii della, curva cuapulnle di quo-stn superlieie corrispondoiio 
alio tangcnti di C',., o lo laiigiuili di ((uella corrispondoiio ai pnnti di C'„ **). 

21.® Sia ora data in S' uiia suiiorfioic F'. lOssa ainnictlc in iiii sno pnnto qualunquc 
duo tangonti appoggiato a iC; o tiULe le rotto aiialoglio saraniui le taiigonti di un sistenia 
di curve I”, dolle quali duo passano per iiii pnnto ({uainnquo di F', yVi piinti cd alio lan- 
gonli di nna oiirva I” eorrispondono in S ordinatamente le tangciiti e i punli di mm curva 
P; 0 il liiogo di tnito lo curvo I' sara iina siqiorficit) F, i ciii piinti soiio le imngiiil dello 
tangenti di F' nppoggialo a. K'. Siccoiiie ogiii pnnto di F' appartioiie a. duo curve P', 
eosl la corrispoiulonte relta del oouiplosso 0 tooclieii duo eurvo I’, cinf; toccheril F in 
duo piinti; qne.sta e diimpio la. tiiitwrfmn foaik doi sistonm <li rotto die appartoiigono al 
complesso C o olio corrispondoiio ai punli di F'. I’or lui pnnto qualunque di F passa (in 
genorale) nna sola enrva 1’, la ciii taiigouio o i’iiitersozioue del piano langonlo di F col 
piano oho contioiio Ic rotto doi oonijilosso (! incrociati' in (|uol pnnto. No sogiio oho nna 
sola curva T' o toccata da nna. rotta del oomplo.Hso O' olio sia tangcnle ad F'. Sc in ini 
punlo particolaro F o toccata da infinite rotto doi coniplosso (', la corrispondente retla 
di C giacorA, per ini.oro sii F' e EarA parte del sistoina P. 

Per lal nindo ad ogni pnnto di F no oorrispomli' imo di F', ina vicevorsa ad un piuito 
di F*' no ooiTispondono duo di F. I’orA a duo jmiiti infinitainonto vlcini doll’una siipcrfi- 
eio e situati in iinii rotta doi roiativo complesso con'ispondono duo pnnti doi pari infini- 
liunonte vioiiii dell’ altra suporricio o gtacnnli hi uua rotta doi rclalivo complesso, per- 
ohh ad un olcinento di curva I' o T' oorrispondo iiu oloinoiito dolla coiTispondonte curva 
P o I'. Ond’ b oho ad una curva qualiinqno tracciala suiriiiia suporficio oorrispondera 
uua curva Iraeoiata siill’altra; propriainontc, ai puiiti dolla prinia curva corrispondoiio 
le goiioratriei di una suporiicie rigata circoscritla alia soconda suporficio lungo la soconda 
curva. Se le taiigonti dolla jiriina curva souo retto del rispettivo complesso C o C, ancho 


*) Osaiacon aferc, nell’ipotoai suoaposta. 

*♦) Delia corviflpoiuloiiza di eodoato curve le oiil tangonti appartciigono ai comploasi C, 0, 
il aie. liiii ha I'atto iinportantiSBiiiio npplicazimii {Math. Aiiunloii, I. fi) 
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questo pimto & dojipio per F. La supeificio F ha duiiquc sodioi punli doppi o sediei piani 
taiigonti doppi, die corrispondoiio alle sediei rotlo di F' appoggiaie a K'. Una quahinquo 
di questo retto ne incontra altrc cinquo ; dunqno oiascuno do’ sediei punti doppi di F 6 
oongiunto ad altri cinque mediante cinque rotte del complosso C; o siccome tutte le rette 
di C die pjissano per uno stcaso punlo gincciono nel relative piano polaro, cosl oiascim 
piano doppio di F contiono sei punti doppi, uno dei quail (eio6 il polo del piano) 6 con- 
giunto agli altri cinquo per mezzo di cinquo raggi del sistema <I\ CoiTolativamonto: per 
eiascim puuto doppio passano aei piani doppi, uno dei quali (il piano polaro dol puiito) 
e segato dagli altri cinque lungo cinquo raggi del sistema <1> 

Oltre alia retla a nel piano ir' od allc sediei retie appoggiaie a It', la supcriicie F' no 
oontieno altre dieci (/;, , Ci), (i, , Cj), (ia, c,), (&<,<;<), Qh, Cr,) eonlonute in cinquo piani paasanti 
per la rotta a, A ciascuna di questo dieci rette corrispondo iin ipcrboloido lo cni gonoratrici 
sono raggi del sistema <f>, ossia rette Intangeiiti di F. Dunqne: ogni raggio, come r, dol 
sistema 5 comuno a dieci iporboloidi formali da raggi del sistema modesimo; i dieci 
iporboloidi formaiio cinquo coppio, c i due di una stossa coppia Iianno in comuno un altro 
raggio dol sistema, eppor5 si segano inoltro socondo due retto dirottrici; lo cinque coppio 
di direttrici incontrano r negli stessi duo punti 

Dollo retto &,,, c,. Puna incontra otto o I’altra le altrc otto dcllc sediei retto di F' ap- 
poggiato a It'; dunque dei duo iporboloidi d’una coppia I’uiio contiono otto c P altro gli 
altri otto punti doppi di F ; o cosi' puro Puno tooea otto o Paltro gli altri piani dopp!. E 
sioooinc le otto rotte segato da una stessa h o c si segano per coppie in qnattro punti, 
ossia giacciono in quattro piani passanti per la h o c, cosl gli otto pnnli doppi pci quali 
passa uno stesso iporbololdc giacciono in quattro retto dol sistoma 4’ (clio non sono rotto 
doll’iporboloido). Per gli otto piani doppi lia luogo la propriotit correlativa. 

I piani passanti per lo retto &, a sogano F' socondo conlolio appogglnto in duo punti a K': 
tali conicho formano dunquodiooifasoiconiugaliaduoaduo Duo eonicho conjugate 
giacciono in una 8l.essa qnitdrica por If' i'), la qualo iocca F' no’ punti eomuni alio due 
conicho, od alia qualo corrispondorS, in S una retla (o la sua rooiprooa) taiigoiito ad F in 
due punti. Di retto cosl fattc no psissano duo per un punto qiiahmquc (o no giaociono 
duo in un piano quahinquo) dcllo spazio S; infatti il raggio eorrispondonto in H’, ossondo 
appoggiato a K', incontra F' in due punli M', N'; c si iianno cosl due quUdrioho, Puna 
passanto per If' o por lo conicho di F' situate no’ piani c,]N", P altra por If' o por 

*) Kummbr, l , 0. 

**) Corrispondonti a quolli in cni a iiicontra K'. 

Diciamo conjugalo duo coniclio postc in piani paBsnnti risp. por , o,. , dove b, , o, 
sono in uno stesso piano por a. 

f ) Cremona, Mdmoire de ghviitrio pars ele. oliap. 0. 
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Ic coiiiche posto. ne’ piani 6, N', rt.M'. A1 sistemu clolle qiijulrich(' pa.ssanl.i per K' o Um- 
^oiiti ad F' ill ciippie cii piinti alliiiL'nIi col puiUo /), r, cori'ispoiult! iidiiiKpio iiu luiovo sL- 
Hlcma cU seooiulo j^rado (doppiamoiito iiifiiiito) di rottc bi(,an<!,'eii(.i ad P ; OKiccoino questa 
rette soiio a due a due (ie due coiTispoiidenli ad nua slossa quadrioa) reeiproclie rispottu 
a C, cosi il predetto sistema appartiuiie ad iin coinplossu liueare e!ic e in iiivoliiziotto cul 
date sistema C. Di lali sisteuii so iie lianiii) cinque, quanto soiio ie copjiie dello rolto ft, r, . 
liU supeifieie F u pertaiilo la supeificie focale di soi distiiUi sisloiiii di rottc, di sucoiido 
erado, ") appai’touenti a aei coinplossi linoari, a duo a duo in invoiuziono: dei (juali soi 
sisloini di rette rune corrispoude ai pnuti di F' e I’altro ai cinque sisLcnii di quildrielie per 
K' die toccaiio in duo punti F'. 

Si ottongono f,di stossi riaultati so invecc di una suporfioio di torz’ordino pasHauto iior 
IC si assume nello spazio S' una supeificie di ((uarf ordiiio per la quale K' sia nna conicu 
doppia. 

Per tal mode dalle note proprietii dolle siiporlicie di torz’ordiiio o di (piolln del (|nafln 
ordiiie, dotatc di una conica doppia ai conclude la tenria dei siatonii di roite di se- 
condo grade 

In mode siniigliaiile si ridurrolilio lo studio di altri aistenii di rotto a (jiinllo ili altro 
siqierficio. 

23." Lc formolc aiialiticlie per la coriispoiidenza fra gli olcinoiiti do’ duo spazi (!, S 
sono facili a stabilirsi. Siano .'i:, jij .-Cj a;, lo aoto coordinate tctraedriclio di una rotla 
soggotle alia coiidizioiie 

*C| .1^ “1“ aJg sc^y ■"[— iC;, a?, I ~ — 0. 

Assiimiamo .r,-p 3:4 = 0 come oquazione del coinplesso dato (3, 0 come retta foii- 
dameiilale scegliaino la av = 0. Nello spazio S' .siaao P', Q', JP, S' le coorclinato di ua 
panto qualunquo e 

S' = 0, P'^+Q'^-l- Ji'^ = 0 


*) Kumjibr L 0, e: Uebor dio algebraiseheii Hl/rahleiisyslenie, iu’s bosondefo libw din der eTtinn 
tuid meilen Ordnitiig. (Mom. dell’Accadomia di Tiorlinn, 1866). 

*♦) VpggiHisi in pai'ticolavo la Memnria dol sig. (1a.sby; On eijalidcs nud splieroquctflics nolle 
liausazioni dlosoliolio dell.a Snciotil Itoaio di Londra, 1871; 1’ opera del Big. Dabhoux: Nui' 
me classe remarquabh de nourbes el do surfaces uigdbriques etc. (Paris 1873), iiolla quale soun 
inenzionati i lavori preoedenti d’altri goomoti'i; 0 la gift, ricordata Memoria del signor Lriji (Ma* * 
them. Annalen. t. 6). 

,***) Klein, Zur Tlieorie der Lmien-oompUxe des ersten iml gweiien Grades. (Mathom. Anna. 
Ion, t. 2). — Lib, {, 0 . 
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le equiizioxii della coiiica fondamonlale K’, la qiialo, sc si supponc che P', Q', R' siaiio 
coordinate cartosianc ortogoiiali, san'i il drcolo inmjimm airinfinito: come appunto sup- 
pono il sif*. Lie. 

Ciascuna dcllo eqiiazioni x, 0, 0, .e-, = 0 iusiome eolla j;, + = 0 delor- 

miiia- uua congnionza liiieare eonloneute la rclla foiidamentale, cppero conispondente 
ad un piano in S'. Siaiio li'^0, J’’ 1- iQ' ^0, P' — •tQ' = 0 i tvc piaiii che per tal 
nioclo con'ispoiidoiio alle Ire congruonze; allora potromo porre 

;b, R' 

3,V.^_(F + tQ') 

X, = - R' 

.r„-S' 

dove il segno ~ indioa p-oporzioHalittl’, o delorininando x,, modianlo la 

^1 ^4 ” 1 “ ^*2 ^ “ f * ^ 9 > 

ne verranno lo forniolo 

.-r, ~R'S', 9 ;^=-~R'vS' 

(1) *2 - - (P' d- i Q’) S', iB, = (P' - i Q') S' 

3:,--P'*+Q'’+ IP'. = 

che dAnno la retta x,Xi . . x„ del oomplesso 0 eorrispondento ai punto P'Q'U’S' dollo apa- 
zio S'. 

Siano ora P, Q, R, S lo coordinate di un punto qualunque della rotta x; avromo lo 
note relay, ioni 

Pa:« -P Sa:, — Ra:^ = 0 
QiBs — Sa:, ~ RaJs == 0 

e ponendo per lo x i valori (1) 

.g. PS'-~S(P'-ptQ')+ RR' = 0 

^ ^ QS'-SR'-R(P’-iQ')==0 

e queste sono, mono la dlvorsitil doi siinboli, lo equazioni di Lie. Considerando P Q R S 
come coordinate di un punto dato in S, lo (2) rapproaontano la retta Gorrispondente in 
S'; perci6 le coordinate . a;'„ di quoata retta saranno o.sprog8e come segue : 
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ic'.sQS-PR = — S^) 

(3) a:'s£-?:(QS + PR) a:V.= R= + S* 

»'3 = -(PS4 Q R) a;'« = 2iRS 

Ic quali cquazioui danno 

cquazione del oomplesso di 2.® grade C' che nolle spazio S' oerrispontlo ai puiiti dcli'allro 
spazio. In questo la retta fendainentale c R — S — 0 , 

24. ® Modianto quosta trasformazionc adunqiie, lo cengruenzo linoari in 0 coirispoii- 
done alio qu^driche passant! per la conica fendainentale K'; ossia, diromo, alio fiforo, ri- 
teiiuto elie K' sia 11 circolo imaginario all’ infinite. Le retlo di una eongnicnza lincarc 
sono, coin’e note, appoggiatc a duo rette dlrettrici, Ic quali sene rotto reciprocliB rlspotto 
ad ogni eomplesse linoarc oontenonte la congrnonza. Nol nostro case adunque, una retla 
I assiinta ad arbitrio (fuori di C) come dircttrice individua una oengrueiiza, la quale ri- 
sulta forniata da tutto le rette del coniplosso C ohe sogano la votta I o qiiindi audio lu ao- 
conda dirottrice, oio 6 la retta reeiproca di 1. Alla retta I considcnitn come dirottrico di 
una congruciiza corrisponde una sfera, vale a dire, alio rotto di C appoggiatc ad I corri- 
spoiidono i punti di una sfera; ma vicevorsa alia sfera corrispondono duo rotto (rocipro- 
olie rispntlo al coniplosso C), le dircttrici della congruciiza i oui raggi sono gli oloiiionti 
corrispoiidonti al punti della sfera. 

25. ® Sc dunque ora chiainiamo S la totality dollc rotto in uiio spazio orditiario, ed 
S' la totalitfl delle sferc in un altro spazio ordinario, S od S' saranno duo spazf di quat- 
tro dimciisioni i cui elonionti si possono mottorc in rolaziono lalo olio ad una retta qua- 
lunqiie in S corrisponde una sfera in S', ma ad una sfora in S' corrispondono in S duo 
rette, lo quali sono conjugate o reoiproche rispotto ad un dotorminato coinplesso (foiida- 
inontale) C oontonuto in S. 

Siano Si $ 2 ... lo ordinario coordinate totraedriclio di una rotta in ,S ; por lo rotto 
X cho sogano la retta £ si avra 

®1 -\- €r, *2 -j- *3 -)- l| Xi “p it ®6 "I" I 3 *^0 = 0 

e sostituendo alle x i valori ( 1 ) avroino 

(P'* + Q'^ + R'^) + ($2 - ts) F S' - (it + £ 5 ) i Q' S' + (£,-£,) R' S' -I- it S'® 0 

cquazione della sfera corrispondento alia retta £. 

Ponendo qiiest’equazione sotto la forma 

2 (X. P' + X* Q' + X* R') S' + X 4 (P'» + Q'^ + R'* — S'*) 

+ i Xt (?'" -P Q'* + R** + S'*) == 0 


( 4 ) 



SULLA OORRISPONDENZA FRA LA TEORIA DEI SISTBMI DI BETTE ECO. 


397 


® ooiisiderando lo Xi Xj . . X 3 eonio coordinate (omogonoe) della sf ora, lo rolazioni fra (jue- 
ste coordinate 0 le i dolle rottc corrispondoiiti divoiigono 

X, 

= i-y 

Cr>) 

X,s 

Xfi = i + is) 

cr> (X X) = ($. -h i,y a causa di 4, + 4, 4., H- 4a 4e = 0 

ovvero 

4,---X.,± V^I> W 

4a ^ Xi + i X* 

(6) ' 

4a ^ X, ± V d> (XX) 

45 ^ — X, ^ 

4o 5^ X^ i Xr, 

dovo per brovitit si 6 posto 

d) (X X) X? + XI + XI -I- XI -h XI . 

Sccondooh6 nolle (6) si prondo il radicalo col sogno -|- 0 col segno — , ai ha I’luui 0 
l*a,lti*a dello due rottc oorrispondonti alia sl'ora X. 

2C.“ II raggio della sfora (d) 6 

VlF(XX):(X,-)-iX,), 


dull quo la sfora si riduco ad un punto (cono-sfera) so <I> (XX) = 0, ad un piano so 
i Xs = 0. L’ oquaziono <I> (X X) = 0 dit 4i + == 0, 0 la X^ -|- t X^ — 0 corri- 

spoTido alia 4ri — 0; dunquo allo retie dello spazio S oho appartongono nl oomplesso 0 
oori'ispondono lo sfere di raggio mllo, vale a dire i punti dello spazio S', inontro a qucllo 
rotlo dello spazio S die ineontvano la rotta fondamontalo 4# ~ 0 eorrispondouo lo sfere 
(l-i Toggio infinilo, vale a dire i piani dello spnzio S'. 

Quosla olcganlissima trastovmaziono dollo spazio S costituito da 3’olto ncllo spazio 
S'' costituito da store ii dovula al focondo ingogno del signor Soriius Lri3 di Cluistiaiiia, 
H quale no ha fatto nunioroso 0 importanti applicazioni spocialmonto per la riduziono del 
prolilonia dollc lliicc di eurvatura d’una supcrficie a qiiolla dolle linee assintotieho di un’al- 
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tra superfioio, o viceversa *), Noi abbiaino crediito di dovpr cjiii ricluanuiie qiietla tra- 
sforinazione eon una veste anaiitica un po’ divcrsa, percho di ossa abbiamo l)isogiio par 
lo scopo di future ricerche, cio6 per la deduzione della leoria dni sistenii di rotte {coii- 
gruenze, spazi a due dimenBioni forniati da rette) dalla teoria di aiipei'ficie volgarmeiito 
conoseiute. 

27“ Due sfere X, Y deterrainano un fascio clio contioiie duo punli o coni-sfero, 
corrispondenti alle radici Xj deiroquazioiio quadratiea 

(X, + X Y,)* + (X, + X Y,r + (Xs + X Y,y 
+ (X, + XY,)»-t-(Xs+XY,)* = 0 

ossia 

^(XX) + 2X<I>(XY) + X’*tI>(YY) = 0 

essendosi posto; 

<t> (X Y) = X, Y, + X, Y, + X, Y., + X4 Y, + X, Y,. 

Detto w I’angolo dello due sfere X, Y, si ha faoilinonto 

__ (XY) 

VcT>(XX):«I>(YT)’ 

vale a dire, w 6, seoondo il linguaggio della geomelria jirojeUiva di Cayley, la dtalama 
de’ due olomenti X, Y dello spazio di quatU'o ditnensioiii H', iiol quale si tissuinti cone 
assohito lo spazio subordinate di tro dimousioni dofnulo dairoqiuizioiie 

<[>(XX) = 0, 

oio6 la totalitfl dei punti dello spazio ordinario. 

In tutte le sfere Y ehe sogano una data sl'ora X solio un angolo oostanto, il ciii co- 
seno sia K, si ha dunque 

(7) X, Y, + X2 Y2 + X, Y3 + X, Yq + X, Y, + IC V <f> (XXyVl> ( Y Y) 0 . 

Oia, dette ylo coordinate di una retia coiTispoudouto alia stora Y, roqnazioiio proce- 
dentG» mediante la sostitiizione (6), dar^ 


*) Non bifiogna per6 dimentioaro i lavori gia oitati di Dauboux o di Oa«ey, no* quali ^ 
pure atudiato a fondo lo spassio di quattro dimouBionl i cui olemonti eonn sforo; quell i> pure 
importantUsinii, del signor Klein. 
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X, {y, - yo) — i X, (?/, + V:) + X;, {y^ — y,) + X, (//„ — y,) — i X, (?/« 2/,l 
± K(.y.-h?/,) V‘KXX)=-0 

of|iiazioiic ill dw foinplcssi cli I’oUe (a spoouda do] doppio so;!;iio +) oorrispoiulciili alio 
sfore Y oontcuiite nolPeqimzioiio (7). L’ofiuaziono cho ju'ocedc piio aeiivei'si 


(8) .Cj ?/, -I *5 </s -I -ic 2/i -I • y* + ?/fi 'f ».i 3/« •=- 0 

purche si poiigu 

x, ~~ - X, T K V'^‘(XX) 

9!^ ~ X| -|- 1 X^ 

(9) a:jS^ — X<-|-tXi 

~ X, T- K V<F(XX) 

95-, — X I -[-• t Xi 

Xi X( -|- 1 Xi, 

ovvero invorsarnente 

Xi ;r: Xi-~Xi 

X* — I (Xf 955 ) 

(10) X;,~a:^ — a;, 

X< ?•■: X,. — a:, 

X,, — i (a!„ I- a;,) 

>'KV‘1>(XX)- ra, - 1 - 9 :,. 


Qni lo X, non piii aoggoUo alia couctizioiio 9 ;, x, -I- x., x-, x,, x„ == 

-|- 9 ',a!„“ d>(XX)(K‘’ — L), oho non 6 zero so non 6 K-“--:h 


0 (infatli 95, -|- x^ X:, 

ij sono lo cnordiiialo 


di un cninplosso di roito, coiUonulo iiollo spazio H. 

28.0 Dojiorainiamo mnplosso di sfcrti la l.ofalila dolle «foro Y (7) cho aogano aollo iin 
angolo dalo (dofinito dalia ooalanlo iC) ima aforadaUi X. A JinosUi piiii darsi il noiiic di 
nucUo do) cninplosso. Un (i«jnplo.sso 6 dimquo individiialo ilalla sfora-nuoloo 0 dal pai'a- 
ineti'o K, 0 pu6 dosigiuirsi col simbolo (X, K), ossondo K il cosono dell’angolo sotln il 
qnalo lo sfern del ooinpio.Hso sogniio la sroi'ii - nuclod, di coordiuato Xi Xo. . . , Alio sforo 
cli uu coniplos.so corrispondono iuliui(|iic, por lo foi'iiiolc (8,9, 10), Ic’ I'clio di un cniii- 
plos.so in S c Ic loro conjugaio 0 rociprnclio, rispetto a 0, le quali loi'inuno nn nUro com- 
plo.sso, clin possianio diro mijugaio 0 roidproiv al [irinio, vispotto a (1. Vicovor.sa ad un 
eoniplosso ((ualunqtio di rollo in H oorrispondo un ooiuplosso di sfoi’o in >S. Duo coniplossi 
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conjugati deterinmano insiemo col complesso fondamentcalo C una stossa coiigruonzf 
le cui direttrioi soiio appuuto le rotte coiTispondenti a quella sfora X ohc 6 sogata sott 
angolo coatante dallo afere Y del complesso corrispondonto a quci duo. 

29. “ So K = 0, si ha »! + a:, — 0; allora i duo complessi conjugati coiucidono in ii 
solo, formate da retto die a due a due sono conjugate rispclto a 0, Vale a diro : ad ii 
complesso di sfero ortogonali ad una data sfora X corrispondo un complesso di rott 
olio e in involuzione col complesso fondamentale 0. Lo dircltrici della congruoiiza oe 
muiio ai due complessi corrispondono alia sfera X. 

30. “ So K = + 1, si ha a;, a;^ -j- Kj jCj + »« = 0, vale a dire, ciaacuno do’ duo com 

plessi conjugati 6 formate da retto clio segano una rotta data x. Dunquo: ad un comploss 
di store tangenti ad ima data sfera X corrispondono i due complessi speciali forinati dall 
retto die segano Tuna e I’altra dolle due retto x corrispondonti ad X. In altro parolei s 
due retto x, y in S si segano, lo corrispondonti sfere X, Y, in S' si toccauo. H puiito t 
contatto, come sfera di raggio iiuUo, corrispondo a quella rotta del complesso C oho jiass 
pel piuito xy 0 giaeo nel piano xy. 

31. “ Se Si . . . So, ?/, 1/2 . . . 2/« sono ic coordinate di duo complessi (in goneralo no 
speciali), e se X, Xj . . . Xj, H, ed Yi Yj . . . Yr„ K sono i paraniotri do’ oorrispondont 
complessi di sfere, avroiuo per lo (9), (iO) 

2/i -h 215 4- 2/(1 + 2/i H- 2/* + 2/a = 

= 2 ( + H K Vd^X).‘I>(YY) — <I) (X Y) ) , 

4 (X, Yi + X* Y^ + Xa Y, + X, Y, -|- Xn Y.) = 

= 4 4) (XY) = — 2 (ai, j/4 + x^ X 3 y„ + a*, y, + Xt, y^ -f aij 2/3) 

+ (a?i + ^ 4 } (y, + y.i), 

Dunque se H 0 K 6 nnllo, vale a diro se 6 zero x, -f- od 2/, -|- y,, si ha 

a;i2 /,-l-...=- 2<l)(XY). 

Donde segue ehe a due complessi di sfero iino de’ quali (almono) sia formato dallo slon 
ortogonali ad una sfera X e I’altro dalle sfero seganti sotto angolo costanto una sfera Y or 
togonalo ad X, corrispondono due complessi clie sono fra loro in involuzione. In gonorali 
a due complessi in involuzione corrispondono due complessi di sfero (X, H), (Y, IC 
tali die io sfcre-nuelei X, Y, si segano sotto un angolo il cui cosono 6 ± HE, osaondt 
H, IC i parametri dei due complessi medesimi. 

32. “ £ noto che in infinite maniere si possono determinaro cinque sfero die a duo £ 
duo si seghiiio ad angolo retto. Imaginiamo d’aver trovato un gruppo di cinquo sferf 
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5^1, 2^, S,i, - 4 . clotato cU talo propriclil; dallo cose preniosse segue die ai cinque coni- 
plessi fonnati dalle sfoi’o die ordinal ainonle sono orlogonali allc sfere X corriapoiuloranno 
nello spazio S cinque coniplessi liiieari di relic, a duo a due in iiivoliizionc fra loro cd 
inoltre tutti in involiizionc col coinplosso fondanienlale 0. Vale a dire: ai sei .spazi di tro 
(limcusioni (il), (^.d. (^i), subordinati acl S', eostituili I’lino dai punli 

o Goni-sfero di S', gli aliri dalle sl'ore clio sogano orlogonnlinenle iina dellc sfcrc 11, cor- 
rispondono sei coniplessi lincari di rette, <!, C,, (!,, (!,, (^, a duo a due in involu- 

zione fra loro. 

Ci6 sug'gerisce nalnralnimilc di riferiro gli cloinnnti dello spazio S' alio ciuquo stero 
2,. o ai cinqiio coniplessi (H,); il oho asu'a per olTotlo di riferiro simallancanioiilc gli 
olementi dcllo spazio S ai soi coiuplosiii (’: o saronio cosi condotli uol mode piii spon- 
taneo alio coordinate che il sig. Klein liu introdotto nolia goomelria dollo spazio costi- 
tuito da rotte •'* **) ). Gill lo coordinate X sono rdntivo a ciuquo sferc a dno a due ortogo- 
nnli; infatli Ic cqnazioni 

P’ .-=.(), R' = 0, 

a lie quali si ridneo la (4) pnnoiulo uguali a zero le K iranno X, o o Xj, rapprosonlaiio 
tre piniii ortogonali; inentro I’oquazionc (4) nicdosiina, poslovi Xi ™ Xj — X,, — = 0, 

Qvvero X, == X« = Xj=^ X, “--0 dil Ic 

V'--\- Q'-+ R"-l- 1 = 0 

che rapprOBontano duo sforo orlogonali, il cui coiitro comiiuo ii il punto T' Q' = R’ — o. 
Pereifi la ricerca di uu altro gruppo (gonerale) di ciuquo sforo 11, a duo a due ortogonali 
eqiiivarril alia trasforinaziono dcllo forma biliuoaro ‘l> (X Y) in so medositnn. 

33.® Posto por brovilA 

o,-=2F.S', 

05 = 2 Q' S', 
o, = 2R'S', 

= Q'*+ R'* -S", 

or.-i(F-’-!-Q''-|-R'’-l S"0, 

(lovo haliiogo 1' idoiiUtf\ of -p o‘j -p of -p of -(- of = 0, lo cinque stero X,, siuno date dalle 
equazloni 


*) Incliohiaino con (H,) it coinplosHo ilotlo stoi-o t)i'to|;onali alia steriv M, . 

**) L. «. 

v 


Ore^inonttf tomo III, 
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ijj = Xii 0( -|- Xm <52 -f" “I” ’ 

<[522* ^2 ^Vl ^22 ^2 "H ^2.* ^3 "I” .^2*1 “l~ ^23 1 

I 

il.i = Xji t 5 i + Xs8 <52 4 " X33 < 5 ;, -|- Xsj (54 -f" ^;in '^ri > 

<I>4,* = X^t <5i + X^j <52 -)- X4;, a.., -|- Xjl 04 -|- X45 <Jf, » 

<l 5 j,* Xi = Xr,i < 5 | -|- X 52 Oo -|- Xr,3 O3 -|- Xr,( O4 -f" Xr,r, o^ , 


(love 

( 12 ) 


<[),, =X,?+XJ+X,H-X,.5 + XJ. 

L’oi'togotmlita delie duo store X, , saril osprcsisa dalla coiidizione 

<I>, , 2= 0 

ossia 

(13) X, , X„ + X,2 X„ + X, , X,3 + X,4 X,4 -h X, r, X,5 = 0. 

Sia A il determinantc de’ cocflicieiiti X 0 su{3pongasi cli’csso noH aia luillo ; oacliulasi 
cioe cho lo cinque sfere siano ortogoiiali ad iina medesima sosta stern. 

Dalle (12), (13) si liaiino lo 

3A 


X,, A ==<!>,, 


ax.. 


opperb dalle (11): 

(14) 

VI 1 V 1 

<3, = f “j r ^2 + - 

e 


(16) 

+ ^2 “h ^5 4-05 = 

(1C) 

/•vsi Y 2 y 2 

^ <T>22 

/x.,.x,. X 2 . X 2 , x,„x,. 

Siano ora 



X4 


T~^ * 


XH- 




j 

^ X„. X,. ^ X,,. Xr.. Q 


<1*4 


<l*Gl 


Xi o, ~\- Xi O2 -{- Xj Oj -|- X4 04 Xj 05 = 0 , 
a!i £1 -f- 3^2 ii2 ~1” ii3 "1- !r 4 i,4 is = 0 
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le equazioni d’nna medosima sEora, riEerita dapprima alle sEoro n, , poi alio sFere il,. 
Viate le (11) o lo (14), le due eqiinzioiii eoincidcranno so si Eaii 


(11 y =x.,x, + x,.,x, + x„.x,, + x.,x, + x„x, 

ovvero inversamonte 


( 14 )' 


XT X|, , Xw,. Xt, Xi, , Xr, 

X.. = — T ®. -h ^ -h — T + — ^ ais. 

<l»,|S <l\,! <[\b« dv» d’sjj 


Per un’altra sfera 
ocl 


Y| O] -(- Yg Og Y;i H;) -|- Y4 O4 Y5 0 

Vi Vi + ?y.j + Vi ^4 + j/s i-5 ~ 0 


aarfi analogamonto 

2/, = X,, Y, + X,, Y, + X.3 Y3 + X.4 Y4 + X,5 Y„ 

= — T Vi + I r y-i H r 2/4 + “T 2/i . 

<1>„S ‘i>88« <[>3 j2 ‘1>!,.^8 


dalle qiiali Eorniolo e dalle (11)', (14) si Ita anbito 

X, Y, -h X, Ys H- X« Ya + X, Y, + X, Yr. = 

= », Vx + !»2 j/s + «a 2/;, + «<?/<+ av, y,, 

vale a dire, la Eorma bilinoaro <I> (X Y) 6 Irasformata in sfi stossa. 

34.“ Possiamo dunquo ritonoro una sfora qualunque dollo spazio S' riforita mediante 
lo coordinate (SiX^x^x^Xi alio oinquo sfore Eondamontaii il; ossa 6 doflnila dal rapporti 
fra le sue coordinate x. La condizionc di ortogonalitfl di duo sEcro x,y 6 

<i» (xy) =. Xx 2/1 -j- X, 2/2 -I- «,i 2/3 + IJ 4 + aJa 2/0 == 0 

B come caso particolaro la eondiziono cho una sEcra sia orlogonalo a sfe medosima, vale 
a dire oh 'ossa si riduoa ad un punto 0 

<!> (xx) = ajf H- + (4 + *4 + == 0* 

La oondiziono oho duo sEoro «, y si tocohino 6 

<l), (xy) — <1> (ira:) <1> (yy) = 0 

B 1ft coiulizlone per I’intersecarsi sotto un angolo di dato cosono h 
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‘I>8 {%y) — ¥ <I> (axe) {yy) — 0. 

Le modesime coordinate a:, ai^ a:, a.5 dctorniinano nello spazio S duo rotte, recipro- 

che rispetto al coraplesso C, e distinte fra loro modiaiite il segno di V (a;;*). Lo rotto 
dollo spazio S sono cosi riferito ai oinque coinplessi rapprosontati 'dalle equazioni 
a, = 0, aij = 0, aij = 0, x^ = 0, X:, = 0, i quali sono a duo a duo in involuziono, e tutti 
poi in involuzione col complesso 0. 

Ponondo V ^ hanno le coordinate di Klein, 
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ot Uitjorlu^^iiixUi Mccitnifojlhc Uvitish AsHOciuUon (or Iht Ailmnecmtnl of Seitnct (Olusffoin^iHTG} — 
NohflOfl and AbRtmol-a of MlHoollauoouB ComnumioiiUouH to Uio SnotJone, pp. 12-13. 


CoLto communication avail pour objot d’oxposor uno rafitliodo pour transformer 
los conyruenees (8yst6mos cloublomont inflnis) do droilos, oonlenuos dans un complexo li- 
n6aire donno, do maniiSi’e ohaquo droilo do la congruence correspondo un point d’uno 
surface, ct vioo-vorsa. La m6thodo rfisulto do la corabinaison dos transformations do I’c- 
spaoG ii trois dimensions, expos^os par rauteur dans Ics « Annali di matomalioa » (sdrio 
2.', tome b.o) [Quosto Oporo, ii. OO], avec la trasformatioii, donn6o par MM. iWoKTiiBR 
ot Lie, d’un comploxo lin6airo on Tospacc ordinaire (point-ospacc). Siiivant cotto tran- 
sformation, los plans do I’ospaco corrospondont aux oongruoncos linfiairos du complexo 
donn6 qui oontionnont uno droito fixo; ot aux autros oongruoncos liniiairos du m6mo ooin- 
plexo eorrospondent los 8ph6ro8 do Pospaco ordinaire. La m6thode oxpos6c dans la com- 
munication donno toulos los transformations d’un comploxo lin6airo on I’cspaco ordinaire, 
tollos qu’ aux oongruoncos lin6airos contonanl uno droito fixo corrospondont dos surfaces 
d'un ordro donn6. En partionlior, on obtiont loutes Ics congruences (non - linfiairos, con- 
tonuos dans le comploxo donnd) qui sont susooptiblos d’fitre ]‘epr6sent6os sur un plan, do 
maniftro quo ohaquo droito do la congruonco ail pour imago un point ddtonninfi du plan 
ot quo, vico-vorsa, ohaquo point du plan correspondo it uno droito unique do la congruonco. 
Si Pon transformo lo plan par los polairos r6oiproquo8 do Ponoeust, les iraagos dos droi- 
tos do la oongruonoo soronl los droitos du plan roprdsontatif. 
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quindioi piani t, die sono i piaiii Iritangonli (propriamonto rtctti) della suporlioio: quolli 
oioo poi quali iiesaim puuto di conlalto oado in 0. I quindici piani tritaiigenti sono: 


(12. 34. 66), 
(J3. 24. 66), 
(14. 23. 66), 
(16. 23. 46), 
(16. 23. 46), 


(12. 36. 46), 
(13. 26. 46), 
(14. 26. 36), 
(16. 24. 36), 
(16. 24. 36), 


(12. 36. 46), 
(13. 26. 46), 
(14. 26. 35), 
(16. 26. 34), 
(16. 26. 34). 


Per ciasouna dello rotte r = J2, J3, , . . passano Iro do’ quindioi piani t. 

In altro paiolo: la superficio oontiono quindioi IriangoU x, i cui vortioi sono tulU divorsi 
da 0. G elascuna dollo rotto r e lato ooinnno a Iro triangoli x, 

2. Dii’6 oho duo triangoli x Cormano una coppia x quando non ahliiaiio uii lato co- 

16 8 

inuno; un triangolo onlni in otto coppio, iipporb i\ numcro delle coppie -ij— =60. I 

a 


piani do’ due triangoli di una coppia si sogano lungo una rotta, cho dir6 relta di Pascal '*'), 
0 oho incontra la suporficio in tro puntl P, no’ quali i tro lati di nil triangolo sogano ordi- 
natainento quelli doll’altro. Por os. la rotta coinunc ai piani (12. 34. 66), (13. 26, 46), 
formanti una coppia, iiicoiilra la suporficio no’ piiiiti (12. 46), (34 . 26), (66. 13). 

Le sessanla coppie di IriatigoU t ddnno cost sessanla relic di Pascal, 

3. Siccomo ogni piano tritangonlc entra in otto coppio, cosl csso oontiono otto rotto 
di Pascal; vale a dire, lo sossanta rotto di Pascal sono dislriliuito, otto ad otto, no’ quin- 
dici piani tritangonti. Per ogni rotta di Pascal passano duo piani tritangciiti. 

4. In un punto P ooncorroiio duo rotto r, per os. 12 o 46; poreitl, oltro al piano 
(J2. 46. 36) dctorminalo da qneslo duo rotto, coiioorroiio in P due altri piani tritangonti 
passanti por t2 (o sono 12. 34, 66, 12. 36, 46) c altri duo jiassanti por 46 (o sono 
13. 26. 46, J6, 23. 46). I duo piani por J2 combinati coi duo piani per 46 dilimo qualtro 
coppio x\ opporb in ogni punto P concorrono qmllro relic di Pascal, 

11 nimero de'punli P d mfMnj'Me 45, oom’fe 'd’altroiide ovidouto, perolift ossi 


sono i vortici do’ quindioi triangoli no’ piani tritangonti. Una rotta r, cssendo siliiata in 


13, 13, . . sono In uno atosao piano ao i loro aimbolt non Imiino nlonn indico comune. Por qno- 
sta notazione o por lo proprioia qui rioliiamalo dol shtoina ilelfo rotto o do’ piani IrilniiRenti 
d’una snporfleio di torz’ordino, vegdnai per ea. il mio Mimoire do giomHrio pure our los mr/aoes 
du iroisiime ordre (G. di Boucuardt, 1 . 08) Berlin, 1808 [Qnosle Opera, n. 79]. 

*) Por la ragiono oho si vodril npprosao. 
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1.0 il piano (16. 26. 34) chc colla coppia forma un triodro di !.» spooio; 

2.“ i Ire piani ( 14. 26. .36, 16. 26. 34, 16. 24. 36) ehe Eormano il triodro di !.«• Hpocio 
eoujiigato al prccedente; 

3.0 i sei piani (14. 23. 66, 26. 13. 46, .36. 12. 46, L5. 23. 46, 24. 13. 56, 36. 12. 46) 

0110 conteng'ono luia dolle sei retto r della coppia; 

4.0 i tre piani (12. 34. 66, !3. 26. 46, 16. 23. 46), ciascun do’ qnali foriua con iino 
dolla coppia proposta una nuova coppia t. Uno qualunquc di quesLi tre piani oostituisco 
adunque, insiemo colla coppia data, un triodro di 2."' specie. Ogni coppia entra pertanto 
in tre triedri di 2.“ specie; e siccoinc, viccvcrsa, ogni triodro conliono tre coppio, eosl il 

GO *3 

nnmei'o de' Iriedri di 2.’' specie d ----- =---- 60. 

Appartenendo una coppia ipialiinquc x a tro diversi triedri di 2.“ specie, ne segue 
clio o(jni rella di Pascal conlicne Ire ptinli di Kirkman; conic in orpii punh di Kirhnan, 
poi'che vortico di im triodro, concorrom Ire relic di PaseaL 

9. 1 sossanta triedri di 2.* s))ocic, e quindi anche i se8.santa inniti di Kirkman oor- 
rispondono univocainonto *) alio sossanta coppio x, oasia alio sossanta retto di Pascal: 

111 quanto chc lo qiiindici rotto r si soparauo (in sossanta mnnioro dirforoiiti) in due gruppi, 
I’liuo di novo retto situate no’ tro piani di un triodro di 2.‘‘ specie; I’altro di sei giacenti 
no’ due piani della coppia x corrisjunidonte. 

In pill mauicrc si possono cosl nssognarc cinque piani x die ccntcngoiio lo quindici 
rolte r dolla siiporficio 3t. Lo quindici retto r oostitiiiscmio tidtiiiquo I’intorscziono coni- 
plota di una suporficio del torz’ordinc con una del qiiiato; e])porfi, so novo di csso giao- 
cioiio in un triodro, lo altro sei saraniio situate iu una siqierricio cli secoiulo grado. Ora, 
c questa siipcrlicie 6 un iporiioloido golilio, o e il .sisteina cli due piani: il prime caso si 
vcrifica quando il triodro coiiloiiciito to jn’iino novo rotto e di specie; rallro quaiulo 
il triodro e di 2.“ specie. 

Di qui cmoi'g'o, cJio oltrc ai vonti triodri (conjugati a due a due) di I.'‘ specie ed iii ses- 
santa triodri cli 2.*^ specie, iioii osistono altri triedri seganti la suporricio ^ limgo novo 
rotto 12, !3, . . . 

10. Ogni coppia di triodri conjugati di 1.“ specie di) nil iporbnloido oho sega la aiipor- 
ficic 3j ill sei rotto (tro non segantisi appoggiatc alio ailro tro, pure non segantisi); il nu- 
moro di questi iporboloidi 6 adunque died.. 

Quosti diooi iporboloidi, iudicati por mozzo dollo rotto olio coiitongono, sono i soguonti: 


♦) BmdeiiUg tod. 



410 TEOnEMI STEREOMETRIOl DAI QUALI SI DEDUOONO T.K I’ROl'RIKTi 1500. 


(J2. 13. 23) (46. 46. 66), 

((2. 14. 24) (36. 36. 66), 

(12. 16, 26) (34. 36. 46), 

(12. 16. 26) (34. 36. 46), 

(13, 14. 34) (26. 26. 66), 

(13. 15. 36) (24, 26. 46), 

(13. 16, 36) (24. 25. 46), 

(14. 16. 45) (23. 26. 36), 

(14. 16. 46) (23. 26, 36), 

(16. 16. 66) (23, 24. 34). 

tl. J tro [jiaiii di un triodro di 2.“ specie o i duopiaiii dollji ooppia coin'ispeiidoiUe 
costiluiscono un penlaedro, nol qualo tro facco qualuiiquo forniaiui uii triodi'e di 2," sjirn'iis 
cliG corrisponde alia coppia oompost,! dollc altro due facco; iiifatti, qiiosto ooiiloiiifdiiu 
sci rette, e lo altro facco oontongono le novo rotto rimanonti. Uuiiquo i cliooi vorlici dol 
pentaedro sono altrcttanti punti di Kirkinan, c lo oomBpoiidoiUi rotto di Pasoal soiio gli 
spigoli ordinalamentc opposti doi pontaodro mcdosiino. 

Ciascmi punto di Kirkinan individiia cosl un pontaotlro: ina ogiii pontaodro ha diiHM 

G 0 

vcrtici; (luiiqiie il nimero dei j^ontaedri d 

Per lal moclo i sessanla jnmU di Kirkman e le oorrispondenli rrlle di Paantl 

si distribuiscono in sei gruppi, (yiascnno fomalo da died punli o dalle voninpondonli dir^ i 
eette, I died punti e le eorrisjmndenli died relle di un gm2)po sono i imrlid e gli s^dgoli («/- 
dinaiamenie opposli) di un pentaedro ^ le eui facee sono piani IriUmytmti della super fide 3?, 

12* Ciascima faccia d’lm pentaedro, combinata oollo altro, dft qiiiitiro ccq)|)ie r; 
ma ciascuii piano tritangcnto cntra in otto eoppie: dunqiio qiiOHto otto ooppio appur- 
toiigono a duo pentacdri. Ossia, due pentaedri lianno soMpre un piano comane; ogni pmnn 
inlangenie appartiene a due pentaedri 

13, So ora projettaiio fcutt'i punti o lo rotto ottouulo, dal punio 0 hu di un piano nr* 
Mtrario* le rotto 1,2 3, 4 5, 6 ditnno sol punti di uiia conioa; lo scafliiuta ooppio di (rlai]p[oli 
(lauiio i sessanta esngoni iscritti, clio si possoao formaro con quo* soi puatii o loflcaftnnln rcifo 
(li Pascal, i venti punti di Steinor, e i sos^aufa punti di ICirIcman dAiino le rotlc e 1 punil ugunh 
monte donominati nella teoria dellliexagrmmmtm myaiicum, I>«i soi ponlaodri si nttongono l<^ 
Roi figure do! sig, Veronese *)* Kd analogamonte, lo rotto o i punti oho in Rogiiito si vorrnniitj 
fletonniiiandn o doiiominando dlmno in projoziouo lo rotto c i ])iuUi ugunlincnlo doiunninati 
nella teoria planimetrioa deWlimagrammum, Tn oit» risiedo Pitiiica rngioiie clolle dcuoniiiuiziuni 
da me qui adottate por gli onti geomotriei ottoniiti nollo spazio a tro dinioiiRioni, 


*) Teorema XI della Momoria del sig. Veronese, 
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L4. Indioher6 i soi potitaodri coi miracri romaiii, I, II, III, IV, V, VI, II piano 
I. II sara il piano trilangonlo corauiio ai primi duo pentaedri; . . . ; la rotta (di Pascal) 
I (II III) quello spigolo del primo poutaodro oho is iiilcrsezione doi piani I II, I, HI;... : 
il puiilo (di Kirkman) I (11 III. IV) quel vortico dol primo penlaedro nel cpialD cou- 
oorrono i piani I. IT, I HI, I. IV;. .. 

Due piani tritangenti torraanti una coppia x appartongono sempre ad uno stesso peu- 
taedro; percih i loro simboli haiino un indiec comune. Cosi per es. i piani I. II ed 1. Ill, 
i cni simboli hanno I’indioo coinunc I, formano una coppia spettaute al pentaodro I. Ma i 
piani L II, HI IV non ianno coppia; essi si sogheranno dunque iungo una dellc rette 
12, 13, . . . dolla suporficio §f. Per la medosima rotta passa anclie il piano V. VI, giac- 
clib ciascuno do’ sei pontaodri conliene lutto c quindiei le votto della superlioie. Diqui 
risulta die i sei pentaedri conducono ad una notazione per i quindiei piani tritangenti 
o lo quindiei rctlc r analoga a quolla oho le soi rotte L, 2, . . . hanno date risp. per lo quin- 
flLoi rette r o poi quindiei piani Iritangonti. 

16. Ogni rotta di Pascal contienc uu punlo di Steiner, vortico di un triedrodi 1.® 
« 2 jccie (6). Siccomc lo diooi retto di Pascal contonutc in un pentaodro sono gli spigoli del 
medcsimo, cosi esse s’incontrano oseliisivainento no’ died vertici (punti di Kirkinan); 
opporci le tre retto di Pascal concorronti in un punto di Steiner appartongono a tro pen- 
taedri divei'si. Ossia: lo tre coppie t contonute in uu triodro di 1,® specie apparlengono 
a tro differonti pentaedri. Duo triedri conjugati di I.® specie contongono lo stesso novo 
rotte; quindi una coppia doll’uno ed una coppia dell’altro hanno neoessariamente alcimo 
rotto coniuni. No risulta oho duo rotte di Pascal, spigoli di due triedri conjugati di I.® spe- 
cie, non possono trovarsi in uno stesso pentaodro. 

Per conseguonza, lo soi retto di Pascal, spigoli di duo triedri conjugati di 1.® specie, 
appartengono a soi pentaedri divoi-si, Ossia: un punto di Steiner c comune a tro pentaedri;, 
il sue conjugato 6 coinuno agli altri tro pentaedri. 

1 dioci spigoli di nil pentaodro contongono adunquo dicci punti di Steiner distiuti, 
tra. i quali non sc no possono inai trovaro duo fra loro conjugati. 

16. Poiehe i dioci spigoli di un pentaodro concorroiio soltaiito in (dicci) punti di 
Kirkman, due di quclli non possono avoro un punto P comune (3); ossia, ciascun pontae- 
(Iro conticno 10.3 punti P distinti. Lo quatlro rotto di Pascal conoorreiiti in un punto 
P* (4) appartongono dunquo a quatlro pentaedri divorsi. 

17. Ogni piano tritangoiitc contiono quattro punti di Steiner ccl c eoinnno a due 
pentaedri; dunque duo pontaodri hanno quattro punti di Steiner comuni. I quattro punti 
tji Stoinor conjugati ai prodotti non possono trovarsi in alouno de’ due pentaedri (15); 
dunque i rimanenti soi punti di Steiner doll’uii penlaedro sono conjugati ai rimauenti 
sei punti di Steiner delPaltro. 



412 


TEORKMI STEREOMETBICI DAI QTJALI SI DEDTJOONO I»E PUOPRIEtA BOO, 


Secondo la iiotazione gia sUbilita pel pentaedii (J4), il punto di Stoinor oommio per 
cs. ai pentacdri I, IT, III si potra indicaro col simbolo I. II. Ill; in esso ooiicorrouo 
i tro piani tritaiigeiiti TI. Ill, HI. I, 1. TI. K il simbolo del puiito conjugaLo a qnollo sarA 
IV. V. VI. 1 duo pciitaedri I, TI hanno in comune i punti di Steiuor esprcssi dai simboli 

I. II, III, I. II. IV, I. II. V, I. IT. VI, i oni conjugati sono IV. V. VI, III. V. VI, 

lit. IV. VI, TIL TV. V^). 

Qiiosla notaziono pouc in evidenza per es. cho la coppia I. IT, I. Ill dov’essoro aa- 
sociaia al piano It. TIT per dare nn triedro di l.a spooio; inentre nnila a eiascuuo do’ piani 
1. TV, I. V, I. VI di\ i tro Lriodri di 2.“ specie no’ quali entra la coppia proposta, 

18. Considero i qualtro punti di Sleinnr situali in iino do’ qniiidioi piani tritangonti, 
per es. nel jjiano I. II, dai qnali punti si spiccaiio, fuori di esso piano, ordinatameiite Id 
qnaltro rotto di Pascal: III (I. IF), FV (F. Il), V (I. II), VI (1 11). Duo qualunquo 
di quesle quattro rottc si incontrano: inl'atti i piani I, ITT, IT. IV si segano fl4) 

huigo umi rotta di 3}' posta nel piano V. VI; cosi pure i piani II. Ill, I. IV liaimn 

comuiio un’altra rella di ?? giaconto ncllo slcsso piano V. VI; duiiqiie i quattro piani 
I. Ill 0 II, 111, I. TV 0 TI. IV — de’ quali i primi due si segano sccoiido la rctla di 
Pascal 111 (I. If), 0 gli altri duo sceomlo la rotta di Pascal IV (I. ll)~ liaimo un punto 
conuiuo: il qualo e un punto P (3), porchd comune a duo rottc della snperFioo silnnto 
ncl })iano Iritangenlo V, VI. 

Poichc le quattro rottc di Pascal sopraiioniinate s’lneontrano duo a due, esse giacciono 
ill mio slosso piano, clic diro pinno di Pliickor c indichorb col simbolo 1. II. I qiutt- 
Iro punti di Steiner da oni si spiccano le modesimo rotto di Pascal si trovano cosl ncl piano 
Iritangente I. II conic nel niiovo piano di Pliickor I. FF. Dmiqiio i quattro punti dl Stei- 
ner situati in uno stesso piano tritangente, ossia comuni a duo jientaodri, sono situati 
ill uiia linca rotta. F^a cluamerb rella di Steiner ■Plilckcr o piii brovomeiilc rdia di Sleinrr 
c la indielierb oollo stesso simbolo (tonnnto di duo cifro romanc) cite gift eaprime il 
piano tritangonto o il piano di Pliickor no’ quali ossa giace. 

It). Per la] inodo ai quindici piani Iritangonti corrispondono oi'dinatamonle quiri- 
dioi niiQvi piani (di Plnckcr), cho oontengono, ciascimo, quattro rotto di I’ascal; ecorri- 
spoiulono {>ure quindici I’Otte (di Steiner) ciasenna dnllo quali contioiio quattro |ninti di 
Steinor. F/a rotta di Steiner I. IF (ossia Fa rclta comuno al piano tritangente I. lied nl 
corrispondonte piano I. 11 di Pltiokor) contionc i quattro punti di Steiner: I. II. Ill, 
1, II. IV, I. II. V, I. II. VI. Vioevorsa, nel punto di Steiner I. II. Ill oonoorroiio 


*) So not simbolo dt due pnnti oonjugati di Stoiner si sostitiiiseono alle cifro roinnnc Ic 
aviibioho, si lia uiia esprossiono cho pub oonvoniro nl corrispondonte iporboloido (10). Infnlfi 
oolla sorittiu'ft (123) (460) b oUiaramento dosignato I’iporboloido (12. 13. 23) (46. 46. 60), ooo. 
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e tie retto di Steiner II. Ill, III. I, T. II, vale a dire: per ogni punlo (U Steiner pas- 
sano tre retto di Steiner. 

20. Abliianio vednto eho un piano di Pliickor contieuo quattro retto di Pascal, ehe 
due a duo si segano in sei punti P. Per ogni imnto 1^ passano due piani <li Pliickor; per 
es. il pnnto P intersezione della retta comunc ai piani I. FIT, 11. IV, V. VI eollarctta 
eoinnno ai piani I. IV, IT. Ill, V. VI giacc cosi nel piano di Pliickor 1. I [come nel 
piano analogo III. IV. Fn un punlo P concorrono quattro retto di Pascal (‘I); do’ sei piani 
cli’esse detorminano, quattro sono Iritangenti o gli altri duo sono piani di Pliickor. 

21. Duo retto di Steiner s’incontrano in un pnnto di Steiner so i loro simboli banno 
un indico comune; per es. lo retto di Steiner I. II, I. Ill concorrono nol jinnlo di Steiner 
I. II. in. Segue da nii) ehe le cinque retto di Steiner I. IT, I. Ill, I. TV, I. V, I, VI 
si segano due a due, opporb giaociono in uno stosso piano, olio dirb I, fornuindo lui einqui- 
latero compioto i cui dieci verliei sono altrottanti punti di Stoinor. Dunquo i vonti pnnli 
di Steiner giaociono dicoi a dieci c lo quindioi retto di Stoinor giacciouo cinque a cinque in 
Boi piani. Altrimenti: i vcnli jmnii di Sleiner sono i verliei {ojtjmli o conjvfiati due « due) 
e le quindici retie di Sleiner sono gli spigoli di nn esaedro completo. S’indichino lo Eacec di 
quest’esaedro coi simboli I, 11, HI, IV, V, VI; esse corrispondono ai sei pentaedri, 
in quanto die per os. la faocia I contiono lo rottc di Sleiner situate nelle lacco del pon- 
taedro I; ecc. 

22. Considore nol pentaedro IV il vertico (pnnto di Xirlnnan) nol quale ooucor- 
rono i tre piani I. IV, JI IV, TIL IV, Faecod’un triodro di 2."' specie. Qiiesto triodro e 
prospettivo a quollo forinato dai piani T. V, Tl. V, III. V, giacchb i loro spigoli s’in- 
contrano in tre punti P: inlatti, per os. lo rottc di Pascal IV (I. IT) o V (F. II) giacciouo 
insiorao nol piano di Plilokor I. II (18). 1 tre ])unli P cosl ottonuti sono duiique i verliei 
di un triangolo inscritto nol primo triodro o avente per lati Ic rottc di I’ascal 1 (IV. V), 

II (IV. V), HI (IV. V), lo quali giaociono tutte nol piano di Pliickor IV. V. Analoga- 
mento, segando il primo triodro coi piani I. VI, IL VI, III, VT, si otticno un seeonclo tri- 
angolo inscritto, avente per lati lo rotto di Pascal F (IV. VI), II (IV. VI), FII (IV. VI), 
opporb situato nol piano di Plttokor IV. VJ. E poiclib i duo triangoli sono prospottivi, i 
loro lati corrispondenti coucorreranno in tro punti di una linoa rotta, la qualo b I’intor- 
soziono dei piani di Plttcker IV. V, IV. VI (piani do’ duo triangoli) epporb passa pel 
punto di Stoiner IV. V, VI, ^iacohb quosto b situato in ontrambi quoi piani. Sono dunquo 
in linea rotta i punti no’ quali lo retie di Pascal della prima terna inoontrano quollo della 
seeonda, vale a dire i punti dati dalle tro terno di piani I (IV. V. VI), II (IV. V. VI), 

III (IV. V. VI), i quali (14) sono Ire punti di Kirkman, risp. appartonenti ai ponlacdri 
I, II, III e corrispondenti alle retto di Pascal I (IL Til), TI(UI. I), 111(1. TI) oliocon- 
oorrono nel punto di Stoinor L TI. III. Ossia: alle Ire relle di Pascal die concorrono m im 
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punio (U Slemr comspondono Ire piinti di Kirlman alhneaii in una relia, die passa 2 )el 
punto di Steiner conjugalo aquello. A quests si clar^ il nomo di relia di Cayley-Salmon o 
pill brevemente relia di Cayley. Una rotta di Cayley od iiii puiilo di Steiner si diraiiiio 
eorrispondenli e s’indiclieranno cello stesso simbolo — per es. I. IT, tll — quaiido qiicila 
eontoiiga i punti di Kirkman corrispoiidenti alle roUo di Pascal ohe concorroiio in questo. 
Una retta di Cayley passa diinqiie pel punto di Steiner conjugate a quello clie corrispondo 
alia retta. Lo rotte di Cayley sono vonti, conjugate due a due, come i piintl di Steiner. 

Una retta di Cayley si dir^ apparteneiito a quei pontaedri a cui appartieiic il eorri- 
spondente punto di Steiner. 

23. Dal ragionamento che precede emerge iiioltre cho, so uii punto di Steiner appnr- 
tiene a tre pentaedri, la retta di Cayley die passa per osso contiene tre punti di TCirknmn 
che appartengono risp. agli altri tre pontaedri. 

24 Abbiaino veduto oho la retta di Cayley J. IT. HI passa pel punto di Steiner 
IV. V. VI e giace nei piani di Plilckor TV. V o IV. VI; scainbiando fra loro i sini- 
boli IV 0 V nel ragionamento del n.o 22, si proverobbe ch’essa giaco audio nel piano di 
Plticker V. VI. E come il piano di Pliicker V. VI contiene la retta di Cayley I. II, III, 
cosl esso medesimo conterrii le rette analoglie I. II, IV, 1. III. IV, IT. III. IV, 
Dxinque: 

Le venli relle di Cayley giacciono quailro a quallro nei quindiei piani di Pludc.er; e per 
eiascuna di quelle relle jnissam Ire di quesli qmni. 

26. Considerando duo pentaedri I, II, i loro piani non conuini 

1. Ill, I. IV, I. V, I. VI 
11. Ill, II. IV, II. V, II. VI 

formano duo totvaedri prospettivi: mfatti Jo loro facce corrispondoiiti si sogaiio iidlo retto 
di Pascal 

III (I. II), IV (I. II), V(I. II), VI (I. II) 

cho sono situato nol piano di Pliicker L IT. Diuiquo ie coppic di vertici corrispoiidenti 
sono allineate eon nno stesso punto. Ma la rotta die iiiiisoo i dno vertici (punti di 
Kirkman) 

I (IV. V. VI), II (IV. V. VI) 

passa audio pel punto di Kirkman HI (IV, V. VI) (vorlioe del pciiltiodro III) o pd 
punto di Steiner IV. V. VI, ed 6 la rotta di Cayley I. It. HI (22); od niinlogamonto lo 
altre tro congiungouti sono lo retie di Cayley I. II. IV, I. 11, V, I. II. VI; o qnesto 
quattro retto di Cayley passano pel quatlro punti di Steiner IV. V. VT, III, V. VI, 
in. IV. VI, III. IV, V conjugati a qudli allinoati ndia rotta di Steiner T. II. Dunqiie, 
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come i qyattro punti di Steiner comnni a duo pentacdii sono in linea rotta (retia di Stei- 
ner^, cosl: 

Z.e quallro rede di Cayley comuni a due pentaedii coneorronn in uno stesso pitnlo, 

A quosto daro il nome di punto di Salmon o lo indichero col siinbolo I. IT, se lo qiiat- 
ti’o rette in ogso concorrenti sono comuni ai pentacdri I, II. 

26. II punto di Salmon I. JI o adunqiie il centre di prospeltiva comune a tre tetrae- 
dri : tluo format! dai piani tritangenti 

I. Ill, I. IV, I. V, I. VI 

II. Ill, II. IV, II. V, IL VI 

non comiini ai pentaedri I, II; il torzo avonte i vortici nei punti di Steiner conjugati ni 
qviattro allinoati nella retta di Steiner I. Il, cio5 formato dai piani III, IV, V, Vldoll’o- 
saedro (21) i cui vortici sono i venti punti di Steiner. Il prime tetraedro e il terzo haiino 
lo loro facco corrispondonti che si segano nelle retto di Steiner I. Ill, I. IV, [.V, I. VI, 
epper6 il loro piano d’omologia 5 la faccia I dell’esaodro. Similmcnle, la faccia II floll’e- 
saedro 6 il piano d’oinologia del socondo c del terzo tetraedro. Quanto ai telraedri prinio 
e seeondo, abbiamo giA voduto che il loro piano d’omologia 5 il piano T. II di Pliicker. 

27. Siccome la retta di Cayley I. II. Ill, che congiungo due vertici do’ pentaedri 
I, II, va a passare anche per un vertioe del pontaodro III, cosl ossa conterrit tro centri 
di prospettiva, vale a dire i tre punti di Salmon I. II, I, III, II. III. J punti di Sal- 
mon sono adunque quindioi, allineali Ire a tre nelle venli relte di Cayley. 

28. Como s’b giit voduto, lo venti retto di Cayley sono conjugate duo a due; sc qiiat- 
tro di osse 

I. 11. Ill, I. IL IV, 1. IL V, 1. IL VI 

Bonoorrono in im punto 1. II di Salmon, passando risp. per qnattro punti di Stoinor 

IV. V. VI, III. V. VI, III. IV. VI, III. IV. V 

vortici di un tetraedro, lo quattro conjugate sono nol piano L IT di Pitteker (24) e pas- 
saiio risp. pei quattro punti di Steiner conjugati ai predotti od allinoati iiolla rotta 
I. IT di Stoinor. 

29. Il piano 1. II di PlUokor contieno adunque un qiiadrilatero i cnl lati sono lo qiiat- 
tro i'otto di Cayley IV. V. VI, III. V. VI, III. IV. VI, III. IV. V (lo cui conjugate 
Qoncorrono nol punto I. II di Salmon) od i cui vortici sono i punti di Salmon III. IV, 

III. V, HI. VI, IV. V, IV. VI, V. VI, pei qnali passaiio ordinataineiitc altre cop- 
pie di retto di Cayley. Per es. pel punto di Salmon III, IV, comune alle rette di Cayley 
III. IV. V, in. IV. VI, paasano anche le rette analoghe HI. IV, 1 o III. IV. Il; 
oee, Queste nuove dodioi rette di Cayley sono conjugate due a duo; per es. sono conju- 
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ijatc III. IV. I- e V, VI. II; III. IV. II e V. VI. T; occ. Va.lo a (lire, duo rotto conju- 
gate passano per due vertici opposli del quadrilalci-o. 

E eonie il piano I. II di Pliickcr coiitieup i sei punti tli Salmon diauzi noiniimti, eosi 
pel punto I. II di Salmon passano i soi piani di Pliickcr III. IV, Iff. V, 111. VI, 
IV. V, IV. VI, V. VI. Dunque: 

/ quindici piani di Pliklcer passano Ire a Ire per le muH relle di Cai/lei/, a sei a sei per 
i quindiei qmnti di Salmon. 

30. I piani di Plficker sono coordinati ai punti di Salmon; un ])iano di PKlokor 
per cs. I, IT, conticne i .sei punti di Salmon che sono coordinati ai soi piani di Pliickcr jias- 
saiiti pel punto I. II di Salmon ooordinato al priino piano. E la rotta di Cayley die con- 
tiene tre punti di Salmon 6 conjugata a quella per la quale passano i tre oorrispondonli 
piani di Plilokor. 

31. In nn punto di Salmon, per es. I. II, eonvengono soi piani di Pliloker, le cni 
retto di Steiner sono i soi spigoli del Ictraedro formato dalle faeco ITT, IV, V, VI del- 
I’osaedro. I piani di PIticker (passanti pel punto I. II di Salmon) sono adnnqnc i ))iant 
projettanti dogli spigoli dei tetraedri prospettivi sopra nominati (26). 

32. Siccome ai qiiattro punti di Steiner allineati in nna retla (di Stoinor), per cs. 
I. II, corrispondono (26) quattro retto di Cayley concorronti in un punto (di Salmon, 
I. II), eosI ai dieoi punti di Steiner posti in un piano — per os. nolla facoia I doll’o- 
saodro (21) — corrispondono dieci rotto di Cayloy cho congiungono duo a duo i cinquo 
punti di Salmon — I. II, T. Ill, I, IV, 1. V, I. VI — oorrispondonti ai cijiquo 
piani di PIticker le cni retto di Steiner giacciono nol piano I doll’esaodro. Valo a diro: ni 
died punti di Steiner posti in mta facciii dell'esaedro tiorrispoiidono, come relle di Caylet/y 
gli spigoli d'un pentagono (gobbo complelo) i eiii cinque, verliei sono punli Ai Salmon o le 
ciii died facee sono piani di Pliieker, 

E si vede pur facilinoute elie gli alln dieci punti di Salmon, le (dire dieei relle di Cap- 
ley {conjugale (die precedenti) e gli altri cinque piani di Pliieker sono i verliei, gli spujoU e 
le fam (Vun penU(edro\ cho in un certo seuso 6 eorrolativo del pentagono. J vortici dol peii- 
taedro sono ordinatainente situati nogli spigoli del pentagono, c lo faeco di quosto passano 
per gli spigoli di quollo. 

Ciasciina laeoia dell’esaedro dA origlno ad un pentagono o ad nn pontaedro come quolli 
ora considerati. 

33. II piano tritangeiite I. 11 contiono tre rotto dolla suporlicio Jl, Quoli sono 
ordinatamonto date (14) dalle coppie di piani tritangonli 

III. IV, V. VI 
HI. V, IV. VI 
IIL VI, IV. V. 
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Qiicate trc rette formano un triaiifrolo, pci ciii vei-tici P, P', P" passaiio ndunque, rispet- 
tivameiUi*, i piani 


p .. 

. . . . Til. V, 

HI. VI, 

IV. V, 

IV. VI 

P'.. 

. . . . III. VI, 

III. IV, 

IV. V, 

V. VI 

P”. . 

. . . . HI. JV, 

ni. V, 

IV. VI, 

V. VI 

epper6 lo rotto di Pascal 




P 

. Ill (V. VI), 

IV (V. VI). 

V (III. IV), 

VI (HI. IV) 

P' 

. Ill (IV. VI), 

IV (HI. V), 

V (IV. VI), 

VI (III. V) 

P’' 

, . Ill (TV. V), 

IV (III. VI), 

V (III. VI), 

VI (IV. V). 


Queste dodici rotlc (clio sono lo oorrispoiidcnti de’ dodiei punti di Kirkmaii posti nel 
piano I. II di PKlckor), prose tro a tre secoiulo lo linec verlicali, piissano pei cpiattro punti 
di Steiner 

IV. V. VI, in. V. VI, III. IV. VI, III. IV. V 
e poi quattro punti di Kirkman 

III (IV. V. VI), IV (III. V. VI), V (III. IV. VI), VI (III. IV. V) 

apparlenonti ordiuatamento ai pontaedvi III, IV, V, VI o corrispondenti alle quat- 
tro rette di Pascal cho giacoiono nol piano I. II di Plliokor. I quattro punti di Steiner ed 
i quattro punti di Kirkman sono allinoali ordinatamonto sulle quattro rette di Cajdej' 
che concorrono nel punlo I. TI di Salmon. Dunquo, queste quattro rette contongono i 
vortici di quattro tetraodri prospottivi, vale a dire: i duo del n.''26, formati dai piani non 
comuni de’ pontaodri I, TI; il torzo coi vortici ne’ punti di Steiner oonjugati ai quattro 
allinoati nolla rotta 1. II di Steiner; cd il quarto i cui vortici sono punti di Kirkman appar- 
tenenti ordinatamonto ai quattro pontaodri III, TV, V, VI. Considorando il terzo totrae- 
clro e il quarto, vodiamo olio, dello sodici rette congiungenti i vertici dell’iino con quelli 
dell’altro, quattro sono rolto di Cayley concorronti nol punto I. II di Salmon, mentro 
lo altro dodici sono rotto di Pascal concorronti quattro a quattro nci vertici P P' P" 
del triangolo I. Il *). Dunquo : 

Il telraedro che ha i vertici ne' imnli di Slemer conjiigati a quelli dllineati nella relhi 
I, II di Sleiner ed il lelraedro i eui vertici sono i punti di Kirkman corrispondenti alle quat- 
tro relle di Pascal oonlenute nel piano I, II di Plilelcer, sono prospellmrispello a quattro di- 


*) Ghiamo triangolo I. 11 quollo formalo dallo tro rotto eomiini alia siiperllcio §i ed al 
piano I. II. 


Cremona, toino lU, 


27 
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versi centri M projezione: i qudli sono il punio I. II, M Salmon ed i verlicd del iriawjolo 1, TI, 
34. I sei piani di Plttckor passanti pel puiito I. IT cU Salmon formano lo tro coppie 

III IV e V. VI 

in. V e IV. VI 

III. VI e IV. V 

di facce opposto del quadriapigolo completo costituito dallo quattro I’otto di Cayley con- 
correiiti nel doUo punio. 

Prondiamo il primo di que’ sci piani. Esso contiono la rotta di Cayley I. II. V nolle 
qualo giacciono ii punio di Steiner III. IV. VI o il punio di Kirkman VI (III. IV. V), e con- 
tiono ancora la retta di Cayley I. II. VI eho passa pel punio III. TV. V di Steiner o pel punto 
V (III. IV. VI) di Kirkman. Unendo il primo punto di Sloinor col sccondo di Kirkman, cd 
n secondo di Steiner col primo di Kirkman, lo conginngonli ooncorroranno (33) in un vor- 
tiee del triangolo I. II. E per quosto slcsso punio passoranno le rotlo analogamonte otte- 
nute nel piano di Plilcker V. VI, opposto a quollo ora considorato. Dunquo: 

Le retie diagonali del quadrispigolo eomplelo fomato dalle relle di Cayley clie concorrono 
nel punio I. IT di Salmon passano pei verliei del triangolo 1, II. 

36. Si scorgc cosi die rintorsoziono di due piani di Plttckor o contieno un punto di Sal- 
mon, 0 no contieno tre. No! primo caso (per os. i piani III. IV e V. VI) ossa contiono audio 
un punto P; net secondo (per os. i piani III. JV o TIL V) ossa 6 nna retta di Cayley. 

36. Un piano di Plttckor, per es. I. II, contiono quattro rotlo di Cayloy o soi punli cli 
Salmon, conjugati due a due (vortioi opposli dol quadrilaloro formato dalle retto di Cay- 
loy). Pol punto III. IV di Salmon passano — oltro lo duo giaconti nel piano oho si conai- 
dera- due rottodi Cayley I. III. IV, II. III. IV, conjugato alio duo II. V. VI, I. V. VI 
die passano pel punto di Salmon V. VI, a quollo conjugato. Dunquo lo tracco doi piani di 
Plttckor passanti pel punto I. II di Salmon, sul piano I. Il di Plttckor, passano ordinata- 
mento pei punti di Salmon posti in questo piano (ed anoho poi punti P vorlici dol qiiadri- 
latero formato dalle quattro retto di Pascal); ossia: 

Le quattro relle di Cayley poste in un piano di Plucker e le quattro relle di Cayley coneor- 
renti nel eorrispondenle punto di Salmon formano un quadrilalero ed un angolo quadrispi- 
golo tali clie le faece del secondo passano pei verliei del primo. 

Questa propriotk 6 gitt, conlcimla nel n.“ 32. 

37. Il piano trilangento I. il e segalo dalle altro quattro faeco dol pontaodro I in 
quattro retto di Pascal, per lo quali passano risp. i ])iani di Plttckor IT. Ill, TI. IV, II. V, 
II VI formauti un tetraedro, i ciii vortioi sono i punti I. TIT, I. IV, I. V, I, VI di Sal- 
mon, situati nolle quattro rolto di Cayloy oho conoorrono nol punto I, II di Salmon, Coal 
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pure lo stesso piano tritangento I. II 6 segato dalle altre quattro facce del pentaedro II in 
quattro rette di Pascal, per lo quali passano i piani I. Ill, 1. IV, I. V, 1. VI di Pliloker, 
e.ostituenti un letraedro, i vortici del quale sono i piinti II. Ill, IT. IV, II. V, II. VI di 
Salmon, allineati ooi precodcnti nolle quattro rette di Cayley che concorrono nel punto 
I. TI di Salmon. Lo facce omologho dei duo totraedri noniinati si scgano nolle rette cli 
Cayley IV. V. VI, III. V. VI, III. IV. VI, III. IV. V coniugato alle anzidctto. Dunque 
il piano d’oinologia do’ duo totraedri 6 il piano I. 11 di Pluokor, 

38. In im piano di Plllckor giacciono quattro rette di Pascal, quattro retto di Cayley, 
dodici punti di Kirkman e quattro punti di Steiner. Quest! sedici punti sono le intorse- 
zioni delle prime quattro rette collo seeonde; ma i qmittro punti di Steiner sono in linca 
retta, dunquo i dodici punii di Kirlcman sikiaii in uno siesso piano di Plvclcer giaeciom in 
ttna, etirva di terzo ordi/ne. 

39. Considorando lo tracco do’ quindiei piani tritangenti sul piano I. II di PUlcker, 
otto di e.sso sono ridotte alio quattro rette di Pascal III (I. II), IV (I. 11), V (I. II), 
VI (I. II) oontonuto in quel piano; una consisto nclla retta I. II di Steiner; lo altre sei con- 
ginngono duo a duo i dodici punti di Kirkman. Infatti i punti di Kirkman III (I. II. IV) 
o IV (I. II. Ill) giacciono ontrambi nel piano III. IV ; cce. 

Questo sei retto sono ovidontomonto lo tracco de’ sei piani tritangenti 

III. IV 0 V, VI 

III. V 0 IV. VI 

III. VI 0 IV. V 

che passano duo a duo per lo rotto comuni alia suporficio §1 ed al piano tritangente I. II. 
Le sei rotto formano dunquo tro coppio concorronti no’ tro punti in cui la retta di 
Steiner I. II 5 tagliala dai lati del triangolo I. II. 

40. Veniamo ora alio traoco doi piani di PHleker sopra nn piano tritangento, per 
es. I. II. Uno di ossi passa por la retta I. II di Steiner. Altri otto, vale a dire 

I. Ill 0 IT. TIT 
I. IV 0 II. IV 
I. V 0 II. V 
[. VI 0 II. VI 

formanti quattro coppio, dilnno lo otto rotto di Pascal situate nol piano tritangente e si 
segano, por coppio, nolle rotto di Cayley IV. V. VI, III. V. VI, III. IV. VI, III. IV. V 
posto nel piano T. IT di PlHokor. I soi rimanenti sono qnclli che concorrono nel punto 1. 11 
cli Salmon, oppor5 lo loro tracco sono i lati di un quadrangolo comploto avente i punti 
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(liagonali nc’ vertici dol triangolo I. 11; giaccli6 quesli verlici sono (34) le traoco dalle rotto 
diagonali del quadrispigolo formato dalle quattro retLe di Cayley concorrenli nol puiito 
I. II di Salmon. 

Di questi sci piani iino qualunquo, per es. III. IV, coiitieiie quattro rette di Pascal ~ 
I (III. IV), 11 (III. IV), V (III. IV), VI (III. TV) — 0 dodici punti di Kirkman, duo 
de’ quali — I (II. HI. IV), II (I. III. IV) — sono anclie nol piano tritangonto I. II, 
Dunque lo sei rette congiungenti i vcrtici corrispondenti de’ duo quadrilatori lormati 
dalle rette di Pascal nel piano tritangonto I. II — vale a diro lo rotto die miiscono i punti 
di ICirkman 

I (II. Ill IV) 0 II (1. III. IV), 

I (II. III. V) 0 II (I. III. V), 

I (II. III. VI) 0 II (I. III. VI), 

I (II. IV, V) 0 n (I, IV. V), 

I (TI. IV. VI) e II (I, IV. VI). 

I (II. V. VI) 0 11 (I. V. VI), 

sono le tracce de’ sei piani di Plllcker cho passano pel pun to I. II di Salmon. 


41. Nolle cose esposto sinora, I’ipotesi di una suporiicio ^ di torz’ordine dotata di 
un punto eonioo 0 non 6 stata nooossaria so non in quanto s’6 voluto avoro un eontro di 
projeziono per dedurro dalle proposizioni storooniotrioho i toororai planimotrioi doll’Ae- 
xagmmnmm mj/sHcum. Cho so si proscindo da talo projeziono, lo propriotil dimostrato nolla 
prima parte di questa Memoria prosuppongoiio unioamonto I’osistonza di un sistoina di 
quindici retto situate tro a tro in qiiiiulici piani. I qnindioi piani si aggruppano in set 
(aedri i cui vertici e i cui spigoli ho ohiamati punti di Kirkman o retie di Pasecd *) ; o si 
aggruppano iiioltrc in venti Iriedri conjwjali due a duo, i cui vortioi sono i punti di Steiner: 
punti situati quattro a quattro in quindici rotto, detto rette di Steiner. Lo rotto od i punti 
di Steiner sono spigoli e vertici di un esaedro, die costituisco in corto inodo il nucloo dol- 
I’intora ligura, ed alio cui sei facce sono coordinati i soi pentaodri Le sossaiita rette di I*a- 
scal, oltre ad ossere gli spigoli do’ soi pentaedri e de’ vonti triodri sono anolio distribuite 
quattro a quattro in quindici piani, dotti piani di Plucicer, i quali passano tro a tro por 
lo venti rette di Cayley, soi a sei per i quindici punti di Salmon o uno ad uno per lo quin- 
dici retto di Steiner. 


*) Ripeto oho questo denominnaioni sono adotfcalo unioamonto in vista del riforimonto 
eR’ltexagramimm myeUeum, 
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42. QuoBta figura si prcsonlora adunqiie 0!?iiiqualvolla si al)l)iano quindici rctte 
aituHlo tre a Iro in quindici piani. Ora, un tal aisloma di rctlo c di piani, clio 6 iinico nella 
superficie di terz’ovdino oon funto dnppio, osisto invocc trentasci volte nella superflcie 
generale di tei’z’ordiuo. Infatti 6 im note tcereina di Sehliifli •' ) che le vontisetto rette di 
queala superficie dltnno Irentasei bissesluple dove per hissesiiiph intendo il sistema di 
clue gruppi di soi rotte 

Cl^ (Xi\ 
h\ 64 &5 &o 


tali oho oiasouna di esse non incontra alcuna retta del suo gi’uppo 0 ne inoontra cinque 
doiraltro gruppo. Togliondo dalle vontisetto rctte della superficie le dodici di una bisso- 
stupla, le quindici rimanonti costitnisoono appunto iin sistema della natura auindicata, 
0106 giacciono tro a tro in quindici piani. Gli altri tronta piani tritaiigenti sono quelli che 
oontenffono, eiascuno, duo vetto dolla bissostupla cd una dello quindici restaiiti. 

A oiasouna dollo trentasci bisscstui)lo cerrispondono adniiquo un esaedro *) **) ***), soi 
pentaodri 0 died coppic di triodrl conjugati, col corredo delle propriotii, surricordate (41). 
Siooomo perb il numoro totale dello coppio di triodri conjugati b centoventi f), oosi 
pu6 gilt infovirsi oho i triodri non possono ossoro lotalmonto divorsi da una bissostupla ad 
uu’altra. Infatti, si dimostrorit ora oho ogni coppia di triodri conjugati 6 ooinuno a tro 
bissestuplo. 

43, Siccomo lo quindici retto oscluso da una bissostupla giacciono tro a tre in quin- 
dici piani, cost da osso non h possibilo eavaro un’altra bissostupla: giacohfe le rotte di una 
bissestupia sono invooo situate, duo a duo, in trenta piani, eiascuno do’ quali oontione 
inoltre unarotta ostranoa alia bissestupia. Da ci6 si conclude eho due bissestuplo hanno al- 
meno una retta comuno. 


*) An allempl to (hterm.mo the Iwenly-sevon lines upon a mrjnee of the third order etc. (Quar- 
terly Journal of Math. vol. TI, 1868). 

**) Boppelseohs tod., douhle-sije injil. 

***) Qiiosti osaodi’i, in numoro flnilo, sono compro.si tra quolli, in numoro illimitato, otte- 
nufci dal prof. Kbye nol auo bol lavoro iueerito uel l,oino 78 del Giornalo di Borciiardt ed a- 
vonle per titolo; Qeometrisohor Beieeis dee flylveskrsahen Satees « Jedo qnaterndre onbische Form 
■ist darstellbar ale Sunimo von fUnf Ouhen linearer Formon » n.® 16. Ne aogue una onstruziouo, 
forso finora non oonosciuta, por passaro dalle voiilisotlo rotte di una superficiogouorale di tor- 
jj’ordino al suo ponlnedro (1, c. n.“ 08) di Sti.vb.stbr; lo duo sviluppahili di quart oidino risp. 
insorltto nogli osaodri oorrispondonti a duo bissestuplo haniio oinquo piani tangenti oomuni, 
i quali sono appunto lo facoo dol pentaedro doraandato ' 
t) L, o. n.o 148. 
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Sia «j *) mia retta coinunc a duo bissestuplc, o &, la aua coiiiugata iiolla piima 
InssosUipIa. Allora sono iinaginabili due casi: o la retta conjugata ad «i nolla soooiida bis- 
sestupla incontra J,, o non la inconlra; o sia ossa nel prinio caso, nol secondo. 

In entrainbl i casi, la priina bissostupla o complelala dalle cinque rotto (a, fq «o) 
die inconti'ano b, seuza tagliai'o a,, e dalle cinque (b^ l>;, Ik, &„) oho sono appoggiate ad 
rt, senza incontrare 

Nel primo easo poi.la seconda bissesUipla 6 completata dalle cinque rollo (iiCjst'jiCssCjo) 
die ineontrano nia non «!, e dalle cinque (6^ t‘,3 e,, c;,5 c,o) die incontrano fq nia non 
«2. Fi’a lo retto die segano 6) ina non «, c’6 ancho iq; 0 cosl fra le rolte olio incontrano a* 
sonza appoggiarsi ad «, c’fe i,; e siccomc fra le rotte die incontrano a, senza incontrare hi 
c’6 62, die incontra «i nia non rq, cosi lo duo bissostuple luuiiio in comunc quattro rotto 
(a, i, hi). Lo rotte die non appartongono no all’iuia no airaltra bissostupla sono in nn- 
mero di 27 — (2. 12 — 4) = 7 soltanto; porei6 duo bissostuple dio abbiano quattro rotto 
comnni non hanno in coniuno alcuna coppia di triodri eonjugati. 

Ncl sccondo caso, lo tre rotte (hi Ik bo) cho incontrano Wi sonza appoggiarsi 116 a 116 
a 0 lo duo (ai cq) cho si appoggiano a od a &, senza incontraro «, , appartongono alio 
duo bissostuple, lo quali hanno, per consoguenza, soi rotto (fli fb 6 b Jo) in comuno. 
Le due bissostuple risultano cosl formate 

( l \ 0,2 0 ^ ^4 (^6 ^2 ^3 ^6(1 ^(14 ^4r) 

h\ hz 63 64 &C ^23 

0 lo novo rotto da osso oscluse giaooiono appiuito in duo triodri eonjugati 

(Ci4 G^, Cm) (Ciij C{(j Cjj) (Cio Cj( Can) 

{pH Cjo Cjr,) (Ci 6 C-n ^ao) (^’i* <*25 Cji). 

Quosta coppia di triodri e poi coniiiiie ad itna torza bissostupla! infatti, lo soi rotto 
( 6 j *6 bissostupla non coniuiii alia soconda c le soi rotto 

f 1 1 1 1 soconda non comuni alia prima costituisooiio insiomc iina luiova 

bissostupla 

^4 ^^5 ^6 ^23 ^31 ^18 
^04 ^45 ^1 1 

*) Qui 6 adollafca por le venfciseLto rotte della suporfieio di iorz’ordiuo la nottii 5 iono oou- 

1, 0, a,o 114 
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la qualo, ha, por consogiiensa, in coniune collo prime duo la coppia anziclotta di trieclri 
oonjugati. 

Ti’O bissostuple le quali abbiano cosl in comune una coppia di triedri oonjugati si di- 
ranno oostituire una krna, Vi aono cenloventi teme analogho, oorrispondonti alio conlo- 
venti coppie di triedri oonjugati. Soolta una bisacslupla, tra Ic altre vo ne sono qnindioi 
ciaseuna delle quali ha oolla prima quattro rotte coinuni; c vonti cinseuna dolle quali ha 
invece colla prima in oomuno sei rette. Queslo venli bissostuple forinano died coppie per 
mode che ciaseuna ooppia costituisoo oolla bissestupla data una torna, Una bissestupla 
qualunquG entra dunque in dioci tome. 

44. In luogo di partiro dalla supevlioio di lorz’ordine o dal gi’uppo dolle quiudici 
rette poste tro a tre in qnindioi piani, si pub siipporro avbitrariamouto ilato Vesaedro o de- 
diutc quindi da esso tiUti gli altri olomcnti della ligura fin cpii conaiderala. 

Kappresontando i soi piani 1, 11, III, IV, V, VI (21), lacce doll’osaodro, collo cquazioiii 

I...iC = 0, TI...?/ = 0, III...s = 0, IV...w=0, 

V . . . — (® + ?/ + 8 + w) = I == 0 , VT . . . a ^3 + i jf/ 4- 02 H- dw M = 0, 

si trovaiio faoihnente poi piani tritangonti lo oquazioni: 


1. II , . , 

, (0 — a)iB4-(0 — l»)j/ = 0 

I. HI.. 

. (0 — a) a; 4- (0 — e) g = 0 

L IV.. 

(0 — a)x 4- (0 — = 0 

T. V... 

, (0 — «)« 4- 0i= 0 

I. VI.., 

, (0 — a) a; + M = 0 

TI. Ill . . 

. (0 — &)2/-K0— 0) 2==0 

IL IV.., 

, (0 — J) J/ 4- (0 — = 0 

II. V,.. 

(O~-&)?/4-0i=O 

ri. VI... 

, (0-&)y4-w = O 

HI. IV... 

O 

!! 

! 

> 

! 

til. V.., 

, (0 — c) 2 + 01 = 0 

HI. VI . . , 

, (0 — c) 2 4- M — 0 

rv. V.. 

. (0 — fl5)w4- 01 — 0 

IV. VI . . 

. (0 — d) w4- M — 0 

V. VI,. 

014 - « = o 


dove 0 b un paramctro indeterminate. 

Cambiando il segno -j- in — al sccondo termino di ciaseuna di questo oquazloni bino- 
mio, si hanno lo oquazioni doi piani di Pllloker oorrispondonti agli stossi simbo li. 
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No KO^^iio (‘Jio Utm faaee quahsim(/lia}io dclVesaedro sono separate armonicamcnk me- 
i{ianic it piano trikmqante e il piano di Plucker quissanh per larella di Steiner die e mierse- 
giona di quelle dm farce. 

(Itmiljinaiulo duo a due Ic oquaxiotu clei piani di Plucker, si haniin Ic rotte di Cayley; 
coiuliiiuitululo U'o a tro, si haiuin i putiU di Salmon, 

Jj’o(jiuv/,iouo della siipcrlieie di toiz’ordino (toccata da quei piani tritangenti c in gene- 
rale lion doUila di puiUo doppio) pii6 mettersi sotto diverse forme, per os sottolasegueuto 

(^(0 — b) y -1- (0 — c) ^(0 — c) « -f- (0 — ft) a: I ^(6 — a) a: + (0 •— &) i/j + 

^(0 — fi) w 4- Of) ^(0 — w) ^0f -j- tt) == 0, 

Ho, rispotto a quosta siiporfioie, si oorca la prima polare di uno do’ vortici doU’oaaodro, 
per OH. dol pnuto a: — y — 2 — 0, si trova requazione 

(0 — df w)* — 0=*^ -1- dw« = 0, 

oho it Koddislalta da oiasoinio do' soguenti quattro sistemi 

(0 — il) = Of = u, 

— (0 if) MJ == Of = «, 

(0 — It) — — Of = u, 

(0 — il) 10 — at = — u. 

Doiido Hi trail olio il ooiio polaro dol vorticc a: — ?y = 2 = 0 c oonjugato al triodro forniato 
didlo tro facoo dcU'osaodro concovrenti nel vortico opposto le — i — u ~ 0, o passa per 
la rotta di Cayloy o per lo tro relto di Pascal ehc esoono da questo punlo. Le modesiine 
(piiittro retto ronnano un quadrispigolo eompleto le ciii lacce sono tre piani tritangenti 
c ire piani di PUlckor, e lo eui diagonali sono tre rette di Steiner. 

All, La prosonza dol paraniotro 0 fa vedcre chc I’esaedro non basla a detoriniiiarc 
I’itUora figurn; si pu6 ancora, per uno degU spigoli dell’esaodro (rotte di Steiner) condurro 
ad arhitrio il piano trilangonto o il piano di PlUcker: con oib tutto rcsta dotorminato. Fa- 
(iondo variaro quel piano iulorno alio spigolo prescclto, tutt’i piani tritangenti e i piani di 
I'Kickor si innovono simiiUaucamcntc generando altrettanti fasci projettivi; e la supor- 
lioio di lerK’ordine goiiora una aorio somplicemente iiiflnita d’ indice 3. 

Si pub invcco assunioro ad arbitrio una retta di conducendo una secante di tro spi- 
goli doirosaodro olio duo a duo non s’inoontrino, per os. degli spigoli T. TI, III. IV, V. VI. 
(Jo si roslauo iudividiiati i piani tritnugonli I. II, III. IV, V. VI. Il piano I. 11 sega oia- 
Bouuo dogli spigoli III. Y, IV. VI, HI, VI, IV. V munpunto;unondoilprinio oolso- 



TEOIIKMI STEItEOMBTlUOX DAI QUALI SI DEDUCONO LE PHOPRIETA, ECO. 


42B 


ootido punto, ed il torzo col quarto si haimo due retie della suporfieic. Analogamcnte si 
costruiscono altrc due retie nol piano Ilf. IV od altre duo ncl piano V. VI. M oporaiulo 
simllinonle su queste niiovc retie come sulla prima, si otlengono tuttc le quiudici roltc 
di ciascuna appoggiata au ire spigoli dell’esaedro. Una quaisivoglia dclle quiudici 
retto deterniina dunque tutto le altre, oppero I’inlera figura. 

Se poi ai domandaiio le altre dodioi rottc della supeiTicio, le quali costituiscoiio una bis- 
sestupla, indicate ooi aimlioli c^t, Cki i • . » Cjule quindici giA ottenute, si costruiscano le duo 
trasvcrsali fti, 6, comuni alio rette c,,, c,.,, c,„ c,.,, Cw, *). Indi si troverA costruendo la 
rottaohe giaoe nol piano d, c ,2 od incontra Cii; si trovoril 6j oostnienilo la retta cho 
giace nol piano rtiCis od incontra Caa.fsi; ecc. 


46. Foslo i)or brovitil 

(e-a).'B=X, {(>~h)y^Y, (0-c)2 = Z, 

( 0 -d)t«=W, 0 1 = T, M=U, 

onde si iia idonticamonlo (44) 

X + Y -I- Z + W + T 4- U = 0, 

le sei faccQ dol dato osaodro saramio rapprosontato dalle oqiiazioni 

X = 0, Y==0, Z = 0, W = 0, T==0, U = 0. 

So ora si prondono a considorarc i sci pentaodri 

1.0) X + /fY = 0, X-l-fcZ=0, XH-fcAV = 0, X-|-/.'T = 0, X4-/cU = 0, 

2.0) Y-l- fcX = 0, Y-i-/cZ = 0, Y4 -/cW = 0, Y-p/cT^O, Y-l-fcU--=o. 

3.0) Z-|-/cX = 0, Z4-/cy==0. Z + /i:W===0, Z4-fcT=:0, Z + fcU^O, 

4.")W + fcX = 0, W-|-/cY = 0, W+fc Z = (), W + /(!T=0, W + /cU=0, 

G.o) T+fcX = 0, T+fcY=0. T-f fc Z==0, T-h/cW=0, T+fcU = 0, 

6.0) U+/cX=0, UH-/i;Y = 0, U + /cZ = 0, U-hfeW--0, U+fc'[:=:0,' 

[ormati da Iroula plan! cho passano, due a duo, por i quindici spigoli dolPosaedro (rollc 
ili Steiner), si rioonosce taoilniouto cho, qualiinquc sia il valoro dol parainotro arbilrario Ic, 
cssi hanno iiropriottl analoghe a quollo do’ pontaedri del n.o 1 1, sobbono i luiovi poiitaodri 
non abbiano in gonoralo. due a duo una facoia conuuio. L’insicino do’ loro sjiigoli o do’ loro 
vertici b analogo a1 sistema dcllc scssanta roUo di Pascal o do’ sessanla punli dl Kirkman. 

47. Uno spigolo qualimque, come 


*) So lo due li'ttsvoi'Hali coineidoiio, la superl'icio uvi'A lui puiilo doppio. 
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X + kY^O, X-|-/cZ = (), 
l)assii [Ksr im piiiito di Steiner (vciiico (lell’csacdro) 

x = y Z^O, 

0 vieevoi'sa, por uiio qualunquo 

X=Y=Z=0 

do’ punti di Stoiiior passano tro spigoli 

X + fcY = 0, X + A:Z = 0, 

Y + fcX==0, Y + 7cZ = 0, 

Z + 7cX = 0, ZH-&Y=0, 

oho appaiteiigono a Iro divorsi pontaedri — 1®, 2®, 3® — o deloriiiinano uu triodro le ciii 
facoo soiio 

(k~^l)X + Y+ Z = 0, 

(7c-l)Y + Z + X=:0, 

(k— 1) ZH-X-j- Y = 0. 

Por i dotti spigoli passano risp, i tro piani di Plttcker 

Y-Z = 0, Z-X=0, X — Y==0. 
oho si sogano lungo la rotta di Cayloy 

X = Y = Z. 

Agli apigoli mcdesimi si oppongono, no’ rispottivi ponlaodri, Iro vortici 

X-l-feW==0, X + /(;T==0, XH-7cU=0, 

Y-l-fc'\V-=0, Y + feT = 0, Y-|-7cU=0, 

Z-f-7cW = 0, Z + /cT==0, Z + 7cU=0, 

alliticali iiolla rotta di Cayloy W = T = U cho corrispondo al punto di Steiuor 
X— Y = Z — 0 dondo oseono i tro spigoli (efr. 22). 

48. Nei quatti'o pnnti di Stoiner allinoati in luio apigolo X = Y = 0 doll’osaodro 
ooiieorrono dodici spigoli do’ miovi poiitaodri, valo a diro : quattro dol L.® pontaodro, si- 
tiiati nolla Eaceia X -|- Y = 0 ; quattro dol 2,® aitnati nolla Eaccia Y -|- /c X = 0 ; o qnaltro 
oho appai’tongono risp. agli nltri poiitaodri o giaeeiono iiisiome nol piano di Plliokor 
X— Y = 0 (cfr. 18). 

49. So da duo pontaedri, 1,® o 2.®, si tolgono lo facco X + 7cY=0, Y-j-7cX = 0 
eliQ passano por una stossa rotta di Stoinor, lo facoo rimaiienti formano due totrao- 
dri prospottivi, avonti por piano d’omologia il piano X — Y = 0 di Pluokor, ed i oui 
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vortioi coriispondonti sono nolle rotto di Cayloy chc concorrono nel piinlo di Salmon 
Z = W = T = U. Quoalo rotto conlengono inoltro, ciascuna, un vertice d’uno do’ rima- 
iioiiti pontaodri; por os. la rolla Z •— W = T contiene i vertici 

X /c Z — X + W — X -1- fc T = 0 del 1.® pentaodro 

Y H- fe Z == Y -I- & W = Y 4- /c T = 0 del 2.® 

U + /c Z =: U -I- fc W = IT d- A; T = 0 del 3.® (ofr. 26). 

60. Pei quattro punti di Steiner eonjugati ai quattro situati nella retta X = Y = 0 
pasaaiio dodici spigoli de’ quattro pontaodri 3.“, 4.®, 6,® e 6.®; i quali spigoli tro a trc pas- 
sano poi quattro punti 

Z -j- k W = 7, -■]- k'\' = 7 j + kVI =0 vcrtico del 3.® poiitaodro 
W -I- k7.^y^ -1- k T == WH- fc U = 0 » dot 4.® 

T 4- /c Z = 'r -h k W=: T + fc U = 0 » del 6.® 

U -|- /c Z — IT -|- k W= U-p A 'P = 0 » del 6.® , 

i quali sono uniti ai quattro di Steiner modianto i prodetti dodici spigoli e lo quattro rette 
di Cayloy concorronli nol punto Z = W = T = U di Salmon (ofr. 33). 

Lo medosiino dodici rotto conoorrono duo a duo in sci punti, oho dir6 V : 

Z = W== — fcT=-7cU, T = U A;Z= — fcW, 

W = T = -fcZ = -/cU, Z = U=-fcW=-fcT, 

T = Z = — fcW^-fcU, W= [J = -7(:T = -fcZ, 

situati duo a duo nolle tro rotto 

Z=W, T = U, 

W=T, Z-U, 

1’ = Z, W= U, 

olio sono gli spigoli diagonall dol quadrispigolo forniato dallo rette di Cayley coucorronti 
iiol nominato punto di Salmon. 

11 numero do’ punti V d novanki, corrispondondone sei a oiascun punto di Salmon. Essi 
ffiuceiono ke u ke in sessunki Talle, ahe sono gli spigoli ili sei nuovi penlaedn, Ic equazioni 

dcllo oui faeco si doducono da quollo del n.® 46 cambiando ^ punti V 

X = Y = — AjZ:- — fcW, 

X == Y = — /c Z = — fc T, 

X.^Y = — /(!Z=: — fcU 

80110 situati noUa rotta X = Y = — A: Z, spigolo del pentaedro cbe 5 3.® nella nuova sene, 
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61. 'roniaiulo ai poiitaodri del n." 46, un piano di Pllickor, por os. X — Y = 0, con- 
tione dodici verlici dr’ pcniaodri 3.", 4.®, 5.® e 6.°, allinoati tro a tro in quatlro spigoli 
do’ pentitodri stoasi e in quattro rettc di Cayley (cfr. 33). 

GU stoasi dodici piinti sono situati due a due nolle sei retto, oho diro a, o chosono nip- 
prosenlaie da X — Y = 0 insionio oon 

(/c~])(X-|-Y) + 2(ZH- W)=0, (A; — L) (X + Y) -)- 2 (T H- U) ==0, 

(/c — t)(X + Y) + 2(Z-|-T)^0, (fe — l)fX + Y)-|- 2(U+ W) = 0, 

(/c- n(X-|- Y) + 2(Z4.U) = 0, (A!-1)(X4- Y) + 2(W+ T) =0. 

Questc SO! rettc v concorrono duo a due no’ tre punti 

X-hY = 0, ZH-\V=0, T4-U=0) 

X-hY = 0, Z + T = 0, U-1-W=0 [ X~Y = 0 

X4-Y = 0, Z-|-II = 0, W+T.= 0) 

alliuoali nolla rotla di Stoinor X = Y = 0. Quoati punti o gll analoglii (in tulto quamn- 
laoinque) sono quolli in oui gli spigoli doH’osaodro sono incontrati da quindioi retto della 
suporficio 3f 

(Y 4 Z) (Z + X) (X H- Y) 4 (W -|- T) (T + U) (U + W) = 0, 

oHsia diillo roUo r in (mi si sogano Iro ai Ire i quiudioi piani ohoinsioino coi piani di Pltlokcr 
dividono ariuonieninonlo gli angoli diodri dolPosaodro. Ogni spigolo doH’osaodro (come 
X = Y ^ 0) (i incontrato da tro rotto r situate in un piano (X ~|- Y — 0); o vicevorsa 

ogni rotla r (come X 4 Y = 0, Z -f- W — 0, T -f- IJ = 0) incontra Ire spigoli doH’o- 

siiodro (X — Y = 0, Z == \V “ 0, T = U ==: 0) oho duo a duo non si sogano. 

1,0 rollo V .sono novanta; silnato soi a soi iioi piani di Plttckor, coneomnli Ire a Ire iu 
soesmln punti elie sono i verliei di sd nuovi penlaedri Lo oquazioni dello taoco di quosti 
pontaedri si doducono da quollo del n.0 46 cambiando k in 4 — A, Por os. lo tro rotto b 

(/c-I)(Y-l- Z)4-2(W + T) = 0, Y-Z =0, 

(k— I) (Z 4- X) H- 2 (W + T) = 0. Z - X := 0, 

{li - I) (X -h Y) 4- 2 (W -p T) = 0, X- Y = 0, 

ctinonrrono iiol piuito rapprosoiilalo dallo oquazioni 

AV4-T = (I -A)X =(l — fc)Y-=(i~/c)Z, 

OSS in dalle 

... u «= (4 — k) X ■--= (4 ~li)Y^ (4 — k) Z, 

avuto riguardo all’idontitit del n.<^ 46. Qiiosto punto fe un vortioo del ponlaodro oho 6 6,® 
nolla nuova eorio. 
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52. Ogni valore del parametro k Individua un sistema dei sei pentaedri (46). aventi le 
pvopriot^l suesposle, cio6 aventi in oomune I’csaedro e i piani di Plftcker (e per consegnenza 
le rette di Steiner e di Cayley, i punti di Steiner e di Salmon). Mediante i punti V il sistema 
6 ooniiigato ad un altro (60), lormato cogli stossi piani presi in ordine differente. Due si- 
stemi conjugati corriapondono a valori reciproei del parametro; eppero tutte le eoppio 
analogho formano un’iuvoluzione i cui olemonti doppl sono: l.o il sistema dei piani diPlii- 

(Ic ~ I); 2.® il sistema dei piani cho con c|ucllidi Pliicker dividono armonicamonte 

glL angoli diodri doll’eaaodro (k — i). 

53. Coal pure, mediante !o rette v, un sistema qualunque di pentaedri (46) conju- 
gato ad un altro (6i) ; o i duo sistomi conjugati corrispondono a valori di k che dUnno la 
aomma costanto 4. Dunqno anehe quoste coppie costituiscono un’ involuzione, 1 eui ele- 
ixienti doppt sono : J .» il sistema do’ sei pentaedri che si possono forraare colle sei facce 
doll’esaedi-o, press cinque a cinque {k = <x>y, 2.o il sistema corrispondente a A = 2. 

64. Ogni retta v contiono due vortici del sistema k e due del sistema 4 — kt infatli, 
1g due rette v 

(k — 1) (X + Y) -t- 2(Z + W) = 0, X - Y = 0, 

(fc-J)(X + Y)H-2(T-h U) = 0, X-Y = 0, 

aviito riguardo all’ identity del n.® 46, si scambiaiio fra loro se a A si sostituisce 4 — k. 

Analogamonto si scambiano fra loro i duo punti V 

Z = W = -fcT=-feU, 

T = U=^ — /cZ = -fcW, 

rnutando k in i ; vale a dire, in ogni punto V concorrono due spigoli del sistema k e diie 
] 

del sistema • 

Ic 

65. Lci rotto V (s i punti V ooincldono con quolU iudienti dagli stessi siinboli della Momoria 

del 6 ig» ViQRONFvSM. 1 suoi punti Z e lo stio roifce m sono i vertioi o gli spigoli do* suecessivi sistomi 
di pentaedri, Per ottonorc prooisamonto lo flguro 7c\ coiisidorato dal giovnue geometra no* 
BTioi teoromi XXXIV, XLVIII, XLIX, baata partire dal shtema di pentaedri 1 , dedurre 
da osso il conjugnto noil* involuzione h /c' ‘i, poi da qnesto il coiiiugato noU’involiiziono 

k’ A:"' 1 , indi da queafultimo il conjugate noirinvoluziono 1'^ 4 - ^ 4, 0 cos\ via di soguito, 

altornando lo duo invoUizioni iudoftultamonto. 
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UlOBKIi 1)1 1C POLAR-rKfiXAKDICR RICI DILN FLAOMICN 
DRrn'ICR, OliDNUNG. 

Mitthrmtfthofir Junafrn, Uaiiti XIII (IK7K), p|>. JKH 1101, 

(Am it). 1877 iIpt Niilin'roninliovvurf^unniihnifiC AUliK^hoii 


Woiin 

( 1) "C| ~h "I' ”1“ ^'4 *1" H” ^'1 ” 0 » 

«() loli^l nus (Irtr MonliUtl; 

(a, -I- a:, -I- oi\y' - I- (x^ H- Xr, -I- a:„)" 
x'l ■ I" xi -I' aH -I- • 41 + 4 

-I- ;i (a:, -!- fc.,) (x^ H • ;«i) (i>^i -I- Xt) + 3 (!b< + a;;,) (a*r, a;,,) (it;,, , 

(luHH inmi (lia (iloicliiin^;: 

(2) x'! -h 4 -I- a-i + a-'i 4! -h 4! = <) 

ill jnilo (ior gchn Formon sol7on knnn: 

(3) (*, -I- iBj) (*.1 -1 ».J (a'l 'I- *6) + (®^ + a-’r.) (»r. + *<i) (*<1 + *•<) == > 


wolclio don Comliiniilioncn (J 2B) (4D6) ol.c, ontsprochon. 

Dio ii’lllolio dvilloi' Ordming nlso, wolclio durcli dio Cdoiohnug (2) dargoslollt ial, bo- 
hUzL iiIh tlroitiiolio Tiuifiontoncibonon folfioiido filnfsehn; 

A'l -I- a:, = 0, », -b a: = 0, *6 -|- — 0. 
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Diesolljen lasseii Rich zu zelin Paaron conjugirtor 'rriedcr gruppivon inul solinoidon sieh 
in (Ion fUnfenhn Goraden: 

ajj ^ * tC'i 0 f *'|” 0 ) av, -|— £c,j 0 ^ 

a:(-|-a!2=>0, a,, + ar.==0, a,-j-ao=:0, 


voii donen jodesmal di’ci in einer dor tUnFzohn Eboncn liogeu. 

Die BOohs Ebenon 

a, = 0, ao = 0, a, = 0, a^ = 0, ^5 — 0, aa — 0 

bildon eiii vollstilndigos Jlexncdcr, dosscii paarwois gegentlborslohondo zw<msi{i Eoken 
die Soheilol dor soobon gonanntoii zwanzig Triodor sind. Dieae zwanzig Rohoitol siiul 
also zu vier und vior aul' filnfzoht Geradcn golcgon (den Kanien doa TIoxaeders), nnd 
durcli jcdo diosor Goradon golit oino dor droilnclioii Tangontialoboncn. Bnrcb die iiilm- 
litjhon Kanton vorlaufon noch ftlnfzolin weitoro ICbonon: 

aj 0 ) aj ■”"* a^ 0 j « * * « « » 0 j 

wolcho zuaammon mil don droitachon Tangonlcnobonon, die von don Plllchon doa Iloxac* 
dors oingeachlosBom^n Whilcol harmoniacli Ihoilon. Dicso fiUifzoim nouon Ebonoii vorlauton 
zu droi und droi dutch zwmzigt paarwoiso coujugirto, gorado Linien und seimeidon sicii 
Uberdios zu Bocha und soeba in filnfzelm Pnnklon; diosc zwanzig Gtjraden und diesofUnf- 
zohn Punkte sind don Eckon und don Kanton dos TIoxacdovs (jinzeln zugeordnot 
Daa Hoxaodor isl polar, das hoisst, os gohbrl zur Claaso dor Polsechsflache, die Hr. 
Reye entdockl. und in oiuor Abliandlung: Ocomdrmlier Bewais des Sylv ester ’srficw 
Salzes ek, ’'*) (Nr. (6), bosohriobon hat. In dor TItat, man woiss, class von donSehcitoIu 
zwoior eoniugirlov Triodor jodor dor Pol ist fiir cinon Polarkogol, dcsson Mitlelpunkt 
dor andoro Sohoitol ist. Abor unsor Hoxaodor besitzt ilbordios dio Eigcnschaft, class man 
os unmitlolbar construiron kann, wonn man von don 27 Goradon dor PlUchc diittor 
Ordnung soloho JlUitzohn konnt, wolcho nach Ablosung oiiior Doppelseclis iibrlg bloibcii. 
Nun bildon dio 27 Goradon seehsunddrdssig Doppelsechso. Dahor oxistiron ftir oino 
nllgomoine Fliloho drittor Ordnung 36 Hoxaodor, dio dein von den Ebonon x, = 0, aij. === 0, 
. , . , .Ta ~ 0 gebildoton analog sind, und jodcs Ilexaodcr gohdrt zu einer Doppolsecba, 

*) Vgl. moinc' Abtiandbmg: Teoremi slereomelrici dai qnali si dediicono le jyrnfirjeld dell's- 
mgrammo di PASCAn (It. Accadoinia doi Ijincoi, llomn, 8 April 1877) [Qciosto Opore, n, (03]. 

Journal Mr die r. n. a. Mathomalik, Bd. 78, 
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Das lieisst, die 36 Doppolseehse goben die Losung des foJgondcii Problems; man will ilk 
Oleiehing der alUjemeinen Flnehe driller Ordniitm tinier der Bedinifung (1) anf die Form 
{i) trmsformiren. 

Sind P=:0, Q = 0, R = 0, S = 0, T~0, TJ = 0 die Ebonon Kwoior eonjiigirtor 
'Prioder, so dass also: 

(4) PQE-pfcSTIJr=0 

die Gleiehung der Plfiche ist, mid will man das Polar-TTexaeder linden, dom die Scliei- 
tel der boiden Triedor angeharen, so Imt man einfacli; 

F = ^P, Q'^qQ, E'^rR, 

S' = sS, T'=:<r, U' = nTJ, 

zn aetzen und mm p, q, , in der Art zu bcstiminen, dass idenliscli 
(6) F.|.Q- + -R'4.S'-|-T-f-TJ'=0 

isl, wUhrend die Gleiehimg dor Flftclio folgendo wird: 

P' Q’ R' + S' T' U' = 0. 

Es sei zn dom Zweeko; 

T = rtP-|'Z>Q + cR + dS, 

U = fl:P4-i'Q-t-c'R+ <?'S; 

dann bcslimmon aioli die Ooeiricienlcn p, . durch die Gloicliiingoii: 

i j> -\~ I a ti a' — 0, 
q-\- Ih uV — Q, 
yj} , r -p le f Rc' = 0, 

I s -j- id ~l- it d' ~ Q, 

\ kp q r +slu==0. 

Eliminirt man liier p, q, r, s, so orhillt man nine ciibischn Gloiehung’ in von dercii 
Wurzoln jodc eine Lasiiug dos Problems liofort, Denn 

{ X, = Q' -p R’ - F, a;. = E' + P' - Q', *3 - P' + Q' - H’, 

I fl5< = T'H-U' — S', »3 = U' + S' — r, a!o =S'4- T' — U’ 

wil’d eins dor goauchton Ploxaodor soin. 

Ein Paar eonjugirter Tidedor gohBrt also zu drei versoliiodonon Floxaodern. In dor 
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That, zwei Doppclsechse liabeii cntwodcv serhs oder oier geraclo Linien gcmoiii. Ncnnt 
man inin zwci Doppolsechse umcMri, wcnn sic sechs Gcraclc gemein ha ben, ao ial jcdo 
Doppelsoeha zu swamig Doppclscchson aasociut, din nntov ciiiMuler wieder pnarweisc 
associirt sind. Drei Doppolacchsc, die paarweise associirt sind, enthaltcii znsaminon 18 
gerade Linien; die nenn ilbrigon geraden i.inieii gohiiren oinetn Paai’ conjugirtor Tried or 
an, mid dieses findct sich also in drei [-Tcxandoni, wciche don drei associirteu Doppel- 
seolison entsproclion. Man hat in diescr Weise 120 'IVipcl pnavweiso asanciiilor Doppel- 
seclise, wolcho zu don 120 Paaron cnnjugirler Triodci’ zugclioron. 

Dio ■Pornieln ( 7 ) zeigon, dass die Ebonen a:,, an, a;.,, a’,, (b,,, .t* don andorn P, Q, II, S, 
T, U cinzcln oiitsprechon nnd dass die Triedor a:, und PQ II mil Bezug anf die 
Ebcne *1 + aii + a-* =■ 0 pevspoctivisch sind. Vnnmlgo dor Idenlitiit ( 5 ) odor (1) nnlor- 
Bclicidet sich diese Ebeno nieht von .i'< + *3 -|- a’,, = 0 ; man ha I also miv zclm sol eh 0 
Ebencii eto. Es folgt also, dass boi zwci associirton flexaedevn, voriniigo dor gemeinsamen 
conjugirlen Trieder, die ScilenlUlchcn paarweiao zusanunongeordnot sind, Und nns den 
Cileichungon (6) schliesst man, dass die drei Ebencn: 

</, Q -f- r, II - p, P = 0, 

Q -p i\ R — P = 0 , 

(?9 Q H" *11 R }h P — Oj 

welohe den drei Wurzeln dor cnbischon Gleiclmng fllr i: u cnlspreclion, eiii Bilscliol bil- 
don: olno Bomerlcung, die selbstvorstilndlich obenso fOr die andoron Tripol zHsainnien- 
gehdrigor SoitenfUlcbon dor drei associirton Ilexaedor gilt, 

Unscre Hoxacdor fflhren jolzt fiir die allgcmoino Flilche dritter Ordnung, anf der 
die 27 Goraden. bokannt soin soUon, zn oinor Construction des Sy[,ves'i’er ’ schon Pcukie- 
tlm. Ill dor That, botrachlcn wii’ zwci Hoxacdor, die zwei bcliebigeii Hoppelsoehson oiiL- 
sprochon. Dio Doveloppablo dritter Olasso, wolcho die soehs Ebencn des orsLun ITexac- 
dors zu Tangoiitonolienon hat, und dio analogc Doveloppablo, wclolio dio Ebenon des 
anderen Hexaoders borllhrt, haben iiach oincm Theovom dos Urn. Keye f-iinf gnnieinsanio 
Tangcntenoboiicn, nnd diese oben sind die Soitcnflilchon dcsSvT.VESTEn’schen Pontaeders, 
Man fiilirfcdio Construction dieser Eboneu ant diojonige dor flint isnlirlcn Sclinitlpunkte 
zweiov cbonor Curvon dritter Ordnung init Doppolpnnkt zmllek, von donen jede dnrcli 
don Doppolpnnkt dor andcron lundnrcblilutt. 
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DOMENICO CITELTNT. 
CeNNO NECHOLOaiCO. 


Alii <hlla li. Jccmkmia dei Trunhunlif ftorio III, volume III (lft79), pp. 51-50. 

BuUeiin ties saienemnathemftUfiUes H ((sirotiomujurs, rirtno, tomo 111 (1H7U), pj). 


Domenico Ciielini, nacquo ai 18 ottobvc 1802111 Gragnano su qiiol di Liioca da aginla 
t'amiglia eampagmiola. Tl padro siio, Franohsoo Maria, dosidoi'iindo cho inlraproii- 
desse la carricra ucclosiastica, allogatolo in Lucca presso uua faiiiiglia privala, lo fncova 
istriiira noi prinii rudimonti della lingua latina, iioi quali obbo poi a maestro corto P, Puo- 
oiNELLi dei Canoiiici Lateranensi. Mortogli il padre, mculr’ogli ora ancor giovaiiissiino, 
i fralclll del Chelini desideravano cho lornassc in famiglia, sia a risparmio di speso, aia 
pevcho li aiutasso no’ lavori eampestri. Ma il P. PocoiNEijii, dolontc cho il giovaiiGllo 
avesso a intorroraporo gli studt no’ qiiali avovafaito e proraotteva Tare graiuH progressi, 
tanto foce e s’adopor6 cho quosti pol^ proseguirc ncH’intraproaa carriora.. Mciitr’cvn nn- 
cora in Lucca, pare ch’cgli venisso inizialo a stiuli diminoralogiadallo scolopio P. Pietbini, 
prof. dell’Universiti di Roma. Cooporando il P. Pucoinelm, il Ciiemni fu bon proslo 
ainniessu a indossar I’abito rcligioso in Roma, dovo si roso scolopio il 18 novombro 1818 
0 foce gli .stiidi dol Collegio Nazarono dal 1819 al 1826. Ivi gli fmono professori in filoso- 
fia il P. Baruetti, in matomatica il P. Gandou’I, ambodue doirarchiginnasio romano, 
ed in eloquenza il P. Bianoiii, latinista di molla riputaziono. Si dislinso o negii sLudS 
scieiitifici, e no’ lettorart, cosl cho, appena obbo cessato d’essoro scolaro, fu mosao ad in- 
segnarc umanita. nel Collegio inodosimo. Nell’anno succossivo andb pi-ofossoro di roltorioa 
a Narni dove fu conaaorato prote (apriln 1827). Coh\, trovandosi in luogo tranquillo o 
aeguendo la naturalo inelinaziono dol suo ingogno, si diedo con ardoro a continuaro da si^, 
ooU’aiuto do’ soli libri, i suoi studf matomatici: improaa cho poi Fu sompro la principalc 
0 prodilotta oocupaziouo sua, o alia quale non venno inai mono siiichb obbo vita, Passb 
un anno a Kami, poi un allro (1828-29) a ciltil della Pievo como professoro di lilosofinj 
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tli qiii fu Irnsforito collo slosso unieio nd Alatri. Nel 1831 si annnalb gravcmento o aiulo 
n. ciirai'si n Napoli. Nello stosso anno fu ricliiainato al collcgio Nazarenn, etl ivi ebbe la 
cfittodra di matematiea, olio tenno per l)cn vonti anni, aobbciio per alcnni anui dope il 
1836 profossasse ancho filoaofia, in mancaiiza del litolaro, Nogli ultimi mesi del 1843 c 
ii©i primi del 1844 cono))bo Jacobi, voniito in Roma per ragioni di salute insiomo con 
L»E3runi3-Dirioiilet, Steinrh, Soulakfoi e Borciiardt, o meritb la bonevolenza o la 
stiiiia di quel soinmo inatomatico o dc’ suoi illustri compagni. 

ISlcll’oltobrc 1861 aiidb professoro di nicccanica o idraidica all’Umvorsitli di Bolo- 
gna; 11 24 maggio I860 fu tolto dall’nllicio porchc s’era astennto daH’intorvomre alia fiin- 
zioiic religiosa della fesla dello Btaluto; ed il 5 novembre dello stesso anno fn rcstituHo 
alia, caltedra di inoccanica razionalo con iin provvodiinouto occezionale solto forma di 
decroto ministorialo die lo noniinava prolesaorc slraordinario, senza liiuLco di lonipo, 
sonz’obbligo di giiiranicnto c cello stesso stipondio di ciii godeva prhua coinc ordinario. 
Per6 neirotlobre 1803 si coininoib a non volcr piii rispettaro la posizione oecozionale 
del CiiELiNi; gli fu mnnclato un docreto die lo noniinava pvofosaorc slraordinario per 
1’a.iino scolastico iinniincnte, come e di pralica per gli straordinari. La qnal cosa gli rcoo 
11 on poea ainarczza, pci-che il Liiulini amava sineeramente la patria Ualiana cd ora as- 
soliitaiuonto aliono dall’associnrsi a qiialsiasi alto oslilo al governo nazLonalo: dci quali 
suoi sciilimenli gli ainioi intiini possono faro ainpia Icstimonianza. E un anno dopo il 
Ministoi'o ohicso oli’ogli prestasse il giuramenlo politico; e diotro la sna diclnarazionc 
di non lo poLor dare per la sua condiziono di occlesiaalico, venno dosUtnilo con dcerclo 
dol 18 dioonibro 1864. Jn quoiroooasiono i professori o gli studonti doirUnivcrsilil di Bo- 
logna in divers! modi dimostrarono quanta stima ocl affetlo nutrisscro pel Cueuni o 
coil quanto doloro si vodossoro privati d’ogni sporanza di consorvarle a quell’ Ateneo, 
11 CiiEi.iEi sopporlb la sim disgrazia con amniirabile soronitil d’animo; si portii a Lucca 
dove aveva molli uipoli o dovo riccvelto con sua grande consolaziono un allium col ri- 
ti’atti fotografici do’ profossori bolognosi o di amici sciontifici d’altro UnivorsitiL 

Nel marzo 1805 antlo a lionia. dove gli si ora fatto sporaro una catlcdra airUnivor- 
sitfi; ma non In prima dol sottombre 1807 cli’ogU ottonuc rinsognamcnln della inecca- 
iiica razionalo, al quale diode prinoipio nel snccossivo dicembre. E rjnattro anni dojio, 
vonno di luiovo dimosso, allorchii, diveiuUa Iloina capitnle d’ltalin, gli tn riproscnlalo 
il dilemma o giuraro o andarsonc. IJ’allora in poi insegn6 nolla cosl detln Univcrsitil Va- 
tieaua sinehii quosla non venue ehiusa; c qnindi privalamento. 

Sport) di ottonoro nnn piccola pensione, clio avrebbe dostinata a soecorroro del pa- 
I'CTiti bisogiiosi; ma gli fu nogata. Nolla primavera 1878 rOrdino Civile di Savoja gli do- 
oroto un piccolo assogno annuo ch’ogli acccLlo con viva gTalitudino; ma non gli fu dale 
clio di risciiotcrnc il jnime triiuoslrc, avcmlolo colto la morto nol dl 16 novoinin'o dope 
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poclii giorni di malattia, nel Collegio Nazarono dove abitava sino dal 1866. 

Era stato ascritto airAccademia doi Linoei sino dal 1847, ali’Accademla di Bologna 
sino dal 1854, ed alia Sociotik Jlaliaiia doi XL sino dal 1863. Apparlonova inoltro a non 
pofihe altre Aoeademie o Societil minori. 

Tutta la 3ua vita fn spcsa in pro’ dolla scienza o doiriatruziono. Lo sue pubblicazloni 
sono in nuniero di 63 o abbracoiaiio un pcriodo di bon 44 amii. Suo primo lavoro 6 unn 
Momoria Sulla leoria (Idle qiiantUd proporzionali letla all’Acoadomia do’ riincei il 28 luglio 
1834 , 0 1’liltiino una Momoria Sopra alewie quislioni dinamiche, proseutata all’Aeeadomin 
di Bologna il 26 aprile 1877. Sino agli ostromi giorni obbo inlatta la forza doi ponsioro 
come quella del eorpo. Duo settimano circa avanti die niorisso ogli ora a casa mia o lui 
parlava d’una qnistionc oho lo tonova oceupalo e dalla soluziono dolla qualo spovava 
trarro una Momoria da servire como penso accademico per I’Istituto di Bologna. 

Usoirei dai limili concessimi in quosto luogo so, por rapprosontaro al vivo roltiino 
amico perduto, tentassi dire di quale ingegno, di qual ciioro, di qual caratloro o di quanta 
raodoslia eg'li ora dotato. Piii faoilmonto mi astorrb dal larlo, sapoiido dio una vern o 
propria biografla saii scritla da un amico coinime, il prof. Bbia'eami. Io mi rostringorfi 
a chiudore il niio duo colie belle parole colic quali lo stosso Beltoami annunoib all’Ac- 
oademia di Bologna la morto doi CnEiiNi: «... Quelli oho lo hanno conosciuto lo lianiio 
« amato. I matomatici clio hanno studiato i suoi lavori lo hanno ammiralo od ninato ad 
linn tempo. Giacch6 il suo ponsioro soionliftoo ora limpido o sorono come il suo ouoro, 
«e la cura costaute di rondoro intuitivo lo vorith pih riposte era in lui il rillosso d’uiia 
« splendida inlelligeuza, non mono cho d’un sontimonlo squisitissimo di universale boiio- 
II volenza. L’impresa di riassumere e di illustrai’o la mimorosa sorie doi suoi lavori saril 
« facile 0 gradita a chi dovrjk compierla: sar^ una storia di ideo bollo, Imono o voro, ri- 
(ivestite di forino semplioi e gontili; sarh una nuova prova dolla oolobro aontonza cho 
II lo stile 6 I’liomo Ma, pur troppo, so lo stile ci rosta, ruomonon 6 pih. Anoho quosto 
« veterano della scienza italiana, il cui nome correva con onoro por lo bocoho dogli stra- 
iinieri fin da quando gli stud! nostri giacevano depress! coino lo sorti nazionali, 6 scoso 
iineUa tomba. Egli aspettava il suo giorno con animo tranquillo: aveva la coscionza di 
II una vita nobilraente spcsa. Bonedieiamo alia momoria di Domenico Chet, ini: 6 la momo- 
<1 ria d’lm’anima Candida o d’una inente eletta ». 

£l stata apeita'una sottosoriziono por origoro al Citelini un modoato nionu" 
mento nel portico dell’Universitik romana, dov’obbo termino la sua attivilil come pub- 
blico insegnante. p*''] 
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SULLE SUPERFICIB E LE CQRVE OHE PASSANO PET VERTICI 
D’INPINITI POLTBDRI form ATI DA PIANI OSCULATORI 
DI UNA OUBICA GOBBA. 


JimiUconii del li, Islituto Lomhardo, Horio H, volumo XII (1870), pp, 317-352, 


In una elegantiasima Nola del Prof. Emiwo Wkyk: Ueher InvohiHonen kShem Grade 
(G-iornalo di Boroiiabdi’, to mo 72) o a pag. 187 doirimportauto lavoro dol signor Dau- 
BOtjx: 8iir me classe mnarqxutMe de courhs el de surfaces, etc, (Paris, J873) sono consi- 
cloi'ato corto ourvo piano d’ordino n, passanti por tutti i punti d’intorsozione di »+ i 
tangonti d’una conica •'*). 

Non so BO sia stato ossorvato olio talo oonsidoraziono b susoottibilo d’ossoro ostesa 
alio spazio o d’ossoro gonoralizzata audio ulterior inonto. 

i. Siano <, = 0, ie = 0, ... = 0 lo oquazioni di w 4- i rotto tangonti di una oo- 

nion data, allora Poquaziono: 

Cl) (i=J, 2 ,...w-l-J) 

rapprosenta, qualuiiquo siano i parainotri h, una curva d’ordino n passanto per le 

1 

^ (n + T) soambiovoli intorsozioni di quollo « -f I retto. 

Supposto = JCi + 2 Ti ajj -|- x] ajj, dovo a:,, .'S,, sono coordinate trllineari e t & 
il paramotro oho varia da una ad altra langonlo dolla conica, siano a, i valori 
dol paramotro x por altro tro tangonti: 

Ui — 0, a* = 0, tta = 0, 


*) Cfr. Beltrami nol Giomale di BATTAatiNi, anno 1871, e nolla Memoria di Chehni 
S<y^ra almni ptmU notahili nolla tooria olementare do' leiraed/ri e delU coniohe. (Acead. di Bolo- 
gua, sorio 3.1^, tomo V dello Momorio, 1874). 
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V 

^ (x,. — a,) (t,, ~ a,) (t. __ (t, ~ ^;j ^ 

o duo tilli'o iuuilogho o(iuiii7<ioiu di condiziono oi avrobboro pel passaggio della superlioie 
(5) pel punti So ora si sommano lo Ire cquazioui ’di oondiziono, ordinata- 

monto moltiplioato per: 

(oj — a.,) (a, ~ a^) («j — a .^) , 

(ct, — ocj) (a, — a,) <a, — o^), 

(ff-a ~ aO («! — «,) («! -- a^), 

Bi ottiono la: 

■y A 

(t,. ~ «*) (x, - tta) (t, — a,) (x, — tf,) (x, ~ « 3 ) (x, - 0 . 4 ) ~ ’ 

Clio 5 la oondiziono ondo la supoi-floio (5) pnssi pel punlo Dunquo: 

fie h superficie (5) pami per Ire verliei <U nn telmedro eireoscritlo alia data euliea gohha 
eem passa aneora pel quarto verliee, 

Lbio qunlmiquo doi piani osculalnvi dolla cubioa goblia taglia la sviluppabilo osoula- 
trico di quosla socondo uiia conioa 0 la siipovlicio (6) sccoiido una curva d’ordino «; ogni 
r-lalcvo coinploto inscrilto in quosla curva 0 circoscrillo alia conica ci la soziono di un 
poliodro coinploto insoritto nolla supcrficio (6) e formalo da r + 1 piani osculatori della 
cubioa goblia, 

B. II tooroma susaisle per nn numcro qualunqno m di variabili, e la dimostraziono 
nnalilioa dol tnodosinio si tmula siillo noUssiino iiroprictii, dol dctorininanlo clio osprimo 
il pi'odoUo di l.ullo lo difioronzo di quanlilil dato. Si lia cost rciiuneiato: 

So in uno spazio di m diinonsioni si ha un sialoma sempUecinonto infinite di piani; 

( ~ Xn -\- X a:, -|- x^ a:^ 4- 1”' = 0 

di gonoro zero 0 olnaso w, 0 so la snpoificio d’otdino n: 

tv, t)-, . . . 

(dovo ri , I's, . . . r,„ . 1 sono m — 1. nninori dilleronti dolla sorio t, 2, . . . « -f- m— J), la quale 
conliono tuLLi i vortioi, in numero: 

(n + m — 1) 4- w —• 8) ... n 

del poliodro coinploto lo cui taocc sono gli n-\-in — 1 piani: 
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— 2) tome cU piaui, osaia la rotta ah inoontra la suporflcio in N(a — 2) puiiti. 

6. So N = 1, la auporlioio 6 il luogo del vortici di iiiia serio (doppiamento iiifiiiita) 
di poliodri oiroosoritti a K, oho corrispondoiio uiiivooamouto ai punti di un piano. Tre 
poliedri siffatti detorniinaiio la suporflcio. Ossia; i veHici di tre poliedri eompleli, eiascuno 
dei quali sia formalo da n jyiam osctdabri d'una eiibica gobba data, giacciono sempre in una 
superfieie d'ordine n — 2, fihe eoniiene i vertici dHnfiniti ( oo*) altri poliedri analoglii, 

Quosta propriotit coinbinata col tcoroma del n. 2 inostra ohe il passaggio di una su- 
pei'floie d’ordiiio n — 2 poi vertici di tro n — odri eircoscritti a K oorrisponde ordinata- 
mento ad 

w(« — i)(w — 2) (« — !)(« — 2) ,, „ 

273 ’ 2 ’ 

condivnioni: i quali tro numori daauo appunlo la somma 

(n — l)«(w4- -1) I 

2.3 

oho e il numoro dcllo condizioni somplioi olio doloruiinano una superfieie d’ordino n — 2. 
In altri lorinitii: |)or iiuUviduaro la suporficic, la si farii. passaro dappriuia per tutti i ver- 
liei dol prime poliodrit, poi pci vortici conlcnuti in una facoia del secondo, da ultimo pci 
vortici siluati in nno spigolo dol torzo. 

7. So N 0 qualunquo od n = 3, rcqiiaziono /()>, Xj w) = 0 ha la forma 

A — 3B(i)-l-3Cw' -Dw=' = 0, 

(love A, B, G, 1) sono fiinzioni di X, Xj. Ad ogai coppia di valori di X, X, eorrispoiido una 
torna di piaiii osculatori di K concorronti nol pnnto : 

a: : 2/ ; s : w = A : B : G : D, 

il luogo del qualo 6 conHOguonloinonlo una suporficic rapprosontabilo, punto per punto, 
sul piuno. 

8. Data un’oquazionc /'(X to) = 0 Ira duo soli parametri, ossa puo considerarsi 
como rapprosentanto una curva, Pordino della quale 5 in (n 1) (» — 2) : 2, so f 6 di 
grado m in X o di grado n in w; il oho risulta dal ccrcare Ic intersezioni con un piano o) = a. 

So m= 1, si ha una curva d’ordino (« — l)(n — 2): 2, luogo doi vertici dinfiniti 
poliedri di n facco, corrispondonti ai punti d’una retta. Duo poliedri siffatti dotermiiiano 
la curva. Ossia: i vorlioi di duo poliodri comploti, eiascuno do’ quali sia formato da n 
piani osculatori di una data oubioa gobba, sono situati in una curva gobba d ordine 
(?i — J)(n — 2) : 2 cho passa pci vortici d’infiniti altri poliedri analoglii. 

Per m qualunquo cd ii = 3 si haniio tre piani osculatori di K eoncorreiiti in uu punto 
ohe ha per luogo una curva razioiiale. 
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doux points do la droito r do F,, doiitles equations soicut ,i! = 0, ;y = 0. Alors I’hypo- 
tlifeao x — y = 0 r6duira rfiquation (1) it la suivanto: 

(2) T(C) + 8(D) = 0. 

Ainsl, les lutorsootions do r, par loutes los siirlaoes du systeine triploinenl iiifiiii (1), 
coincident avee los intorsoctioiis par los surfaces du laisceau (2); par consequent, elles 
soiit on involution. 
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equazione che acrivoremo brovomonto coai: 

(4) P 0 

e die rappi’oseiita una auporficie di 4.o ordine, aveute 0 per panto doppio nniplanare e 
tale che ivi la suporficio tocoa so medcsiina: ossia, ogni piano condotto per 0 sega la su- 
perficio socondo una ourva cho in 0 ha due pimti doppi infinitaincnte vicini. II piano 
tangente singolaro a; = 0 taglia la suporticio secondo qualtro rctte inerociate in 0: 
ondo 0 assorbe quattro inlorsozioni della snporfieic con qnalunquo liuea passante scm- 
plicemonto per 0 od ivi toccanto il suddollo piano a; = 0. 

3. In goueralc una siiporrioic di 4.° ordino dolata di qnestn singolarilil in 0 ha 
per oqnazione 

(B) h Ilf -t- tt) a; + u = 0 

clove h B una costanlo od «, v sono polinomi oinogenei in a', y, 2 , risp. del grado 2, 4. 

L’oquaziono (B) pub csscrc ridolfa, 0 in inflnilo maniorc, alia forma (4). Infatli: si 
considerino lo oquazioni 

=• 0, V — 0 

come rapprcsontanli una conioa od una ourva di 4.° ordino, poate in nno stesso jiiano, 
Presi ad arbitrio in i> = 0 i punti 1 3 3 4 5 (1 7, doscrivansi Ic coniche 

K, = 0 per I 3 3 4 5 

Ks ^ 0 por 18 3 4 8 

le quali aoghino inoUro u = 0 risp. in piq, v,, Psqji'v. Pol doscrivansi le coniclie 

Kj n= 0 per 5 Pi q, v, 7 
K, = 0 por () Pj Os is 7 

lo quali, com’e notissimo, si soghoranno in allri tro punti p q r della curva d = 0. Eiqierb 
quosta curva saril gonorabilo mediante i fasci projetlivi di coniclie 

K.-t-XK* = 0, Ka+XK.-O, 

ossia, V 5 riducibile alia forma K, TC, ~ If* Ka, 0 ci6 in 7"^ manioro diverse. 

Ora, le quattro coniclie K deloriniiiano un sistema triplaiuonte infinite di eoniclie, 
rapprcsontuto, in gonoralo, dall’oquaziono 

k, K, — h K 2 - ft* Ks + Ki = 0 

ove le h sono parainotvi arbitrari. Dunque, in (7 + 3 — 6)“® = S'® maniore diverse si pos- 
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i liKt /•■('iit'iali'ii'i di divi'iitr I'.iurniiim ill 1111(1 li-' u ti|ii-ihiii di c 'iiinm.. 

I.nuiii iiU|liatll'0 i (divi'lid da O) liiM'i r diif rnK laliiri di ));i ar. (I rill' unit liaiiiiii 
|iiltili nitiiiiiii, itllni ad It. 

I’nit'hii la Itl(|i('l'lii'ii' I'’ Iiiiai.ii'di' iiiia '.riii’ t ' ritiidirrmi i,ii )iiiiiiif,,i dt i tiui- i.i/tmiali 
Nitiiatii ad iiiui ad luia aillr '>ii|ii'ilirii> di iin |ji m., n.. r.Mir .1 diitniii.i, jiri tin trnimia 
di Niiici'iikk, I'lin !■' i' ra|i|iii">i'iilidiili', iniiiln |iiiii(i>. n di iin iii.iim 
ii. Itali dun laari iunji'Kiv i di ; ii|irilii ir dt "i (d>< 

(/., I / A.d a ( ■ Iv , , / (v 11 

!/• , I f /.,) < 1 l» 'A Iv, It 

(dm liilin 'li liii'i-aiiit 111 nil |iiiiilii ciiiiiiiiii' i/ < n. ituniidi ” idadm idir da t|iir' 
all) imiilii iit'iijitlliiiiii ll' I'liivt' iriiili'i iviiiiii' drill' I ii|i|nr di ii|ii iln ir < i.m |miidriiti Im ■ 
iiiaiio iiiiii limit' iii|i|in'iimitulii dairmina/iuiir 

(/', I A /..diK, 1 /. I\,| 1 / , i / A, Ilk, : 1. k I It; 

la. ijiiali' iiiii'ilra I'lnm' la ..mir l•llnlm(''ll, in '•riirt.dr. n mni .iii'.viidi 1 in dnr |iiaiii; 
ii’iaia, I'ia'imiini amir di ciiivi' la/.iiniali di I," iiiilinr, 1 id jninlu di.|ijiJM It, r ,1 irnn n||a i.i|. 
Iimliidn I'', miiii|timnir ari iiiii'\r I'ninjmdr di dim rnnn lm iIimI.- hi pi ini di Inili l,iimdii 
dim miiiiidm, a|i|milmtmnlii ad iiiia air ;u nipmlirii' di ■ladii, > imnnliaim in H ml 
ill mi altm liiitilo; |niit|n di iillminir niidalln ha dim a)|milnir iinii jmiidmli dr dim 

I'liai'.i imiji'Kivi. Sirmniir imi didla mm imn lianim iidlir .,d dt .ili'Mii (iiiilln 

mniiitim, mini diir mmmlm a|i|iarlmmiili a mippir div.-i im 'iiiiiaim ifinni di 0). 

ki haiiiin mis( iliidii'i miidrlm di 1', aihniir in jiiaiii dilirirnli' i ijiiali pnuii .ridiriamin 
iiilllii(|im la Hiljim lii'ir acmiinln ullii’ dmliri iniiirlm, tiiiin.iuli .iiifdni'aiimnti' iri i’nii|iii' 
ailiiidr in .‘mi ■a(|u'ilirir di :i." I'.iadn di iia fa .rir. Iiifalii. r In npmln ■< 
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S,-l-X, S* = 0 
S, H- X, = 0 

ai segann socondo duo coniclie, iior r — 1, 2, 3, 4, 5, G, iiulicato eon 

P, = 0, Q,. =- 0 

lo oqiiaziom dc) piani dollo due coiiicho, si avril ridontitil 

S, -f X,.S,-l-(j., (S.-hX..S.)-P. Q,. 

E, scritla reqnaziono (2) della superficio P cosl: 

(S, + X. S«)S,-(S3+X,.S^)S,= 0, 
queala, in virtit di tpieiridentilil, si mutorik nella scguentc: 

(S) -|- X,. bj) (Sj (Ji,, Si) — Sj P, Q,. = 0, 

la quale dice die i piani P, = 0> Q, =0, oltro a dave le due coniclie poste nolle super- 
ficie di 2.° grade Si -1- X,. =0, Sj -p X,. S, = 0, segano P sccondo alive duo enniehe 

situate nolle duo suporricio di 2.« grade 

S 3 d" IJ-i- Si — 0, S| -p p,| Sj = 0, 

ciascuna dollo quail, variaiide r, dil sei auperlicio d’lino stesso fasdo. 

In allro parole, anclie lo dodici nuovo coniclie formaiio sei curve di 4.” ordinc (con 
punto doppio in 0) appartcnoiiti ad una stessa serie. 15 siccoine duo curve di 4.“ ordine, 
apparteiionii a scrio diverse, s’inoonlraiio sompre in quallro punti (oltro ad 0), cosi cia- 
scuna dollo prime dodici coniclio incontra ciascuiia dellc altre dodici. 

G. Dairosisloiiza di una coiiica <^Tl giaconte sii P e passaiite per 0 si pii6 subito 
tlodurro un’intorossaiito Irasrormazioiie dolla suporficie di d.® ordine. 

Lo supciTici^S di 2." grado clio passano per e toccano in 0 il piano y = 0 {orinaiio 
un sistema omaloidico, epporb soraiiiinistvnno una trastorniaziono birazionale del date 
spazio in un altro i ciii piani 0 lo ciii retto corrispondono ordinataiuente alle super- 
ficio S cd alio coniclie ^ toccato in 0 dal piano a: = 0 0 seganti in un seeondo punto. '*•) 
Tn qual suporfioio F viono allora a trasEormarsi la data F? 

Ai punti in cui F 6 iiicoiitrata da luia retta arbitraria dollo spazio corrispoiulone 
i punti di ulteriorc iutorsoziono di F con una coiiica @ ; i quali punti sono in nunicro di 


*) lo ho gih adoperata questa Irasformaxiono in altva occasione: TJoadfconii cloll’Istitnto 
liOmbardo 9 nmrzo 1871 [Qucsle Opere, n. 08). Voggasi anclie: Annali tU Jloa'nirthcft (Milniio 
1872), toin. V della soi'le aecoiuia, iiag. 142 0 M3 (Qnesto volume, pag. 307 e 308). 



soi*Ut\ UNA I uiVA fu‘rnah*<i m 


4 'IH 


|i ,| .| I ;|, piMrln' O a ■ H|Ur ‘Ma J iUUM i -inaii \ i »• ii*-i uu tlho [tunhi rniuuiio 

a 0} a !>{. I>IIIH(IU* I* r iina tipiilhit* *ii »' 

Vit'i'VaiJUi, 'a* I' V >1 ' Miin Hill 'upnhM* Ut i ‘ Muiim >(1 uh i, ^ faiKUo in nn 
plinliM’tmiuiH' n (la uiin u* pi.nhi ^ n i. I r>. ipMh i ‘nn^ * ria ^Un rn.unln 
|Mllih) pri pillHo l«» ipa/ni ) m Nn j>.i !•» ' p"^ iiso it» i lt« u pn<u Ut ipn h? niiij>pMih 
iluliu |o itHpi'liirii* Ji V'* 'lailH pa aiUi pu * Uki lu'ini** U pjaj^" u ,npia - 

linia I'' ai ha<fnniM'ia in nna apt jIh iv an Um- ^ U i |h 1 uh ) h loi .,1 n 

Iji p ,||>| I '» iiiiliin\ pi'll In' *pi ilnuipn » .-nn i *U li>' ]M.n‘ ), fiut Uii in O' ilal 
|iiann a' (l (n iiManUiaia in iin nUin punni Mi i Uru ipiaMin pniifi cn- 

nuini; 

ha in O nii pun In itnppin, \\v \ On K 'iM ii M ► pM i * nn r Hi alh nliii* ptinii; 

V hp’jinia ilnl piaun i U Minnie' iptiOi*^ i* itu i ni i pnji hr hi mi 
pi'i'lirii* I’ I’iiiiliniMt tpiadm pniUi «li >i i'*lno nl n,;, 

-l,“ V inraia <la nil piaun nihUiaim pM m h * 0 ,*!.. tin i i m i 4<h S' nhliuni tii pi' 
non I, appi'iu ao'lltn m ilun punh il*»pjM HilHiUam* n^i [n h hr un [liaMn inlH 

(liilln ai liilrariniunnit* pm O rpa I' MMinin inn riuv < uii * ' Miitniri <(i i Min in L 

7. ( 1n alul>iliini In nnia pmiiuMinti ih tla upiilnir .'iiatnl* «li ^0“ *it*lhn y ninmi^ 
riisiia iniiiioliHlainnnln ta ^naiNinfii.i «|rlla inr.fia npuinn' I , 

Alin !lV rnlln ili I* miij pninlniiH in I* alOrO niiU' 4 '♦nn hr p,j hiHi pri O r irpailli 
S\ ill nil Mtnnniln |Minfn. In ipiali lui hun i < him i* MinnhOir ipi a\ onlU' ilnlln 
rnlln lit I*''. 

II piann ili iina f|naliun[iii' ili i(nr .m *r ♦ nnu hr ,a > 1 I Inn, n nn i nun.a 1 niura rpn* 
ala allrn mV I’niiirlio (pai^anli pm ti nm iii«n Mn^nUtann iNi»Ar <if 1 hiO pninlmm al|n 
niininliiM’liion nlfmifpmn In h' iiMalianln i ptani jmnhiHi pm m ► pm h* o irfu* 

II piann tIi S\ aajpi h' ^n'miinlH Mirnlha vann M ipi ih* 4'»fn p>4n,SM M |anUv« o, rnmi' 
Irn aVi ha par miui'ipnmlnnln la niioi lu/iMiialr iU 'mjJhh, * u^nr Ui I ' 1 al piann taih 
(((Uifn ill O’. 

Si hannn itnal, in h*, liti muilrlm ruth' p<i liiiii pm M r nOntr. *lnr \ in jiiarii. 
lOasii oiuispninlnnn alh‘ :it inltn di h , alh* 0 « aiurljr jm nUi pri ip a] punln 0 r«l 
nlla !ir/iiniia ilrl piann lannitniM m o, 

H. ht ifnhntli\ In . njimlirin |‘‘ utiii iMnlirnn alfm mnurhi*. InhiHj, m niia or 
liira in h'((lis(inlu tla yo. II pitmiit ih \S innlMua nn'aloa r-nm 1 ili I , r r rpir >ln piann 
pa'Ha par In itnr mnirlii' ri Ino timaMrin in ipii in pniUn, m*n una 1 up riUr prOa nr 
piniUi / 0 , INurin Oil inrniUia nlhitO' al pm in ullnr pniUi nu 1 npnhimpn" ilrlln 'Ulpri’’ 

llcio S* Nn Kr’pin rln* a (S mui »|Minitm‘ii m }\ una mniM .i., am o Ha m nn pnntn» ^roui * 
(Int)hft Im OMi yi (I, I, M pimli irinmnlm, lilim >nl O. Si haium mri In ;!'/ | :!V i I 
oniioha fpi\ nUrimlo 



SOPRA UNA OERTA SUPERPICIE DI QUARt’oRDINB. 


449 


Se @ non passa per 0, pu6 aveve con 2, 1, 0 punti comiini, e quindi incontren\ 

una S quatunque in 2, 3, 4 punli fuori cli Kel prime caso a gf eoiTisponderebl)o nna 

conioa di F passaiite per due dc’ quallro punti in ciii F c inconirata da nel secondo 
caso nna cuhica passante per 0' e ancora per duo punti di Sx'\ nel torzo una curva di 4,« 
ordinc, aveutc un i)unlo doppio in 0' o ])asaan(,e per due punti di Ora, queste curve 
non sono possibili in (jenomle, rilenulo cine clre la superficie F' c la conica Sx! siano 
soggette alia sola condizionc di loccarsi in O'. Infatti, in una superficie di 3.° ordine, i 
sistemi di conioho, i sisleini di cubiche con un punto dato, e i sistomi di curve di 4.0 
ordinc con un dalo punto doppio sono sompliccniente infmili: eppero non vi e alcana 
di quoste curve die passi por due punti dati ad arbitrio. 

9. Analogamente, F non ha, in gonorale, alciuia retla oltre le quattro gill notate 
come esistenti nel piano a: = 0. Intatti, in causa della posiziono arbitraria di O' su F' 
e di rispotto ad F, questa superfioio non ha rette passanti por O' od appnggiato a Xl', 
no ha conichc passanti per 0' cd appoggialo a Sx'. 

LO. Ora, dalla nola rapprosentaziono piana di una superficie gonerale di 3.“ ordine 
si pub subito dedurre quolla della superficie di 4." ordinc dotata deirunico punto singo- 
iare 0. Sia I*'" il piano rapprcsoiitativo di h” e siano I, 2, 3, F, 5, (1 i soi punti fondaincn- 
lali della rapprnsenlazionc, undo le imngini delle sezioni piane di F' saranne Ic curve di 
3.° ordine passanti poi punti I 2 3 4 5 (}. Supposto die in questa rappresontazioneil punto 
M" del piano F" sia rimagino did punto M' ili F, c die nella trasformazione qiiadratica 
siiesposta (§ 6) al jninto M' di F' corrisponda il punto M di F, rigiiardcremo 31" come 
imagine di M, o cosi sarh rappvcscntala F punto per punto siil piano F". 

Poichc i punli I 2 3 4 5 (> rappresontano sci rette di F epoicheallerotto di F eorri- 
spondono conidio di F, qnoi punti saranno ora imngini di altrettaiite conichc di F. Un’al* 
tra conica cli questa superficie, e prccisanioutc qudia die e in un piano con ill, avil por 
imagine il punto 0" imagine di O'. Invoco di 0" scriverb 0. E la conica Sx sarb rappro- 
sentata dalla cubica 0*1234r)<>, poidib qiiosla b I’imagino della sezione fatln in F' dal 
piano tangeiilo in O'. 

Le rette oho uniscono duo a due i sei punti 1 2 3 4 5 (> e le conidio die li uniscoiio 
cinque a cinque sono pure imagiui di rotto di I'", epperb rapprescntcranno conidio di F. 

Le conichc di F' die passano per 0' sono rapproscnlatc dalle sei rette 01, 02, . .., dalle 
quindid conichc 01234,01235,.,,, c dalle sei ciibidie 0F2345(), 012*3456, ...; 
qiieste saranno adunque le imngini di allre veiitisetle coniche di F. Le conichc di F sono 
porcib rappresontato dai sotte punti 0 1 2 3 4 5 6; dalle ventiina retie die li uniscono 
due a duo; dallo vontuna conidio die li uniscono cinque a cinque; o dalle sotte cubiche 
olio passano per tutti e sotte i piinli, aveiido un node in uno di essi. 

tl. Al punto 0 corrispondo la sezione fatla in F dal piano di ,^i', la qual sezione 

•JO 


Orammia, tomo HI, 



('iiiiIkmmmI n 1 iju.itfH* ill ], n > ■ i i-,. iiiu\ 

niliii'a roMlMirtin i\ )inM*‘ *1 ^ ^ ^ < t Im .u,,, < ^ I U, UHci’^ni 

tir' ijUiil II II jMlMli «ll M , 1' a jiU’ili a i ,> ' a* li** j» |m i m J 

iM< rinini[;in' I'iiit |i‘ i(UsUfi.> I* n* »h I > * i." < i I . ». »ju ^lhM jtiuiii 

i* 10, i» » Im* rh mnlh I jamM !» I .'11 i *♦ » M jU . j m (h'oii 

rifhirn lili ’m’im'M* I i, ini i iia il* j punl* i' 

I:*, i'l'irlii.HMH iiij) 1| i’M.. IH] iiill « *a » u | _ ,//. ,;j , |i>*nihaiH hi 

ini iM Ki'/iuni (ii h iniln njn lii* n- < ^ii ' - . , , . . m ^ u 

|jrr la nsinra >V mha * a-Mii i.i uu j . ^.|vj , , naiinn ptn 

mJi nl(ri iinallhi |huiIi *'Mmmii ni I ^ , ]h ^ r . or , ^ ,i r, 1 , * r, 

|;ini ili’lln M*»*iijni piam^ ch I, »*nn itnw 4s <- ^M4r^ 

0 1 '* a I I . u I s *1 Jti 

ii\nn(i in niinuiii* ininh ih(jq4i 0. I ! ^ i ; s '1 111 “I 

l!l. Min Hint* .’li |iiiiiii |ti'i ti nun jl•<||•^•t(H )•' ,m j'. . i«. i, % ;,• !<(,.• 'iia rttJii* )• 
‘/iniii IiiIIm ill i’' niii piiini |i.i. .mti j'l i i', ■ I ,t , m ji-, U (I I '.'IM Tili. 

(‘ill MMiiiiMli i|Un,(i> niliH'ln- i< I',; If, 1 .1,1 lull. (. ill,. I.,u • Iii, . h.. itnu 

li‘ illlii»illi ili'lli' ni|i|i|i. ill |(iiiili ill 1 .liiiti. ,lt . ..:i n . i ,,i;,i. . -i > .u ,‘ i i dIihih, 

■'ll III! I illl>|.',ittl' ill nil |MIIII>I III I III 1 ♦ I-II ( il i »i I III ’IJ II, I JI I ,I)«, |,. 1 II Ij iiiii'.n |li<' 
|itlii(i niiii|ii,.;|ii |. I'liiii.i ■|.,'|II||. ill I ,„il,i 1 .j,,.!.,), Ill I s „•, 4. , .>..||<-H. i...) |i|,)iiii 

(1 nl ill iiiiJi 'iii|ii'ilii i.. ill *," ri i.I.i i.i. , i) t i.| H , .j ,. •,, .,,, j. .j,.,,. jn ,,,,. \ ,j,„ i,, 

:iii|iii|Hi'ii. null .jiiiiiilf m mi,) ii|i.ii|i!t, ji.j|. .Si ’ , i . i'-, > 'Jo f->y , | m l> |i..|. 

('in r iiuii”iiii’ ill'll' iiili'i, i». iiiiii< mi.i imv.i ,!i i, i.s.fm. n‘I ! ,t t , l.i ((ii,i|i'. 
("I'ti’iidii il ll(ll|•ll ill.' )iiinii iii,|i|M ilii),. lit'. I'll, fil ’;i |,ii,, ..jin.:-. .'i.ii.h.. Ii ii.ji- 
|iii' ili intiiii ill ).|ii |i. n.|,!iiii., ii.fii. (H.u-:, , l (_ ,, ■ ui‘ i. j. |i* i.niiilii' 

‘Jiuriii, I II I. 'll) (i:(i;iii iir,';ii 

I'l, Id I'l'lM'ljilc, 11(1,1 i|iialiiiii|iii< ill. ||< i|]i> itii i> . ill,* ..| i<|m fill',', iifi Hi ( ) ,ii |i|iiiiii 

.1 0, la'i'iiilii |iiir I iitii |iiitii|i i)ii. Ill 1, mi.i ajm,'), j., , ,, . | „i,, fmii.i nti' ml 

I*' ill (•', iiili.|:.(.r;i !■' .n.<iii.|,i ihm ,m^ . .Si i- > ..|.j)i).' j,|., .j, ..i,, ,, il.,( {|;t ili 

nil |itiii|ii i|ii..||li(i|i|ii ill (I. iln. |,„ j„, ,m ai, . , ,j,., ) ,() I, tl‘| ;l r.VU’. 

\in'\ri.(ii, I III Id II' I III M< ili i>..' iiiiliiti' ,|| i|ti) I », 11) I I ,j i.-Siv i!i)i)iiti.i Hiiu iiiMi'uii 
(Ii llit(.|fi('/iiiiii (II I* |.iiii ,.ti|H'i lii'iii I', till ilk' 1, 1 ill t> I })• 5 1 .1 I > 'u ’ i' ill < " Hi .iiiid (i (' 
Id) Hdiiii iiiiidiln dill. .,| ,|ii.//iiii.t III kill), nut,, .it \ .. , „s i|nj.j,i.) m (i, r Itn 

*) (.fr. Moi. I III II, III III' ,Viii-/i»ri /if.-)) ill ii..|(i()_ j k,.<ii|Hi.* I**.'! *4 -.. '!h‘I .'ll jitliKo, 

III. I (|llllli(<i 111 >.ii|i|ilii, fliii iililti,) liiilii I ,ii|i, „-j .j.,1 „> ,( i||.i 1 Jh ji' J‘ D) ill »ii 1 ...|d falll.'l. 

lit dll lim.|nlllt.l IIUIHII nil nn.l JMII 1.1.1,11. A... Jl.l. <,f/ ,( iHil It. H3| 
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quosto VC no sotio, in niuncro finite, cho consfano di qualtro conichc (iiiorociantisi in 0). 

Iiulichiamo con n uno qualunquo do’ Bct(e ininti 0 1 *3 3 4 6 G. Lo retto per ini punto 
a ivapprcscntano curve di 4.« ordine eon punto doppio in 0; c curve affntto aiinlo,!;ho sono 
riipprosontato dalle curve di G.n m'dine die passano semplicemento per quol punto ii c 
doppiaincntc per <![li altri soi. K siccomo una di quelle retie cd una qualunqiic di quesle 
curve fli o.” ordine coslit iiiscoiio insieme una curva di G.“ ordine osl 

le due curve gobho di 4.“ ordine, di cui quelle sono In iniagini, giacciono in una stossa 
supoi'fioie S di 2." grado; c quel tnscio di relte c quel fascio di curve di 6.“ ordine rap- 
presontano due aerie di curve gcneralrici della supcvfific P', giA da noi condderato 
altrovo (§ 1 , 4). 

Ciascuno do’ pnnti a dil coal due scric conjugate di curve gobbe di 4.® ordine con punto 
doppio in 0. Anolio le conichc jicr quatlro puuti n e Ic curve di 4.° ordine passanli sem- 
pliceniente per questi c doppiarnontc per gli altri tre rap])rescntano due analoglio sovie 
conjugate di curve gobbe di d.” online. R lo stesao dove divsi di due fasci formal! I’lino 
dalle cubiclio passanli per cinque punti a ed nventi uii nodo ncl sestn, I’altro dalle ciibi- 
ohe passanli per quci tncdcsimi cinque punti cd avonli nn nodo iiul scttiino. 

Per tal modo si oltongono; 


7 + 


7.G 

2 


7.6.6 

2.3 


= 63 


ooppio di serio conjugate di curve gobbe di 4." ordine con piinlo doppio in 0. E poicli5 
(§ 4) due serin conjugate corrisponclono ad una genera'/, ionc dolla siipcrficic mediante 
duo fasci projottivi di suporfioie di 2." grade (tuttc toccantisi fra loro in 0), cosl possiaino 
dire ohe E ammctlo qnosta gouora'/ione in 63 maniere differenti *). 

16. Como gift si 6 voduto (§ 6), una scric di curve gobbe di 4.° ordine iie conticne 
soi spoz/antisi oiascuna in duo conielio (postc in piaui diversi): ci5 chc del vc.sto e iniine- 
diatamontc conformato dalla rappresonta/.ione piaiia F. E siceonie duo ciuvo gublie 
appartonenti a sorie 'conjugate sono in uua stessa snporficic S di 2.'* grade, eosi vi sono 
suporficio S di socondo grado cho scga.no P sccondo quatlro coniclic. E quesle supcrficie 
sono pur conjugate due a duo. Infatti, so quatlro piani segaiio P seoondo quatlro coniche 
situate insionio in una superflcio di 2.“ grado, ancho la riinanente intersezione, forinata 
dalle altro quatlro conichc postc in quo’ qualtro piani, giacorA in una superficie di 2.“ 
grado. Quale A il niuncro di cotesto supcrficie S seganti P sccondo qualtro conichc? 


*) Cfr. Steiuer, ItHgensehaflon der Ouvven vierlen Grades nielcsicMltch Hirer DoppelUinfien- 
ien — 0 IIesse, Ueher die DoppeUangenleu der (haven ()wr/crOrflniuiff,nolGiornalodiCREt,i-E, 
tom, 40. 
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liO cmiiiilio iiic.iiiilnilt' in iiii iiiiiilu, uliu' .ui n. tin iinn ilnia miiit’n m-iik (5; 7) in nu- 

incui (li '.17: iiiUtin nini linla runn n In linilc ili :’V ili\<'i »’ ih 1." nuliiii', 

I’nr (Ini' cniiii'tic avniili, ollit' nil H. lut ininl" (•niiuini-. |ni. .nnii i iiiiinr >u|M<ilirii< S 
ciiinc.iinii (li'lln (jnnli i‘iiittii'in‘ nlfit' diii' iniiiclu’ Inlnlli. ((iii'lli' iliu' c Miticlii', cnijii' i>iim|in- 
iKinli (inn (tiit’cn I'.nlilm di I " 'lllhnl•. n|i|iiiili'ii"iiiin ml uitn ili'lli' ',1 li.l .ii'iii' (I* I 1), i> i|iit>!i(!i 
mniii (Ij •!) ninlimn' iilnv u |tii,|n di (•(•mi'lic. i |»i.iiii di llu niinti >.l•ldll•lilIllnl K imi'tiiidiHdllc 
fi iKijik elm ii|iiiiiil('ii,”,(iini nlla m’IK' i’(Hiiii(<alfi I'i ni'ciuui' diu- cmvi- [uddn' di I," miliiii> 
iil)|mrlnni'nli ii dim nciic iiiiitiuj'.nic nium M'lninc inlnnlt' in nnn ,,li' 'ii Mi[ii'ilifii* S di 11," 
(!;nMin, niiiil, iirniidmidti nd iiitdliin iin |ni|ii dnl |uiiiiii !'nt|(i)u di |t.i|n nil uii ]injii did H(>- 
iKiiidi) ii'i'H|i|in, id iivi'niiint niKdlm (•ludi'ln’ liliinlc in nnn iln .n '.ti|iritlfn’ di (;nidii, 

I * . i 

Uii pi’r Miia il/ilH runii a tii !•' [i{r-'<.'inM Ii* -upu lii i** S Hi ['nuln 

(aii'inuiiii ih'llo ijtinli K 0 |;n h‘ fiia'iHHlo In* aim* I’niiitHn*. (I rin* '4 pim aiH lu* iImHium' HuI iim 
linnimo (onrniua rlia In nupniliiHi* i»i*iH*tah' 1*' ha In [Main Intaiirpiili: ai tinnli |iiaiii inir» 
j'infaiuiliiiin nii|M‘rlloin ill t!.*' I'laHn paMianli par S\ \* I" in altin ln‘ i nnii’lu*, Ufa 

Jf[\ 0 una (|uahiiu|no (U'lln hli inmirln* *li ilnii*pii\ 

II uiininni tiHiiln Hi'lln jinpnrlirii* S rnuiinii*nh (piaUiM taniM’In^ ill I* v ailuni|ur 


nniijitffnli^ dun a diii^ idd/unainln, wih uv itiMlu, din* sup**! linn S In nn nttii 

nouinhu I'ianniaiin, dun a din\ in ipiiilho piaid, rnnn pipj^dainn mnidudnn idin *u liannn 
iilh nifppin dl iiiipnlhdu S (’niijunali*. 

Id, till, nu|)n'linin K nnilinm inlinitn nn vi* rnldii* it ptntinn ti v pniinn d, In ipiall fni*' 
nuuin dun niHinini Iriplamnaln intlidli* ^hinlh* di nii d dnua Minn lappmanilaln nul piano 
|i'" (§ 10) dalln niu'vo rli oidiiu* 0, U 111; ipmlln dniralirn dallo 

nurvn di l\ :i*, \\ i\\ i. H. •), 10. la* nnn r h* atm* pa.mno |M*I pnnln 

0. l)u(» n.Ul’vn di divntd niainni fjiandninp in una atm -a Mipi*rlirio di <tnhnr n *d Hnuaiio 
in nllri dndini piiali, Dunnurvinli uno tUn -in ‘n-Ui’ina hanrm iiivnn* "idtunto fiiHpinpunh 
nnmnni, nlhn atl 0. 

Ilnsmnio dni dun MiMlnni nnilinno una rntn ili nirvn la/ionali, pni' In ipiali O nn punlo 
iripio, Ln iiiuigini di nann dnlunnihi dalln iinanjni itiaii/i ilfniln, Hlannunln da *pu‘'dH la 
miliina 

«. 7.H.1I. 10 

oho nipprn«anla il pmUo 0: laisiu auppiiiinnlo nlin It* Kupnrilrit* finuanii di d/* mdinn, non 
Kolo pasHiiln por (I, rmi ivi (nnrhiiui il iiiaiio a' 0. Allnra hannn pn intuKini dniln ourvn 
ni/inindl di Od* onliin*^ lu'irnn aiiUnma In it*lh* tint pjamt h » iMdl nlnti In innn di 
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ortline Duo curvo ia.zioufili di uuo stosso sistcma si segano in un solo 

piiuto; fine curve di sistonii differenti in elln puuli, oltre ad 0. 

17. Mediaulc Iti ti'asfovinaziono quadralica (§ 6) adoperata siiiom si potrebl)6 con- 
tinuaro a dodurro propiiolti. della sinjorfloie F dalla nota Icoria della siiperficie generale 
di 3,0 ordino F'. I^or ora io non addurrd die la costruziouo geometrica della rappreseii- 
tazione piann. 

Per la suporficio If, assunto in ossa due rcllo a,,ct2 clie non si sogliino, i puuti di 
T?' si possono projoltare su di \ina auporficie di 2.0 grado S' die passi per cti, mediaute 
raggi appogginli alle dirotlrici a,, Con ci6 i punti dolle superfide F' erl S' soiio inessi 
in cori'ispondonza iinivoca. 

Passiamo ora ad F; prondiaino in ossa due coiiidio ^i, non sogantisi all’infuori 
di 0, 0 sia nna conica che incontri taiilo quanto in nn secondo piinto, dopo 

0 *). Sia poi P il piano di Por un pun to qunlunque HI di F si pufi condurre una (ed 
uiiB sola) conica la qnalo passi por 0, ivi tocclii .1: = 0 cd altrove incontri aiicora 
lo tre conidio ,>Tl, ^i, Infalti: la conica tSb sara I’uUorioro intersezione di due super- 
fioie di 2.0 grado passanti por ,^1 0 por M, toccanti in 0 il piano j; = 0 e eondotte Tima 
por ^1, Taltva por La conica incontra 11 piano P in un unico pinito Mi, poidie 
gill lo altravorsa in 0, Vicevorsa, assunto ad arbilrio un punto M, in P, costruendo la 
conica (unica) cho (occa a: = 0 in 0, passa por Mi c incontra @1, si ottor- 
rebbe nnivoeamonlo il punto M noirunioa intersezione di eon F (unica, percbe giil 
quattro intorsezioni sono riunlto in 0 0 altro Ire eadono risp. in <^ll, @1, ^j). 

I’or tal niodo soiu' ritorilo Ira loro, juinto per punto, inorce una projezione nella quale 

1 1‘aggi projettanli sono coniolio, la snporlicic di 4.® ordino F 0 il piano P. Da questa rap- 
presontaziono piana di F si deduce poi, con note trasfonnazioni, la rappreseutaziono 
d^ordino mininio: quolla ciob nolla quale le iinagini dolle sezioni piano di F sono curve 
di 6.0 ordino con 7 punti londamontali doppt 0 4 soinplici. 

Itoma, gitigno 1881 . 


*) Per oaompio, eiiuio g,, lo oiMiicbo rapprosontato in F' tlai punti 1, 2, e sin ^ la 
oonioo avonle per imagine la rotla 13. 



('()MMKM()l{.\/|nNK HI i| .1 :,Mrni, 


AHitfitin fi\ nuii'ftiitt \fi t fittiii Ml , t hImk r Kti l> / j.p H ; iw' 


II hiMMi) ('u);mona la iiiut r ^ t tHniMMMMUi.^iMiiMMli'irillM in' matrinin 

(ini lli;Na\ Jciiin SM:lMll.^ iimlr mi' ili h. Miii.tim nlinl Pailj air I nui i ij|a 

ill OxfnnI. r!;;li am naiini Duliliannal IKm; iMiinn a i^fnnl tllMiMaaiM tj, p Hail I'min 
liiailtii ila'Oi iiiniunaiavnli inniai, ai i|nuli aia omnmnimi)** |m<} nm* a lirlli ama 
clali il('iriii!'[ai»;ii(i ii ilairaiiiniii, (ili Miiih ih I^mhh m ui(i 11**1 I 'aiiila'. ainl I Mill. 

Mulli, Jdurniil^ iiai l(a|Ho(’i ilalhi llnli'li \ mi'mIimi), nt iir Plnl liaii a ma l*rit' 

analirii^M ilalla Uuy/il Sni*ii*|v, Oni I’mm ri'iliiav lii'lla I nmlun ^la( hmuM a al iii*| 

iM(»s}inM*aJ‘ al' Mulliaiiiiitiin. im'I (iimiiala MafmMaiua ih (uni, n* li Vimali ili Mali' 
uialini (ill Milniui), iia|*,li Alii ilalla 11. pVi'iailamia tiai ( ma* j U^'nl, »i*’. hrvmi i a lut 
iMKi H(ii|iMmlu ZiV/i/im/a Miltii fniiia ilai iniiMi ii, pn i iM Um all’ \ .a iaMana ruilaimlni 
II III) i I till iHliU al IHlili^ (mI iitijt Iii'IIm iiiltnilu/imn' 4*11.1 naia^la ilvllr nimaa tii I 'nn niui, 

lai iiKMiuiria ill Smith hi rifniiiniHM <*1 jiiii iHihn iimMimi <l* lla hmia »[» i MMiiiau. ih'llii 

li'iH’iii di'llo fiiit/Hiiii (dlillirha v didla *H*i(iiiit(na inialnMa; ii ullali iiiHivi 

ilalln pin alhi iiM|iiU‘(nii/a nmn n’lillr mii fala [M'lfiviMar di |«riiMa * hn ajun jia i lifi'mi* 
(ni iM'Ila ojiani tli (tAitfia. Vvr la <aia mhhhui iiiHili' Ma J'Jmuii ih*m i ia (m v i ‘'mM’ml 
liHHilo i*iHuaaaul(p liimi d liadiittaira tiijui* iii.i diitdiiM la Imia In i oh 

liK:li(a'A Ira |i[li iimiiiiii piu hiniiiiMili did ram han|iii. L.i Ma Hinih' in iia nimmi fu' i’a m 
H al [liaiio Nvilini|iN dalla niia allivilA a iiim [Hadifa iiirpandiiln |m i la i ii’ii/a 

liNimlcim hi iiuom d'avar niiHiMiMlii |iaM*MHiitmrNh^ Smum in Oxfiml md ^ tl'a- 
varla rivadiitn diia iiiiiti iIn|in in ItiiniiL 

IntavahHHHliHsiiiia iiuliyia dallu viui r da'di ^HiiKi di Smiim i i lud 7 V 

nms dal 10 a dcd \*J, faliliniiii, iial Maimv dal ;!:! a ni'ir jMidn/i/y did 17 tl, m, (Jiia-^la dna 

ultimo coHiinuniom/doiii hmihi dovutu a W, SruuihWiMiiM.i riltuf^Ua l^ra.ddaiila dalJfH 
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Koyal Society od a J, W. L. Glaisubh, Toperosissimo matematico del Trinity College 
cli Cambridge. 

Noi oi associamo al voto di coclosti egregi serittori, che le opere di Smith edite ed ino- 
dite siano raccolto e pubblicate in colloziono, come gia fu fatto (per parlare della sola 
Granbretagna) dollo oporo di Green, Mac Curlagii, Gregory, Leslie Ellis, Macquorn 
Hankine c Clipfoud, con immonso vantaggio dogli studiosi. 

II sooio Cremona ftnisce doplorando die Tillustrc matematico di Oxford sia morto 
priina oho I’Accadomia potosse annovorarlo tra i suoi mombri. 



ill). 


CKXNO |)| W 


\iti ttflln ft I* r/nn (/u f i I I t < ‘ (It \M J' •>, 


SiKin IniM'ohii |HirH piii ili ilui’ UU' \ iliil 'MiMjMM.* pm i In- n 1 1\\\ ; ptu u iwumu., 

voiiiHo (M)]) hi nuisiMlt' in llalhi pin iiii ih ilipnihi, Mill ed i|ui h.t iini v v\ 

ln|,»l»rva lliui ^silii Mi’inniiii iiuilmnafirji cti** ilnvn.,* » > 1 *' rnliuiia ua l.ifna innitllinn 

Oi'ji ('}(li ila iiiKi n'tliiiiaiia itinnin IVfniiK muimu nrilr (Mfnhr illn rji ili U p I iiiiin^tin' 

Ahhiiy! la iinn iliiiiiniiirliinh nuii r^hpifnlihi fiinnia \u miH Mn na lainii^lia, 

nnl Holtninlin' IM'Ai, nallu >mu\ rnn*^j)i(ir/i villa t\\ Cmuht' (laiih pn u .a^wnnahi, v pa- 
na'vlii aliri I'm nni lt> liMiiiin ptir mmim' riiiia ti a lannlia. h a Maii n, Mal{h<vt\ in alrunii 
iln’ aitni lriM|i[iitli viaf’i'J ;iiil nMiMiunifiv Nar iuiM In ha inNinnafo mi/a atiuulii; n‘»h 
(iiiil.'alln Inr/iliJ pi*r rtn liax/a ili viMifii n prr piruiMur iHiah\ a\M\a faiita MPriiplii'ita a 
rniHlaHliii (li miMlil 

SiaiTTiswiHHii: (*m. Main a laUHiia, I'll iMnniam il»i aiitira Kaimt^ha nhn 

uviwa iliifii iiiiiiiiiii fra|^r(n';ia lama imii u\u iilla lua am’lm airAinmh a Simlii'i 

a I'iiiiii, a llarmw i*il a Osrniil aal llallitil I a riafH ^Kfunh lOila* ail Mi'iniprinti 

dolln raac'imdn ilnl {)[\vvi\\\ Priiilinr IHlirn, tii nil na ilMpfluif ,um pailin; rna, rnah^rmlo 
f{li nlfiiri^ imii aamin mal irnn*iipai.‘<i ili ^liiili, priMtiliinnnhi In inafi'iiiatirhn, la linini o la 
liiih'im arinilalh Dolala ilVtMn«/iniiali ipialilA m7^aiu/Aiitiiri, hmm hIm ijunlinn o frrn fin- 
riro la kuu a/.ii^inlu, mn mm* niiiitniii Mn vini alia Hn\al alia Uuli -h Aff^airialiniii 

alia liOiidmi Malhi'iiialiaat Sncinly nt alia Itnyal laatifucinu. 

Huo priiim puhhlida/iimi iiniimlifirlin fnnniM |i< (iauuhm 

IH*I?) n n|i liUvtmihtff/ Tlimrmti ithliiui Ui tiaijnilnn IH/ili; nia ili tiii hi 

hnniiii |)oi aima ill) mnimrla, ilnlh' t[iiali mi inv.n apparinmiiti alia liidni, v pih ili til) a 
divoran parti dallo mninnalicho, tdPa^ti trallavni in niMtin ilu lunituird nlm uii ntri^Hinui 
amion, 1. A, llirnt| hi (diiutuaaHU VtnfHutviUinu* itiitu In ijuali tuniiinHa ai tru- 

vaiiu iiiHorito uol JMdhmnphiiial Miij^a/iuo, tud Camliiiil^n imiiI UmIiHm Matiminaiii al Jmiu* 
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nal, »g1 Quarterly Journal of Mathoinatics, iicl Journal fiir die roiiie luid aiij^ewandle 
Matheiualilc (di Ouisu.e'), nef,di Aiuuili di scienzc maleniatielic c fisiclio (di Toutolini), 
uei rruceodiiigs della Royal Society, della Royal Geographical Society, della Royal In- 
stitution, della Musical Society o della London Mathematical Society, nelle Philosophi- 
cal Transactions, uel lioyal Asiatic Society Journal, nolle Momorie della Royal Astro- 
no tnical Society, nci Reports della British Association, nei Comptes Rendiis dell’Acoa- 
clejuia dello scionze di Parigi c da ultimo negli Atti della nostra Accadeniia. 

A Spori'iswoooK fiirono concossi i piii grandi onori die an uomo diacienza in Ingliil- 
terra possa ottoncrc: la tn’osidonza della Sociota Reale negli ultiini anni di sua vita, e, 
dopo inorte, la tomba noll’al)l)a7,ia di Wostininstor, dove gitA da circa tre secoli riposa 
iin altro Spottiswoode, arcivoacovo di St, Andrews. 

Nol Nalurn del 20 aprilo 1883 si Icgge una hiografia di Spottiswoode colla listp dello 
Biio pubblicazioni, mono riiltima, di data postorioro, prosontata ai Lincoi. II Daily News 
del f) luglio di\ la doserizione dello splcndido fmiorale ch’obbe luogo il 5: da casa si rileva 
in qual nicdo eecozionalmenlo soloniio il Govorno, 11 Parlamcnto, i rappresentanti delle 
Universitii o delle graiidi Istiliizioni seientifiche e gli uomiiii piu insigui deU’Inghilterra 
abbiano rose gli ultimi onori all’einiiiente scicaziato die hiscia tanto desidcrio di se, nel 
Rogue unilo c ncl Contiuonle. 

Possa quosta comunanza di lutto essoro di qualdie oontorto alPogregia vodova od ai 
Rgli del caro e iiulimenticabile Spottfswoooe! 



ilt 


VN I'lXVMI'I.K <'1'’ 'I'Hl- Ml.l'il"!’ ") S'* S'i 

|-•|{(lM \ I'KNM M'il in, j"«l 


\,v\ Ihi'h' Ih’ ''ivi'n, u\ 1* w t'. a-n li ll^* j “ iU p -na . I, '-V -t, l» *», H, uf 

whirli nojlhor uiiv tliM'*' H** in n a"li^ tifi*', 4^t 4 »tou* . n'*»i ‘ ([!>♦< ui» mmii * 

|l| (‘i| i:ilois |:i| Piinti. IH l h»l HM 

ami Ilia lilfraii lif^hl Hiimn \'i, I*!,.. , lU, 

Tlnaai' a paiiail of niitji t (MUVd’i »>t ifh^' fhu'l Imvui ' a ninli' a( I 

uihI puMiia*. Ihmiiali Ilia nltiai fmolanii rital |*<i}it! i, tfS Mt ? \u njt^i \* fha » •nnHaia imhIh 
r«n ii) aa iia mImIIoii, vi/., Iliav ai»^ lianiMiUn vaMi t* fn f wi» lay x 

h'iva iijiiin ill I'niijiipala luV} al llii nuMlahMii ,na untiiita, tlia liria 

I V anti Ilia tainii* |'v| lin\a i*MUjir»ata iluaifmM af Uo ja*iid J, Jmi, Um’V uial.r Mp a 
tnihia I ‘ill loll, 

haiali nlhi'r iHUilaiKaiilul ptoiil 1 1 (lia aantia i4 ^ |iil\r hi«< Ami ♦♦ i«n t iiah 

t'anii'|l|, |*i| ami lanli liin* l‘J» III. .. p*ini< iU#* i Mijphirl |i,<Hnnni*’allv vvitli 

riM’aitl hi Iwii listal paililix Tlia iliViilull'ai Mn* » Mjiia [l| a \ [ann l! «'l 

(lirmii'li I; fm inalami'. fin* pMinl *l i . l unjirMh^ h* tin twnni mh r at { 1 1 \wfh 

i\t\ Tim in^ nlnlinii Hit llin linn l*i i nl hv tin’ jiuml aJiMiin Mluti, iiiifani n, 
(ha pninh. III. lit, l*i. nil am rnupipafn, n- lit ninl otS nn^ln* iij* .j ^ mMt‘ thhnn'h 
1115(1; and Urn imint I tninjmmln In tJn* M innnl im nliHi? n( I 'i v*ifh fin? i niiin 

Tlia Jaanliian nf u linmir f\w»fntd (ifi.nau* h( ♦‘uhir.i^ rv^H fnh i* a ii 

(I tJUlnniMiavini' HIS innlnH al tin* fiiinlainnutal jininif. ^unnally in mm ui tnhin*'‘ {iJlM5(i 
utmliUnH h' u unijia k P'illlftn; a nulnn hfpaKiI<^ u(i in\u n lav r tltrnu^:h J ffud 
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tlia conic [1]; 3“ a cubic made up by the line 12 and a conic c trough 345(5, &e.; we see 
ininiediatoly that the (sextic K) Jacobian of the rescan lo has the same tangent's as the 
cubic Ic at the common node 1 ; 2° and S® passes through the intersections of r with [1], 
niid the interseotions of e with 1 2 &c. 

The Jacobians K form a linear threefold system of sextics (123456)“ 

xKH-x'K' + x''r-i-rK"' = o, 

tlieroforo we have the following theorem: 

If six points 1, 3, 3, 4, 5, 6, are given in a plane it, as said above, we may construct 
a threefold linear system of sextics K~ (133456)“, whose tangents at each of the six 
common nodes are coupled in involution, and which cut, also in involution, each of the 
six conics [1], [3], . . and of the fifteen right linos 12, 13”, . . . Any scxtic of this sy- 
stem is the Jacobian of a rdsoau of enbics 133456. 

Among these co* cubics. there are co ' curves possessing a cusp (stationary point), and 
the locus of the cusps is a curve W (1 33456)“ of the twelfth order, which touches each 
conic [1], 13|, . , , and each line 13, 1 3, ... in two distinct points, and has (only) two 
distinct tangents at oacli qnadruplo point 1, 3, , , . : those points and those tangents 
being the double elements of the twenty-seven involutions mentioned above. 

Lot us start now from tho foregoing piano diagram, ivitliout any further reference 
to its origin; and consider it as representative of a surface 4’ wIio.se plane sections shall 
have the sextics K as thoir images. *) We see at once that tho order of d> is 12 , for, two 
sextics K moot in ( 6.0 — 6.4 =) 12 more points. Thus we got a ( 1 , 1 ) correspondence 
between tho points of it and those of <I>; any point M on it being common to sextics 
K, it is the imago of a point M' on <I>, in which the oo“ corresponding planes meet. But 
if M lies on one of tho six conics [ 1 ], [3], ... or of the fifteen lines 12, 13,. . . or infini- 
tely near to one of the six points 1 , 3, . . . , then all the 05 “ sextics K passing through M 
contain also another common point Mi, wliich is conjugate to M in one of the twenty- 
seven involutions. Therefore, in such case, M' is a double point on 4>: this surface has 
an infinite range of double points, whose locus, as easy to sec, is constituted by twenty- 
seven right linos, having as thoir images on ic the six fundamental points and tho six 
conics and fifteen linos conuooting them. 

If M falls at tho intersootion of IS, 34, viz,, if it belongs to two involutions, it will 


*) See Oaporali’.s paper in Oollectanea Math, in memoriam D. Chelini, 
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ON A GROMBTRIOAL Ti?ANS FORMATION OF THE FOURTH ORDRR 
TN RPACF OF THREE DIM ENSEONS, THE INVERSE TRANSFORMATION 
BEING OF THE SEXTET ORDER. 


'Vhr 'I'rinimirtionii o) the Koiitil MhIi Aeaihmu. viil. XXVril (18tsl), acienee, vp. 27!i.28l. 


The subject of this short Memoir is that of Geometrical Rational Transformation in 
Space of Throe Dimensions. When the points of a space S have a (1, 1) covrespondence 
wHli those of anothor space s, in such a manner that the pianos and the (right) lines of s 
correspond to snrfaoes F of m"‘ order, and to ciirves C of the n"‘ order in the former space 
S, E say that the transformation of s into S is of the m"' degree, and that the inverse trail- 
gformation (of S into s) is of the n"‘ dogToe. In fact the pianos and the (right) lines ef S 
correspond to surfaces <l> of tho n"‘ order, and to curves t of the m"' order, in the space 
s. The surfaces F (or <l>) are homaloid (unicursal after Cayley and Salmon), and form what 
1 name a homnloidiv syslom; that is to say, a single surface will pass through three nr- 
biirary points, and throe surfaces will have a single common point (if not an infinite num- 
bor), wioh is not common to tbc whole syslom. Two surfaces have, in common, a iiiucur- 
sal curve C (or fc). 

Genovally tbero are {fmuUme.nlal) points common to all the surfaces F (or <1>); if their 
number is an infinite one, they form {fiindamenld) curves, which can bo single or mul- 
tiple for tho surfaces of the system. The points on fundamental curves of each system 
are excejdional ones, with respect to tho transformation; they do not correspond to sin- 
gle points of the oilier space, but rather to curves, whose loci arc surfaces forming the 
Jacobiam of the second system. Of tho two homaloidic systems, if one is known, the 
other is dolovminod too. And if tho corrospondeneo is given betweii tho points of a single 
homaloid surface and Ihoso of a plane, my method finds out all the homaloidic systems to 
wliioli tho given surface can lielong. 

1 will explain the method by an example, which may be considered as possessing some 
iiUoi'Osl ill itself. UoL us start from a Niitlior’s surface F of the 'Uh order, whose only sin- 
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o'ulai'ity is a don1)Ie point 0 with a single tangent plane Q, which moots tho surface in 
four (right) lines passing throiigli 0. This surface may l)o represontend on a plane fin such a 
inaiinor that the images of its plane sections may be sexlic curves aV), having seven doU" 
l)lc points «i, rtj,... «i, and four single points ft,, b^, ft,), ft, comnron: all those clevon po- 
ints being ranged in a single cubic curve aft, which is the image of the singular point 0. *) 

Any other surface F, having the same singularity as F (tho same double point 0, 
and tho samo singular tangent piano Q), will intersect F in a curve of tlic 16tli order, 
whose image on the piano / is a curve a' of the 1 2th order, passing four times through oach 
of tlio seven points «. 

Tn several ways llio curve of tlm I2l]t order can break up into others of lower clogrcc: 
I assume a braking up into a right lino and a eurve a' of the Lith order. Supposing this 
latter as fixed or given, and tlie former as variable on the piano /, wo shall have the 
images of unicursal curves C of tlic 6th order, in which F is cut by co* surfaces F pas- 
sing (like F) timmgli a eeinmon curve I’ of the lOtli order, whose deficiency is 3. By con- 
sideration of images in /, we sec tliat 0 is a Irebio point for the curves C, and a fivefold 
ono on T; and tliat every C meets I’ in cloven points. 

Thus wc have got a homaleidic system of surfacos F, F, ... to which the given NS- 
thcr’s surface belongs. Con.sequcutly there exists a (J, 1) correspon donee between the 
points, the planes f and the lines c of a space s, and the points, the qunrtic surfacos F, and 
the soxtic curves C of the space S, from whicli we started. Then the pianos ‘f> and the 
lines K of S will correspond to surfaces f of the 6th order and to curves Ic of the 4tli 
order; for, the intersections of<a f with a lino, or of a Ic with a plane, in s, must correspond 
to the inter-scetious of a plane with a soxtic curve C, or of a line K with a cpuirtic sur- 
taco P in S. 

Besides tlm variable intersection k of the 4th order, the surfacos f of tho homaleidic 
system in s must have in conunon some fixed curves equivalent to one of the order 
(6’ — 4 = )32. To find thorn out, let us remember that a point of a r-plo curve common 
to tho f’s corresponds to a unicursal curve of tho >■"' order lying on tho Jacobiaiia of the 
F’s, and that the intersections of the r-ple curve wdtli a plane f correspond to an equal 
number of CHrve.s of the r"' order common to an F and to the Jacobiana. 

The curves of F corresponding to single points in f are seven conics and four lines 
whoso images arc the seven points a and the four points ft; therefore ilic surfaces f of 
the homaloidic system in s will have in common a double curve S of tho 7th order, and 
a simple curve w of tho 4th order. Tlio Jacobiana of the F’s is then composed of tw'o parts; 


*) SooaPaporof mine in ihe (JoHeelanea malhenuUica hi memorieem J), Ohdini. [Qnosto 
Oporo, n. 108]. 
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1.0 the surface A of tlio 1 lih order, which is the locus of the conics touching in 0 the plane 
£i and mooting the curve I' tour times; 2.0 the plane as being the locus of lines through 
O. The curve I’ is a treble one on A. 

All arbitrary plane <l> in S corresponds to a scxtlc surface -p in .s; but, if <1> is a plane 
M*’ passing through 0, which is a treble point on any scxtic curve C, the correspondent 
will break into two cubic surfaces; of which the one, i|),„ is fixed and answers to the 
fiindiuuental point 0; whereas the other, 'ji, is variable in a linear two-fold system (rese«H) 
including' cubic '[i coincides with ij),, when the plane M' falls on Q. As on every 

<p, 3 is a double curve of the 7th order and « a simple one of the 4th order, we see at 
once that all the cubic surfaces '[i pass through 3, tiut only <])„ passes through co too. 

llcciiirocally all cubic surfaces (<1>) through the fundamental curve 3 of the 7tli order 
correspond to pianos ('!'’) through 0; because the partial Jacobiana A must then break 
off from the surface of the order (3 . 4 =-) 12 corresponding (in S) to any cubic snr- 
faco (in s). 

Lot us consider the ro))rosentation of the points of any '|) on those of its correspoii' 
dent plane hr. This iiiano meets I' in live points, liosides 0; therefore it will cut the F’s 
in curves of the 4t!i order, of which 4' — 5 — 3 = 8 common points are coinciding with 0. 
CoiiBoquontly, the images of plane sections of •]> on H’* arc qnartio curves (with two coii- 
socutivo douhlo jmints on 0 and il) having eight common intersections gathered up in 0 
and five other common (simple) points. This threefold system of quartics contains a two- 
fold one of such curves having a trelilo point at 0 (with two coinciding tangent lines 
on tJ); wlienco it follows that the cubic surfaces t|) possess a common double point o. 

Two cubic surfaces 'j) moot,, further, in a conic corresponding to a line through 0. 
'I'horofore all the analogous (smics aro passing through o, and this point is a trelilc one 
on the curve 3, whoso dolicioiicy is 3. 'I'liis can bo proved by projection of one from the 
double point o on a plane it; a reprosontalion which can also result from the foregoing 
one of on 'F, coml)inod with quadric transformation. The images of plane sections are 
then cul)i (5 curves meeting in six fixed points p the cenie which represents the, double 
point o; and the imago of the Inlorsoetion of our surface with any other cubic surface [*'®] 
will ])c a quinlio p. A conic passing through o is represented liy a line drawn through one 
of the points 2.^; tlicn, it the conic is common to the two cubic surfaces, the image of tlieii 
fur til or intersection 5 will ho a quartic passing through the d've remaining points p; whence 
ive recognize at once the deficiency of 8 and the number of its branches through o. Besi- 
des, we see that the conic moots 3 in four points in addition to o. 

Any piano <1> (in B) intersects the F’s in a threefold system of quartic curves passing 
through ton common points G, which aro the tracks of T; these curves are then the ima- 
ges of plane scclious of a surface (p, when this is put in correspondence with the plane T. 
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SOPRA UNA TRASPORMAZIONE BIRAZIONALE, DEL SESTO GRADO, 
DELLO SPAZTO A TRE D1MENS[0N1, LA GUI INVERSA 
J!l DEL QQJNTO GRADO. 


I'twrciliniis of the lumihm MutlievuHienl Sorirlji, v«l, XV (ISftl), pp. •212-24fi. 


1. La brovo coinunicaziono cho ho I’onouo di taro alia London Mathematical So- 
ciety & soatanzialmouto nna illustraziono do’ mctodi di trasformazionc geomctrica dollo 
spazio a Ire dimonaioni, oho io cominciai a pubblicaro gi^i da molti anni, iiel Journal 
filr (Lin reine %ind angewandte Malhematik, noi Rendieonli delVIslihto Lombardo, nolle 
Naohriclilnn della E, SoeielA di GdUingen, nolle Mmorie delVAccademia di Bologna, negli 
Annali di Matemaliea, ele,: i qiiali molodi aono fondati sulla Icoria dollo trasformazioni 
dollo tigiu'o piano, da nio data nol 3866 {Memorie delVAccademia di Bologna) [Queste 
Opere, n. (12 (t. 2.")]. 

2. So M** h uua suporticio di S.® ordino, dotata di un punto doppio (conioo) 0, e so 

per oil! quo dollo soi rotto di '[•’ nsconti da 0 si fa passare nn oono goneralc di 4.‘> ordino, 
la I’imanonto inlorsoziono sar^ ima curva di 7." ordino l\, per la quale 0 fe un pimto tri- 
plo. Si aa cho quosta curva 1^ (i)or la qualo passa una rete, ossia un sistenia linearc co® 
di suporficio analogho a '1'’) puh ossovo prosa come curva doppia di infinite superfioie di 
S.*’ ovdliio, avonli anoh’osso in 0 un punto triple. E ancho noto *) cho una giftatta super- 
fioio pu6 osaoro rapprosontala in \ui piano f por modo che le imagini dollo sue sezioni 
piano siano curve di 4.o ordino avonti in comune dieci punti (toiidamentali) geinplici 
w,, Tndicherh tali curve col simbolo s m, wij ...)% = m. L’iinaginc di 

r, (1 una curva c„ ^ ossia d’ordino J1 c passanto tie volte per ciasoun punto m. Un’al- 


*) Onporali nol OollMlanea Malhemalioa in memoriam -D. Ohelini, p. 169. Cfr. una mia 
oomunioaziono alia B, Irish Aondomy, 28 aprilo 1881 [Quosto Opore, n. 112]. 


Oremonu, tonio III. 
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Ini mipnrliciii ili'lln ohIiih’ i* ilnhn;i tlrll.i ri Ml ulh’iinnuoiUn 
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imrviMriHlaiiii»/iiHii> i.i ipi'/./a in tir miv \[ K K ni K anu ill T nl ui uiia ijuiiiliaii 
(rii/iuiiah^) rliM iiHnnlia Ip ipHp K na iuna uiia \nli i r la, I tmlh i \nl(p. (‘liiaman'i 
<l»,i (I la !ni|Miilii'ip lapinpaMilala in ^ p *I»', 'I» , . Ir aim* aipi iliriP aniiliiiOns ihn 
ipHili iialln alp^fio trn i'pIIp It (pHip la » in\a ili^ppia I 1, HhHp Ip liMiiiaitn nn ai'ifiniiii 
iiimiloithtb' (Hjifiia I/iIp i Iio lin puiili iulnhaii dplln pa;in iMilividuaiin uiia «h, p tio c|» ai 
litt^pUti) ill Mil aoln pluiliM airililliPH iIi IIp lim p lnn<i^tith T > li U, li J, ‘Tnlip |p 
( puriliplii) aiuiloj’liP (!,, itium in iiiiiiipni i I , ♦» .1 11 i J \p|rp nilinjtn, p iIiip ill Piiip, 

m ponla in linu liiijiPiliriP *4 Mj-arm in uii .hIm puurp, ’rnltn rin appal iwiiani** 

IVitIn diillu nippriMOiila/iMiii' 

l\, IN»r III lU’npH (Iplla pipanilp iiipimniii, mnupiip ill iia hmimip il piaiui ^ mh'" 
iliunfn Ulia Ininlnrma/inilP ipiaihiMira 1 1 ih jiiiiin IninlauiPHlali laiin //i ri /a AI- 
Inru lo iiiuii'jMi lO^lln an/ioiii piniip iti 0 ^ laiaiinn nuvp rli ntilmp aunili in iminuin' iip 
piiiili ilnppi M MitiP punh ipinpliti hiJ\, . . ^ ; Ip nrip rap- 

pi'i'ianiiiniuiiin Ip ipIIp It^ \i\ H’. p In pitiva V ain lappn inlata thi nnn rm\aili 
l!t.<' ni‘ililin» i?ii pa^iiaiilp linipip miIip ppj i’la rnn pnnfH n p (ip vnlfp ppi riaipiiii 

piliild It. liP ianij’jni iIi'IIp riiivp (\ i.aianip» him Ip ipMp iIpI piaiip ,, 

L Ont in pn.aai lar pmh ir»pnjMliap univin ann niP i punfi tip| tlafn S a tpiplli 

(li lui alirn npa/.io a, in niniln pIip Ip Mppiinip 0 * p |p piu\i' (' nnti' puinlann ai ]nani ‘f 
0(1 alio I'oUo (li a. Si (lalia di (inMUi* ipiati .atppiln ip p qiiah pimp di pnni' ppiidpmiinn 
ai piaiii 0 alia ratln di S, Ui ipipalp mippilii ip p i im vp < appiarnn nlrantu Innnii pIip Ip piiinn 
liniui (li b.n nrdtim p riiauMidp dpi li,**: nmip n nha iLd ipi'aip in S* un piaim pnil nnu IV 
0 unit rol-U oiin una 

!i. lai ihiooliiium di*ltp p iiiia iiii[ipi[ipip d^pnliup Ii(H I) :to, n |ipi ohu IV 

il iinu inirva (4 /d I } V' ■ p Ip It mhiu n^fip i I . I I i d' , innllip, la diipitliiuna 
miKa unit ipmluiupio dollo iu uu Iuu|;m d'urdiup li . dt) d . 1 i* Id, d id, la mi 
imaj'iito in v lumliUiila did puiili inudarupiUali u h, I (Ufp piiuU /« lappipauitauu al» 
Inilhmto ml In (rmopuuti di \\\ v 1 puuti u lappji .i idauu nudi hp i^;*auli IV iu oirupiP 
piiuli il appu/ffpafp a duu rath* It. Ppipiu Iu duiiildaiui didh^ d* p PMiupnala: Id' dalla 
Hiifiorlipio dji (INudiup II, luuKii iIpIIp IriMMatuIi di !V, ppr p.> a, I' p purva iiuadiuplu o 
in Jl muiu U'n |5oupndiini apiu|dipii : 5 d‘ di Iip au|uahnp dt d.*' uiiliup UV. M V, idnlla 
inlo ouaHidnntlu a| priiuMidu di tpip.da uuuiuuiah [im aidi prr (V p n* pidlivitrupuip por 
ir jr, ir K, llir, UupalpHUpPinpip UVsouu appuutn j luppld drlip puuiphp uppiHPddMtn 
iu t) puuti u IV u uuuiutLuuti dup ndtp It: puiup 3d puu fupiinipiiip Muilivaru u y/a*s/pnari 
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ricorrendo ad una rappresontazioiio piana di una Mf, p. o. ad una projezione dal punto 
doppio 0 *). 

6. Lo supoi’tioio oostituonii la Jacobiana dollc corrispoudono alio curve fouda- 

montali dollo spazio s: pcrci6, in quosto spazio, avremo una curva c, i eui punti corri- 
spoiidoranno alio goiioralrioi di J,„ o il ciii ordino saril 7, porclife ciascuua coiitieno sclle 
geiiorati'ici di Jn; od avromo inoltro tro rotto i oui punti corrisponderanno alle 

Goiiieho di Ciascuna }* 6 una I'ctta (linoa d’ordino 1) perehfe la corrispon- 

donte '^3 ba sola conica in una <l> qualunque. E il siateina omaloidale in s(ossia il 
sisteina dollo supoifioio corrispondonti ai piani di S) aaril per conaeguenza costituito 
dallo snporficio fr, di 5.« ordino, avonti in comuno e^ como curva sempUce (giacclib i suoi 
punti corrispondono a rotto) o lo r como rotto doppie (giacche i loro punti corrispon- 
dono a oonioho). Duo /j si soghoranno ultoriorinonto in una curva \ (razionalo) d’or- 
dino 6. 6— 7— 3.4=6; tutto lo curve analogho corrispondono alio rotto di S. Una 
fco ineontra la o, in undioi punti o ciasouna r in tro punti, pcrelife le Jacobiane parziali, 
corrispondonti a c,,?', sono rispottivamonto doH’ordino 11,3, 

7. La snporficio 'Fj oho oontiono od R' R", insiomo con una superficio 'F, pas- 
aanto por Fi od Tl (vi 6 un fasoio di tali suporficio 6''), forma una superficio cui corri- 
sponderU un piano passanto por r; ossia i piani por r corrispondono alio 'I'* por F, od R; 
analogamonto i piani por / alio 'F por 1^ od R'; od i piani por r" alio y?" por F, ed R”. 
Quostitro fasci di 6'’, prosi duo a duo, hanno una superficio comuno (la 'Fachepnssa per 
r, fl por R' R" 0 por R" R o por R R'); dunquo anoho i fasci di piani perr, j', presi 
clue a duo, hanno un piano comuno: ossia lo tro rotto r, /,/ giacciono duo a due in 
un modesimo piano. E sicoomo tutto o tro non possono trovavsi in uno stosso piano (os- 
sondo rotto doppio por snporficio cli 5.® ordino), oosi osso concorrono in nn punto o. 

8. Un cono di 2.® ordino por r r' r", eorrispondorit ad una superficio di 12.® ordino 
F^R**R'®R''“, dalla qualo dovono stacoarsi lo tro suporficio *Fa = F 7 R'R'', 'F, s F,R''R, 

W'a = F,RR' ; rimano dunquo una suporficio di 3.® ordino por F,. Alla reto dollo super- 
fioio V por I’, corrispondo adunquo la roto doi coni quadriei por rr'r''. No segno die 
alio retto por o corrispondono lo oonioho por 0, appoggiate a F, m quattro punti. Una 
di queato conicho inoontra un piano arbitrario in duo punti; dunquo o 6 un punto triple 
por lo suporficio 

9. Ciasouna dollo tro rotto v incontra c, in tro punti. Infatti la Jn e una dollo 


*) Lo ropprosontaziono ha soi punti fondamontali 1, 2, 3, 4, 6, 6 situoti in una conico 
cho 6 1’imagino dol punlo doppio. Lo iinagini dollo duo rotto B o della ourva sono p. e. le 
xotte 10, 20 0 una curva gonoralo di 4.** ordino 12346. La suporficio 6 allora il luogo dello oonioho 

avonti por itnngini lo oonioho 3460. 
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avoiifln in tioiiiiiiin \\ << diip 11, ;i inujfir n< iin ihm m. <h 'A " nnlirin. '>i< M m, 

piirihi (li pm M pim.ma uhu '‘mimafum- <)i J,, ^ n ihm iii.MmnlM di T . (,)niniin 

ii\ f pimlM hinnni mn , rtc' rdi <M)dnH\'Kirr pt<i iMtmnin ((Urndu 
iitijjarric.iii; diiinpiM <pM’l lun^^rt <11 !i/' uhIhji^ ii1i< ]\\i\ i » di J d' , m Htimpnsln 

(li Iru lii'MU'iiidi di , 'I H.'i md i "in* i lit' i \\'\ hi* jiutih i iHhmhi run ruM-uii/i i. 
Ai i^iiHpH) piiiili ill ('III i\ iiii'iMilia iihmiunuiMifH uji t ^n.i iptadiirn pa, ||,,,> \^^ ^ 

(M)iriiipiin(lHiHi l(» miM|iiii tidlo in nii d , iin.i U' 

III, ( '(nmidHUiiidii lu iappH'; (MilamniiH di iina / ii) piufi>« « hiji dniniltqua h' in K, 
Ih iimn'iiti dnlln iii^/iuiii piaiii' di f autniiu \r i . tMin ) iifi in I* dallit d\ m iamiivn di 
(ildilHi ('(HI iHilln plirili dnppi \ , \ {liari** dl I i iir jHMifi »‘lupliri M (hilcm* 

(Idllit I'dlld lv)^‘), Idininj'UM' d«dlu iiuvh tniid’mHrnhdi < aia nna (iiiva l\j AMI, 
Irntudadnila Mipmliidd d,, ; (• It* ndfr/ iu.immm lappu da fM iiihHdH' ,\ IJ It', A IlMi, 

Aim (Inuu'd ildlld mipidirii* d jia M.inii pii i-Uf pnnh \ v pn dui> piinti M, Ciii. 
miiiiHuli ipii'sld I'uliiclii' v piinh*'*'»iiiLii in mppir di ptiiUi inripi'ialfi pinalinnld h» mnih 
uhiiil mii liHij^n o lit ii'hdivn m nindu i hi» unvn <i tnlir A IJ la inmiiiliann 
laiiln ill anppin di [iiiiili mtiijinniii, 

l<(i Ira aiiliialin jiimldainiH .'i jd'iinn idlriinuinniia dur a iiiH\ in i\i^ piiiiti 
lllin pm* maai'ini |iajn. No m’;»iH‘ i ln* i pnnti I ,l ',r i Miihhn mhim in: iniH' l'iiiia!{in(' 

dol plinin 0 IM'I piaim I*; end eln’ r;' -i pan i laldin lU * i rlielii* ilni,H<hnna \ II. |*i pnii' 

iiiaiiiloaMi idin ( {A \\ Tl' >nMn eoppm di [inidi winpi'ah, n p«'lfi\anionle per In 
oiiiiioiin Ainr, All |{, Anii'. 

II* I piifili I* annn l(‘ iiilm I'/inui di I' i ni fio mile, pii r anii pei i> e appie^pialo 
u I ,1 l(^ (piali oo'dil liiu'iiMn \ inifiplMn di n indln [i.unn 1* i.di miin .nim ipn lle rndlo (pudi 
iriiilmHOoami, dno a duo, lo fio .aipmliem eMlnidie I nil, \ U Vi, T KIL I<m‘ enr- 
nfipniidonn alio ndlo 11, l!\ It iioil'i laiji li ‘pmidt u/a ui(i\n4a ehe e i f(» lia 1*^ »»mioea- 
Irioi di d,| i* li^ ''onmaitiii'i dol oniin eln* da pinjeHa \ . J\eru mnne a uinnuae talo enr- 

riiipi)iidoM/a. Ihio mipmlioio di d.‘» nidiin^ pa anh pin V, m mpanii iiiidhi^ ' eenndn mm 

oniiiiwi olio pa'iia pm' (I o iinandia I , ipiatlin vnlit\ Mn, (’ li* due .aipiilime pa^‘mnn iib 
aiiiino pm* niiii lii ’ooaido di imjio indiuduaiin mi fii n'in, liHh* !e aipi ilirii' del ((iiali* 
liainio iiKillio in ('nninuo iina ipaioialiiei' del mnn Ol : e \ii'e\ei ti. lO lo duo 'n|M'ifirio 
pai^auuii pm* (jinvda p.mioruliim^ 0 '(;n miiilmiiniim e/iandin ipiella lu eeanie, 

!!!• I piiiili tnrolanioalali A, II ilollu rap(no, ordamnno di / in l\ jiuiiM jo unajdid 
di aolto oniiiidio o di ho iidh*: ipiodo mnlifuiM'uioi aduin|no la piUh^ vmialdin dell'in- 

*) Mn puA anidin ili‘dmm dai lalfn o)o^ 0 iin e nd ‘1' if^eentidn / loUo, o oho p. o, 

'i I , it It (uni mni ’i I Jt o(( .lihiiHiamn iiim 'I‘, 

«'lr. iUiimnW 1. e, 
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torgeziojio di una fr, colla .Tacol)iaiia dclle f, la qiialo dev’ossero deH’ordine 4 (5 — 1) = 16 

0 contonerc U’c volLu la c-, e sollo voUo oiaaouua delle r. lia Jacobiaiia c dunqiio coinposta: 
1.0 della supcififiio d’ordiiio 13 (perchc Ic curve C-, in S inconlrano T, tredici volte), 

1 uQoo dollo coiiiclio appoggialo alio r o seganti c^ in qiiattro ])nnti; 2.“ di tre piani i, i', i" 
dclcrininati dalle r prose duo a duo. Siccome in S la T, e incontrata rispottivamcnto 
in 3 , 6 IJiuiti dalle retie o dalle conicho corrispondcuti ai punti di c,,r, cosl in s per la 
aupcrficio j,,, la c-, e tripla o eiaseiina r e quintupla. 

II piano fa parte della Jacobiaua delle f in quanto 6 il luogo delle rotto (formanti 
iin fascio) che sogano r', f o iiicontrano e, nel pnuto die questa curva lia ncl piano al- 
rinfuori delle r\ f, II detlo piano soga j,,, secondo tre rotto usconti dal pnuto ora no- 
luiuato di c-,, lo quali corrispnndono ai punti in cni R 6 appoggiata a 1’,. 

13. Ai piani per una rolta ll dollo spazio S corriapondono in ssnporficie di 4.oor- 
cliiio por lo quail r 6 una rotta doppia o e-,, »•', r" sono linoo scniplioi. Porci61a curva c, 
giaoo in Iro fasci di 8 U]mrficio di 4.0 ordine dolato di una rotta doppia (una delle >■). Un 
fascio ha por liaao la rotta doppia, la e,, lo altro duo rotto r o altro tro rotto oorrispondenti 
ai punti in cni R is appoggiata a I’,. 

14. Abbiamo voduto che ad una rotta qualunquo K in S corrlsponde in s una sc- 
stiea (razionalo) h cho soga ciaaouua r tro volte o la c^ uiulioi volte. Ma, poielib ai punti 
di I'l 0 dollo R corrispnndono conicho o roltc cho hanno un detorminato niimoro d’iii- 
contri colic linoo tondaiuontall di cosi so K inconlra F, o lo II, la corrispondonto curva 
in s si abbassa ad un ordino inferioro. Por os. alio cordo di P, corriapondono lo coniohe 
appoggiato in un punto a ciasoniia t o in tre punti alia alio rotto soganti le tre K oorri- 
spondono lo cubiclio gnbbo cho inoontrano ciascuna r una volta o la c, otto volte; alle rotto 
oho iucontrauo P, o lo tro R cerrispondono lo rotto cho sogaiio quattro volte e,; etc. 

Da quest’ nil iina ossorvaziono si conclude cho lia cinquo rotto cho la .segano 
in quattro punti; giacolii! 1 ’ iporholoido fortnato dalle trasvorsali dollo R inooiitra 
P, in 2. 7 — 3.3 = 5 punti sitiuiti fuori dollo R modosimo. 

16. Analoghi risultali si otlongono considoi-ando lo rotto e nollo spazio s o lo cor- 
rispondonti curve a in S. Alio rotto trisocanli di c, corrispondono lo conicho appoggiato 
in un punto a ciascuna R o in quattro jDunti a IV, alio cordo di c, sogato da una i coiri- 

spoudono lo cordo di P 7 sogato da una R; ole. 

16. So ora si suppono data, in uno dogli spazi S 0 s, una superficio passauto una 
0 pill volto por alouna dollo linoo londamontali, sarA ovvio di ottonero lo piopriotA dolla 
eorris[)ondento supcrlioio nolPaltro spazio. 
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Afii ilt'litt it\ fUi idUiti, /iVilWii rinU s-ifj in»i. \nJ9ui1i 1 \i[t I'*.' hJ 

Ift'mtUunti lUt niii^ iMiif/i l^nmi \IV ,u > » 

1/^ Vci/r rrinh> /n , \ XXWHI A *>J, 

iipf*tv tiidU'tUiitii'fu loTtO'MM lliiiiUMi. ftintH I pjt. IX \\n 


Siiti:, l!i(A/,iO!)iiiiiiMA HniiiNA, 


ilit\ li'd vtilld Mi)l hntvti i'(ii'nii <li l•tulilli aiiiii la I!, Art'aili'ioia tli'i fit iiir><a hi 

luMii |i(ii‘ lib iiitii'lii iliil |ii'ii|ii'iii Pii"iitlmi(i>: i,tiiiMi.Mi Si.iia, Kiumi'mii Hiuu.'.nii, 
I'iiliiKNii) HKi.'i'UAMi. I'i liitln II (ill III viillii il I'liMi fiini'itii ri rti|]ii iiirjiii|iiii\ vi>iii ijiiu'ii 
(lonii) riilmiitii, 

i'liKiKNlo Ilni.ruAMi, nr mmn a|i|iiuitii ilun iiiuii, I'la <i(ntii 1I21 imi rli'fin i'lr liiti'iiln 
itiMi nun viiUi/iiiiiii iiiiiiiiiiiii', rlni n iiiitinlii, |ii'i' I'lrntlnili rara iiimtiMlhi, (iiiri'l ili i<iii|it’i<i!i, 
Sli|)(ir(ll.ii non imiixa iiriiiv.o In I<(';iiiiii>iitii ilnirmiiiiin, M'tiivn ili (ntin rii'i rin' ]inti< i:i< ilj ilii' 
i;tim'lii i|«fi;li iilinli, oitli iii iiiililmn’i^ ni ilnvi'ii ilrl ninivti ullirin nm i|iii']|a n'liViimi', i lin 
iiviivti iiiHiiiriilii (![li nlli ili luKii In iinii viln. hi i n''! 'a'|i|in, in li'iiijin u f-ai hri’Vi'. nuiiniliirin 
rninininhil.ni/,iimii lii i|n<>Hl' AiTiiilinnin nl lil•)<hll<nltll ii’bnihun «• htnliiin nva'tl«, l>i lain 
iijiiii'a Him, }mr Ini vniuinnnln iiii.iililii, imi cti (InliliianMi I'ln'i-ii' jirnlnniituiinntn n;niti. imn 
Hold {iiU'iilii^ I) hIuIii III, ill! Ill ilni'orn illill'AnC.inlniiiiii, iiiti niu hn iinii'ln* pni raia nj:fli avnvn 
niliinzi(itmiuoiil,ii, ti rnrmi Knilniiln r.iiii iiiliinn nriii'nin, n |inr In uriinn vnlln in mlln limlri 
onnKmiiilivi, (iiionliniiln ^li nzt ilnllu niiimi/ii, rnni|iiiilii riinjii'nim, viij.'lii'ni’inva il rihnnn 
iilltl (Idli/.iiiHii (|iiidl,d ildl KUO Hlniili), ho iinn nlin In initnva rJA ittm innliiilia mi'>tnrin>,ft 
liiir ini d i'diHd artdlid pur ('ll kIiikh! miMlii’ii innliUlin liin iinii pli nniiM'iiliva il lavnrn Hcrniin 
d li’aii((ultld. A im IraUn inirHii la nnlizia ill iinn Krnvn, iiii]irnvmlnta njinrn/iniin rliinir” 
gioa, alia (puilo ni ora (lovutn iiHBOggotlaro; « il lorzu gioriui tldjio di m'na, il IH folihraio 
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n, 0*7 HjUOEnxo 'BRrjiRAMT 7 Rcitipio ofiliRo (/ ooscioiito, CRjilciVti I'iniutiR piii'lssiniti c iiolii- 
lisaimal A.vuva di poco vavcaio il RORajintaqiiattrosimo anno; ora nella pionezza (Id) hiio 
vigoro intolletlualc; o ai apovava temporaria la diminuzionc delle forze fisiclio, poichfe 
fiiio a pochi airni addiotro, hollo o fioronto d'aspetto, avova conservato i! fasoino di nna 
j»iov 0 Btli cho parcva iimnuno da decadonza. 

n oaso fu cosi ropontino, cost insospottato die tutti rimascro percossi da dolornso 
atuporc. In o{»ni parte d’Tlalia o ruort, il Beltrami avova amici e ammiratori; da per 
tulto si lov6 un grido di sincere dolore. Lo commeinorarone con nohili e schiettc parole: 
iiQl Senato (al qnalo appartonova da soli otto inosil) il prosidente Giuseppe Saraoco 
o I’amico icdolo Ui.isse Dini; alia Camera oloUiva, Giuseppe Colombo, all’Istituto Lom- 
bardo, Giovanni Celorta o Carlo Somigltana; all’Istituto Veneto, Pietro Cassani; 
all’Aocadomia dello soionzo di Torino, Enrtoo o’Ovidio; a qnolla di Napoli, Lmoi Pinto; 
a qnolla di Boloi^na, Salvatore Pinoiieule; Alberto Tonellt a Lucca; qni in ‘Roma 
Valentino Cerruti o Giovanni Fuattini; Maurice L-evy all’Accademia dcllcscicnze 
di Parijii. Dope tali o tanto vooi, la inia torncrobho affatto suporflua, sc la ricorrenza di 
quosto ffiorno solonno nel quale i T/incei lianno I’altissimo onore di aceop;lierc lo Vostre 
Mnostil, non c’imponosso il dovero di ricordaro i moriti o le virtii del nostro iicnaniato 
Prosidente. Ma poiclifc lo prooodonU commomorazioni contongono gill quanto era pih 
iinportanto a riohiamarsi; o poicli6, so por dir cose miovemi indugiassiad evocareleme- 
morio di oltro qnarant’anni di intiina amicizia, o mi facessi ardito di entrare nell’esamo 
mimito doi lavori soiontifici del Nostro (ancho solo di qnolli in cui avrei minore incom- 
potenza), io varclioroi di troppo i Hmiti di tempo che mi sono eoncessi o offondorei le con- 
vonionzo proprio di quosta solonno tornata, cosi mi rcstringorJ quasi esclusivamento 
a spigolaro o condonsaro, da ci6 clio giU ii stato dotto, quelle cose cite mi semlirano le piii 
opportune ad ossoro rlocrdato nella presonte oceasiono. 

Kugenio Beltuami nacqnn a Cremona il 16 novemhre 1835 da Eugenio B. crcinn- 
iiese e da Elisa Barozzi vonoziana, tntt’ora vivonte. Ebhc ad avo paterno Giovanni 
Peltrami (nato nel 1770 a Cremona o morto ivi nel 1854) insigne incisore in pietre dure, 
cni fu moconato il Beauiiarnais, autoro di bellissimi camei c di altri lavori divenuti 
cclobri *). 

Anohe il padre, Eugenio, fu valoiitc artista, sopra tntto come miniatore, studift 
prima a Bergamo sotto il Eiotti, poi a Milano potto Hayez, dondo pass6 airAooadeinia 
di Vonozia, o colli conobbo o sposb Elisa Barozzi. Partecip5 ai mnti patriottici del 1848, 
nel quale anno and5 al eampo di ro Carlo Alrerto, dolegato dai suoi concittadini. Dope 


*) Vodi Antonio Menbgiielli. Oiovanni BeUrami vnsigne incism'o in genme, Padova 1839. 
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i (lisaiHri ili qiinlla i^imna. m rifin^jn in riinininin o lii lA in hVaiiriii. ilninin pin non Uwm 
lihiriio ill |)]i(.t'ia, 

ha nullin' KiVu\^ luaiitit ila t|inilla faiiii;';liii ih\iin//i ta nii imlMlta litalo a fi'iii|H \{\^ 
liiatip (1 dho i‘(nil,A nui;pa(nili a ipianipii M*r,iialH(i iialla ;«fuiia ili'lla lii'iiuhlilica ili Vmir- 
/lia, 0 iliiiuia iriiiipvpia nnn nnniiiiM', ai'iai rnitu iirllu iiutsira, in I'ui m slala allirva 
anlnhrn (iiinlilta l^aalii^ a (MUinaainhi {lar Imlatn nirn|Mihi/iniu |ii)niiulin m fuintiinili. 

II nasi Id hiuni.Nin aunaliiu in laiiiij^ia rannan alia aih halla ml alia palria; fanciulln 
a |;invinol|ii hi ndiu'uhi dalla nindin a dallavo inUiMint. lMm|iiaiilh li< M'liida idanii'iilaii, 
pjiumsinli u liraali di ('roniaim, aalvn par un aiinu, duninla il ipiahs in 'laifuifn 

alia raiaahdio dalla ipiarrn in huiulniidia, avnininlo la inadin pnilafii niMMi a Vainv.ia 
uiimim libara, biaa la ipiarla ipatiimatira in tpial (iiiiriir in rlin nia lia nnnm da M.vurn 
INh.Di 

Aiiiln |)id airiiiuvnhd({\ ili l*uvia n In adnidn a i|nidta Ihimdta inalinnatiiM in>'d> aiini 
sidlimUoi iHiiIl iih IHidi (jb, Nid iniviniilnn IMnll via nnirain ind I’nlbvpn 

aiaiau par uvarvi nUaimln an pnsdn di (ninla/inin^ r\'«uiiiitnN'][, nia uni Inhlnain iHnn 
ua hi niipiilHii lum allri| manisali di avnr piiHUH^u di^audini in iHlin al Kidtnn^ Ab. 
TONiu laiuNAiinu ani ipiali iitviialiip'i ipudla iiiatipjni |ndi/.ia, rlu' fiutava t iiinpliUii n 
nbiiltiniii aiiidia fra i idiiaard ilnlla aml.nn na. 

ha panlita dal ponlii nal t'nllajpn duinrii.itt pi*“^«pMin b« ',irtd(n//i' mniiMniiiln' tua 
fpavi par la iiinrla dal nniiini lha.'n(\M), il ipiala laiudu' vi i n /ivnsa pnu ^mlnln albi niuira 
ad al iiipnla. Parain a (piaiiti divaiiim inipn rrlbili* iiuliuMiii 'i alhriiiMU diA n miUninavi 
i iMiaidalii ivatau’ /// rn/nn? atm ilnvavann [uanadan* la laiiUM dnliiuab*; fn i ti inuhi a 
Ininaiivn (Tim Irulln la Mala vita ria aludanla tal a piulai i nmi mivnnibin iM aii a Vmiuia 
ad aMaumarvi nn iinpiaipi aiiiniini*itiathtu nirniintn par la ailanm/a di nim /in rnafanm *}: 
rimpiaifn idna di iiaipalarin parlimdiiia di'll1li;:a:pmia hnn\, iliudlina ilall'a airi/in didb' 
Hirada [anala dal I Vamdm 

Quairnlliain nnii diniilaralo da Ini, ina aai'alfahi, I'uina rpmibi alu' ’di dava i nia//i* 
vaiinti hdaliimiiin a luana/m', di maiilaimid iv a la nmilra, pM tul a lii aUaudi'ii* iindhi' 
a aludi n ad aainii. hi ullnra anniiuain par il Mutdru cpmllV i lan/a ili '►lavmn, 

inappnniuliila adampinnmtn da’ prnpij itnvari idu* mui A raimiiil inai, immnnum [m'i* uu 
K iornn, Hiim ulln nmidtv 

Qaalla Mirada farnda nriinn aMurailatn da una .Smdt'lA piivafa, a I'inuapMua IMhav 
aaaallanla parMaua> abba Hompra pid Nnntm anra ImMavida. «|Uaai patarna; Inttaviri la |nh 
li/iia aUHtriaaa, HiiMpaihaia di luUn a di tuUi, Hnupalit'i uiudm di ipud p[iuvuim Milanzimu* a 


*) Il mnimu Numh/*! liAHn*i&/a, ma dirattura did aralmiiiMaiao ill Vana^^ia, 
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risorvaln i oui parenti, del roato, orano insorilli sul coal (lotto libro nero. Con lettcra 10 
goiinaio L859 dol clirottoro <>'onoi’alo Buroiir, il Beltrami voiinc per moUvi polilici liccn- 
ziato So non elio, la rortiinasna ai trovil cl’uctsordo con qiiella d’ltalia; pochimesi dopo, 
il cannono di M<if?on1.a vobo libcia la Lomliardia, e ringegnere Diday trastoii Tufficio a 
ftEilano oondneondo soco il suo aegretario pavticolarc. 

A Milano divonne nol Noatvo, irrcsiatibilc! la vocazione, gia preaentita a Verona, verso 
gli stud! matomalici; oinDfi oho, vinoondo rinnata inodostia, egli si fece a doinandarc i 
CQiisigli cli Fbanoesoo Briosoiii oho avova avnlo a professoro a Pavia neiranno 1855-56, 
ed a cercaro la compagnia di giovani gift avviati negli studt o neiriiisognamento. Dotato 
di luui coscionza limpidissima, bon rara a vonticinquo anni, vide in piena luce la via clio 
potova 0 dovova l)altoro por socondaro (piella vocazione. 

Ad nn amico egli scrivova nol dicombro I8G0 noi tovmini seguenti: 

Il corso iinivorsitario, io Pho compiuto (parte por loggorezza, parte per quel- 

« I’indolonza olio accoinpagna ordinariainonto il malaniino cagionato dalle freriuenti av- 
« vcrsitil oasalingho) snguoiulo il inalvozzo di studiaro quel tanto cho hasti per passare 
« gli osami. Pordotti i)oi duo anni in ooonpazioni alTalto aliono dalle mio temlonzc. 
if Dopo quosta dura prova, formai rocisamonlo il proposito dt ritarmi a studiaro la matema- 
« tioa, 0 (quosta 5 la sola oosa di ciii sincoraiiM'nto mi lodo) tohi a studiaro con tulta dili- 
a gcuM una dopo I’altra raritinotica, I’algobra, la gooiuolria, la trigonometria, I’algobra 
« suporioro o il calcolo, como avrobbo falto uno oho avosso porcorso tutt’altra I'acolla, 
« cho la inatoinatioa ». Aggiungo di avoro studiato il calcolo sul tratlato di Bordoni, 
i dolorinlnanti di Buioaom o buona parto dolla goomotria analitica di Monge; e con- 
ohiiido: «Biooo la tnia aii])pollottiIo sciontilioa: sonto cho 5 molto scarsa. Sopratutlo mi 
« sta assai sul onoro d’osaoro tamquam lalnila rasu dollo doltrino spottanti al calcolo dollo 
« variazioni, ai lavori di .Taoow o di Abel, alloricorcho di Gauss sullo suporrieio, occ. 

Si, la suppollottilo ora scarsa rispotto alPalta mota alia quale egli lendeva; ma non 
giil por un giovano tovzatamonto assorbito dai dovori (Pun ufficio anunuustrativo, cho 
ogni giorno pih gli voniva a noia. Por liborarsono, cored unimpiego nell msognanicn o 
sGcoiulario-, ma gli hi d’oslacolo la mancanza dollalaurca. Quosta hi aiicho cagiono oic 
vonisso rospinlo (bon tro volto) dai conoorsi ai posti di sottotenoiilo nol Gemo mi i aic, 
ai quali s’era prosontalo, porchd «nolPattualc rimutaziono della patria nostra (com g 
« si osprimo in una lotlora dol 15 dicombro 18601, mi dolova ai sommo di dovere per oirco- 
« stanzo imporioso, ma ignoto agU altri, rostarmi complotamenle cstranoo al movime 

a miivorsalo ». 


*) I primi duo anni dl Vorona 
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ihj. M^NAinm viun, ijhh »tia iu;r;riiAMf, 


A hri^vii anihirn |mmh, nii/i tU ihuirni, i! \‘ilnn' \M .'um jUiiloimilioo si rivi*!-’ 

a alii Er> (lulava a|i|M'o/./iii a, vA <4ihn il ,m<i Ihh* niiMMinitf ill hii usairono iK^gli .1^ 

fitUi *li <Mli(i n lianiji iliil ’rniiniiiM; n i!i t- «' fu i liiamfila ralionzioiia li*^ 

Huiinit'iiu alluni hi'j-jalaiio ‘Tiin.ilit at ili'ITi ini/iiMHt; a il I^Ki/ruAMr, seiu'ni 

tni, 111 run (li'n‘t4u IM nlfnliM' iiijiMii)Mii«> |n<4i ^tn*^ '.f i .hnilinarin (li algebra cun^ 
lilpEiiDiifarn a di i^jMiutrliiM aniilihrii iitiirriiivai ilu tli 

Svimiilain ilnirilllirio iirlla tJiaih* fi'lialr, rln* hamf*i ppi' sri aiUli, 0 dove 

gMailiiatiiHii la nfinui a rulipE<ii ihi rapi p tUA iolhadii, il pudi- niu ntivnllo, soco condu' 
ainidu la iiiadin dalla ipiair imn ai; ina iiiai divhu, jivasa i a e Hiiliva sii quoll « 

aarhaliii rJin ria la itinfii aiMij'iiala. v i lip Mijifivti ili jutfia h nnit rnii niiorOp 

Ma non iia^aanuni nnilli niPiii o /da il lb i.imvmi na idii.niiaiti nd jiKa'a sode, Prorla* 

iiiatn it Iti'ipiii (Til alia, il di'l ![<■’ id ,ainlia\a lii afrjinn^ i Jiiigliori iiigegni o \ 

/'irvaiii jiiii phMiu'lliniH aftn l alfrilia niiMvaim’iH i i (iKnifp ii*lb uoi v(n*ailil. Maiicato ai 
vivi iinl iiiinzn IHlhi il a Ti ai piiirip 'i'i.n a jjpIIp nut! 1.0 Mnuico Brii r. 

ad a prnpMtdii 4Ji Ini In iiffi'ila al Iba \n\*u la i juit-iiia di f'pinb .ia in quolla Uiiiver:>ita, 
ani ipadn di pnd'arajiit nidiiiaiiii l/iin|npvpdnl « v, jipf intrabu, /aiduoenlo prDpi/hta. 
]air pni'o nan I'll, |inr nihdrdia, iirin>ala dal ht4. 

ridi'Mi il iMiiiHi'dia /id iin'aiuirM in ipn- jj f^ajaiin h* aha dnlrriuiiiato di rifiutarr 
tirnllmlii rallaiiii dal Hi.nii pni |iiii mviMid. Ibinta «li pia la iinaOHnil^ di mutarr 

" riiidii i/;/a din iniid idndi, il rlia pm la ianpi** i mm i «* dp;dt im mnamionti o dei pordi- 

^(fainpi, laidn pin rim, pai landmtii il lb in di .fudi pMpatalMU da tarsi ii) \m osserva- 
"finiu, p/i]i» rln* In uiiiiniin da ftallai 4 imlla iikin^a i atimba mhh dnhhaao ossere piira- 
'iiinndn lamirlin, Iei faumadu Iiiu/mi hi ralfidia di inCh-dihinnu ul i^atroli> mi place cll pin 
'Ml par la naUira dairaupniinnln rln' nn (mnia pi a l.i inan/por hitiiudinc chi' 

i» huirin nulla madia dunb idtidi. hinahnniitM nil .|iijr«'ri'ld*M ininpam^ uii posto clio I’opi- 
'Miiniiu piilililimt amuinhln' nii'vJiii piiohahilinmitn idhdair ad nii «lidiitln cultore di stndi 
'Mdliiii, voglin dim al (7ui\zzi; n i4m<, /nahn pm m indmiiln »Li i im, pnlrobha ossere am I lit o 
'mIil pndVsimi pin pmvinii rli nm n *da limimiMaiii dilTin » Jiaiuniiln, (Quanto al van- 
» fajnpii [lurniiiniin tln^ palmi a\rm dalla nmimia a phifi mo** MHlinarin, csso non e chn 
'f iiiniuuiilaann, in qiianln rim in Im a In v.ii n ii idl it^t <lM|n) itn Lirocinio piii o 

iMUmiu lintj^n anrln^ iiul pa-dn i jm mriipn adi ,»<„ r mni/a abliand^nnin^ Ibmiversitit in uni 

(i liM a np|lr;^u. rmnuinpir 'li/i, niin hn vnlni** m»|Mindijr al Iti m pririiu d’aver cluostn 
ifii lun runni*;lin, idiu ti pmipi vnhaanl lar rPiiiniiMu tihmi liiiaiimiihM^ 

A fjtnmfa lidlrra datala da ^b-imzia Ui a»pr,hi iHiKi, I'amiin umiHull.ato rlspose er?or- 
tando (i [lursiiaduiidti ad ai’rullan*. Ma imi pa* 4 ma rilali, I’Mum risplondo gh\raniiJia 
oiiUHta 0 piim dr) Iba/ntAMil r rfMnr ipjid r qimrli iiMiiiiiii rrniui divorsi da tempi 

n ila timuini [lOrtluriorl, <|uainlo (n vodiiu uim fnlia di pMshdanii far umii allo porto del 
MiniHlum « did (^nihiglm Hmirrimn duiriKtriUMiiitd 
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H Beltrami oedotto od aocoU6 la catlodra di Pisa, dove si roc5 ai primi di fobbraio 
1864 , Avova insogiiato a Bologna per un solo anno seolastieo; indi, ottenuta liconza per 
I’indugio, avova diniorato in Milano por aleuni inosi (da ottobro a tutto gennaio) die con- 
sa.oi’6 a sludi proparatori per la uuova caltedra, lavorando con I’aslronomo Sohiaparelli, 
siilito poi ad altissima lama, onoro della scienza o doll’Italia. « Stiaino calcolaiido (scri- 
« vova egli il 26 novombro 1863) la componsaziono della rote trigonoinotriea die venue 
« f oi'Riata nol 1843 per sorvir di base alia piaiita di Milano. Tl probloma si riduce a risol- 
« vore dioiotto oqnazioni linoari a diciotlo incognito, od 6 prooisamonto ci6 die da quattro 
« o cinqno giorni ci oocupa csclusivamento, colla sporaiiza di finiro oggi o domain. El iin 
« brion osorcizio di applioazioiio del inotodo doi minimi quadi-ati ». 

A Pisa skinso col Betti luia amioizia Iratornn, dnrata quanto la vita, od ebbo fro- 
qucnte consuotndiuo col Biemann, olio per ragioni di saliito avova fissato la sua diinora 
in quella oittit: i colloqui con quosti duo ominenti matematioi o I’ulterioro corrispondonza 
opistolai'o col Betti osoroitarono grando influonza sul Beltrami o suiriiidii'izzo doUe 
siio ricerdio scionliftdio 

Noll’Atonoo pisano non riinaso eho Iro anni scolastici; quel clima si mostrb contrario 
alia salute dolla sua dilotta raadro, cosl clio il Beltrami dosidord od ottoiine, nol settonip 
l^ro 1866, di ossoro rostitnito alPUnivorsitil di Bologna, oecupandovi la cattodra di mcc- 
canica razionalo: disciplina codosta verso la qiialo ogli si sentiva, moglio die verso la goo- 
dcsia, inolinato. In quost’iiisognamonto e nol clima salubrc di Bologna ogli si trovo sod- 
dislatto 0 tranqiiillo ))or biion nuinoro di anni. 

Nol fobbraio 1808 condusso in moglio Amalia Pedrocoiii voiieziaiia, dio gli 6 stata 
eoinpagna araorosa o fida por tulta la soeonda met&, dolla vita, dreondandolo dello assi- 
duo euro del piii toiioro aflotto, o clio ora sopravvivo a piangerlo, iiiooiisolabile o dorditta. 

Nol soltombro 1870 Koma ora stata restituita all’Italia o poi vi si era insediato il go- 
vcriio dol nuovo Rogno. Divoiuito miniatro doll’istruzioiio Antonio Soialoja, si aednse 
con nobilo ardoro arialzarolo sort! doll’TJnivorsitil roinaiia, cliianiaiido valorosi scionziati 
ud occiiparno lo calLodro vacant!. Dei dosiderati o ricorciiti fu uiio il nostro Beltrami, 
il qualo si lascib porsuacloro noll’ottobro 1873 a muovorsi da Bologna, consorvata la cal- 
todra di mocoanioa razionalo, como prof ossoro ordinario, o aggiuntovi I’incarico di un oorso 
d’analisi suporioro. 

A quosto mutamonto di sodo il Nostro ora stato alquanto roluttanto: lo tratteneva 
il ponsioro dolla madro, provodondo di non polorla Irasportaro a tauto maggiore distanza 
dai suoi gonilori oho ossa anoora avova pib cho ottuagenari a Venezia; il qualo raolesto 


’•') Cerruti, uoi Roudiconti doi Liuoei, 4 marzo 1000. 
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pensiero acercsceva le dul)l)iozzo proprie doll’iiidolo suii d’uomn tranqiiillo, tutto doditn 
alia scinum od alia sciiola. Tiittavia lo viiisoro per allora lo istanzo vivissimc dcgli ainioi; 
cd il Beltrami accotto e colla nioijjlie si 1.rasfoi’i a Roma. 

Se non die, non ando molto ch’os:li crodotte avor ragionc di pciilirsenc. A lioina gli 
parve die il riordinamonto iiuiversitariti, pi’omosso o sporalo tale da coinpoiisaro lo agila- 
zioiii proprio di nna graudo ciltii, fosse di dubbia n loiitaiia altiiaziono; lo spavontarono 

0 disguslai'oiio le dilficoitil del nuovo assetto, niinaccianti lo sue aspirazioiii alia quioto 
per gli stud? prediletli; e, peggio aiicovn, to impensiorirono liitiori per la saliilo della inn- 
glii), alia (|ualo sembrava non eonfacciite I’ana della eillil eloma, dio por })rcgindizf non 
aneora siuoiifiii si accusava d’insalnbrilA. Porcio il Nostro apovso I’orocdiio a seducoiUi 
proposto dio gli venivano da altri Atcnol; o siccoino da qiialoho tempo ogli aveva rivollo 

1 suoi sliidi alio applioazioni dell’analisi alia fisica, cosl si detorinind a cliicdore o ottonno 
il passaggio airTJniversit,\ di Pavia, dove infatli aiidb iioll’ottobre 1876 ad ocp.upnt'VL la 
eattodra di (isica mateinatica, coirincarico di un eorso di meocanica suporioro, Non fi ii 
diro qiianlo dnlesse ai colloglii di qni la partonza del Bei.trami. I'lsai Pacoompagnarono 
Goll'augiu’in die nuovi oasi lo rostitnissoro a Roma in tempo non lonlano: ma I’augiirio 
mm fti osaiulilo olio qiiiiulid anni dopo, nel L8()I *). 

A Pavia il Beltrami trovft, non diina miglioro, ma quioto maggiorc od altri amiei, 
fra i qiiali caiissimo Feltob Casorati, clio gli tonne grata eompagiiiii })or quasi qiiat- 
lordid anni. Un po’ piii tardi, cioii nol 1880, si mil ad ossi hlimENio Bertini. Morto itn- 
iiiiitiirameiito I’oltinin Casorati nd sottomlmi (800, il Beltrami n’olibo uiia trislczzii 
invindliilo o sonll I’amarozza doll’isolameiito. K poieliij o a liii o pin airainala consoito 
lo iicbbio dd Ticino non orano riuscito oosl |iropizio como sul principio s’ora liisingato, 
ai arrese ai rinuovati iiiviti dogli amid di Roma. 

Por tal model a coininciaro dn.iraniia soolastico l80l-‘.)2 il Beltrami fii roalitiiilo n!- 
rAtoiioo della Capitalo, dove ricntrii dosidorato o neclamato da colloglii c da soolnri. 10 
con noi riinaso siiio a dio iiiia morto immatuva non co lo rajii ])or sompro, iiifliggoiulo 
iiiia perdila gravissima o irroparabilo alia scionza od alia patria. 

Dopo aver narrate la carriora scolastiea del Beltuami, dirb brevissimainonto dolla- 
siia attivitil sciontifica. Egli 6 stalo quollo oho gli inglosi dicono uii self-made man: non 
' "alliovo di una doterminata sciiola, o di quosto o quel mnostro; dopo i corsl iiuivcr- 
1, suporficialmonte segulti, como ogli stosso contossava, o dopo alcunl anni di occu- 
ani 0 lavoii burooratioi, rifoco da capo o da sb solo la sua oducaziono sciontifion. blgli, 
iro modosto, si profossava grato a consigli rioovuti; ma dol roslo studib od approso 


) Corruli, 1. 0 
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tutto cla se. E studiii cosi )) 0 ,no, cosi podevosamcnlo o cosl rapidamcnto che in pocliis- 
siini aniii si trovo in possosso dcllo dottiino piii alto o polo inlraprcndcre o condiim a 
liuon fine diflicili vicerclio originali, 

Nei poelii anni di Pisa, Piudolo della sna. cattodua lo porto alio studio dello supcrficio 
iioH'iudii'izzo dale da Gauss; cd in jiarticolavo ad occuparsi dolla teoria matomalica delio 
cnrte gcografiche. Di tali studx diodo inivabili saggi nollo Hcnyclie di nnalisi tippUcaia alia 
0 nolla incnioria delh variabili complesse sopra unit siipcrfkie qmlmujuc. 

Egli stosso racconta in nna lottora dol 25 dicoinbre 1872 ad Enrico D’Ovidio, eoine 
fosse condotto a cercarc lo suporlicio rapprcsonlabili sopra un piano per guisa oho le loro 
liiico goodeticho siano figuralo da lineo relto; o coino risolvessc il probloina in una nio- 
inoria del L8GG, dimoslrando cho tali snporficio dcvono ossore di cnrvatiira costantc ^). 
Di cjui fn livovo il passe a tjnolla inlerpniazimp. della geomelria non-euclidea, die proioUo 
una luce inaspotlata nolla controvorsia. allora agitata intorno ai principi fondanientali 
della geomotria od ai concetti di Gauss o IjOBATScitewsky. E subito dope, svolgcndo 
I’idoa inadro dolla predotta nieinoria dol I8GG o coordlnandola ai principi tracciati da 
RnsiiANN in un colobro lavoro postunio, allora da poco vonuto in luco, pubblicii le mo- 
niorio sulla teoHa degli spazi di vurvalum coslanle, mile sujicrfine di ami minima e siii pa- 
iYimelri differenziali. 

L’ologanza o la gonialitil di ootosti lavori diodoro al Beltrami quasi di alancio quella 
I'iputaziouo cho si and6 sonipro piii diEondendo, sino a divouivo aminiraziono universale, 

Lo questioni sino allora trattato, altainonto suggestive di moditazioni sulla natura 
dollo spazio fisico, o d’altra parto i inotodi analitici da lui usati nolla geomotria dlfferon- 
zialc, applicabili anoho nolla luoocauica o nolla lisica inatomatica, lo attirarono quasi 
sponlanoanionto vorso i problomi propi4 di quosti duo rami della sciouza. Aiquali studi 
di analisi ap))licata ogli ora dol rostp mirabilmonto proparato, sia per gli inseguamenti 
di gcodosia c di inoccaniea, tonuti a Pisa o a Bologna, sia per quoH’innueuza dol Betti 
cho gill ho aoconnata, sia per una tondonza dol suo iiigcgno cho lo matematicho concepiva 
iiella loro goncsi storioa, conic mezzo ))or In studio della natura, od ora meno incliiiatn 
alio astratto spooulazioni doll’analisi pura: tanto cho, audio nei pochi snoi lavori strol- 
taincnte analitici, si intravodono quasi immediato le applieazioni a cui inira, anzl puo 
dirsi che quosto roggono o promuovono lo ricoroho di analisi **), 

Lo strumonto del qualo, oltro aU’intuiziono goumetrica, si servl costantomonte o che 
ginnso a perfozionaro od a luanoggiare da maestro, ora bensi I’analisi luatoniatica; ma 


*) E, D’Ovuno, uof>li Atli (loirAcoadomin di Torino, 26 tobbraio 1000. 

’•'*) SoMtQLiANA, uoi lloudicouti doll’Istituto Lombardo, 1 maizo 1000, 
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non fu pnr Ini, rnino InlvoKu |h‘r olfu in ooii. p \wv Mmo < m, a ^ hiN Htona. 
Nollu nliv(antn ooiiiMH'iiHua/ioiH' ili*! lof [ottMli oIm', dor aniil to roiio, i| Mi:r,- 
TUAMt Ica.'it* in tjtn^it ‘aniu, ilosoufi a!lo Xr hr Alai .,(5^ r di dtooi r nrirnnalio malnoiu-' 
lion dil(» hniiloii/o i» jh’IH'Io- la ila .na iappn rur:i?a di I,m‘ iio r ila J\ronr, rd im’al- 
(rn ({iii'niu|»;liala ftalln ili , ' • M’toj.i *f 1 »1 n nu foili di li m : < i* di I Miinofr.rr, 

0 (liiliriilivann'ido niafninhi rou r inn lO'Iiorjn tpii ^ij, 

iilinzioJUS il Noalio iliottidid rldaianimh' rlir \U 1 hi ap|raMnit» alia piiriia Hi'lhda; 
(id oi’a ai ptn'i ullVinoiu' run pau ,.irnirw *’4 ‘fir Ih i ^o^''u ♦ on 1 rni|d«o alfnnfaiilo nploih 
diilof d(^llu niuionda (tnnlioi/a. 

A (niniiiKMatn dot IM'd IliumMi iImIhu nn‘t U a • nr di l.o.‘oi idln rirnoiialirii did 
lliiidi, alia looria dri (Mihoi/ialr, (at a (|indl*' drll rla hu»'a, th jU iorr, rlrH'id^dhiritA, did 
ina^dMdifOna \\ didia pHi|in‘;a/iuiii' drI t idior, aldo.u t irUipiM »|h • \ niUn d \a Ji onm runi|Mi 
d(«lla ll^it'a tiiHlnina(ii*a. 

Nidlo iiindio didl(» ni|oa;i(un ('iiHOah drlTrla toil 1 n U>i\u lonoduffn allr oim ladidiH 
riaandii' di ’^laonofiia, [iniidir » Idtr ,1 ttanoiir ihr Ir Mpi.i. ooo ili I.kmi, ‘iuihi ’sirnadnht al 
IHiHl-idato aindidiai (intio apa/itt. I'utr ((iiindi ' puni.oa amruh* i fondrilr o'di >pa/i di rur- 
v/dinu nnlfuilo, apunidtt innoi loovuoh .dia h«oio drilM.duin I* pm u ,odoin, lodi^ 
lanio (MU prndnJili li'tinvo, a <d(»v#n i di tud( a 4 rrotoah ’ ^ a imr, p‘0 hodan^ di oldanio 
In oiiriirilA dnllo fnmln drl dinOtr a m uS{IU*\ ' » , ♦t-ud** |r idrn di l‘'\nAn\v n 

di \y, TioooinN ’^1, alio a/nod a di JaiiJa, ipndtr fi 4 \ pooh MoUi 'oi tii on nnv/.o roa- 
liiuin dill’iiiMi in Itiflu to iipa/in nrll‘tnduM jouMrio ^ d %'u ,hM ft i r nna di .rin iioiin 
ooiiiplola (dm to (’MMdu’('>n a li adhiio iirfjaf n u, 1 1 prfM i lu » ,di jd*fd i \ tdnio t unidudiO ' 

an il rinoKo dtdia did (1 inn di Mwuiii. 

La f'i'aiidi^ innova/iinot drilu ndrii/tvihf }n;d» r n i* dt« nrllt^ ripi.no>on dUoop<ii/ia|j 
ladhupodi Of^ll rapproHioda rniiKni' alihi dri <1 moarm * IrHn* o.^ta i, rlrmudnouniri nd 
(dnlli'oiMtij^iintiri, nd al|n ipodi In lOntaviidnif r 'iu|aih^ di lho>i/, lllo hah^ rd ainphutn 
dal jionho Hniih, liannn daftp nrdiiti id aji|iHHrMi Al'VAiun h drdnm im r divina- 
'/ioiin, |dii ohn noii la dirnn.dii, didIn (♦(pia/tMiii di l\\*n) n»v dtdta oirrt ini» a. Iti runMi 
invnai! Iia propoatn di idaliiliiltt pailmdu do! punniou di hL\i ' *.nn lu 'Hoa‘rali//at»( 
od aHf(*^ai airalotlnMliiuunii’u: iMofadn r!a\ iinlia motor a!l >4 ‘rtnhni.a dniln idan 

di MAN,wi:rJ., ('oadnan [du vapidumonlo 0 pin dimomialo ailm inqot 

I'ai tullo rullinm p(ni(Mtn drtia {oia anivUa MOriaHa ’4 \U liovat riodmod a iooouh 

rioan Kioovin. 

*♦) H( 4 AUouana, L n. 

MaoMoK rod (loiiiph^ yninhirt, \li IWOo. 
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ci'are liiRghe raoditazioni e imporlaiiti lavori ai concetti del somrao fisico di Cambridge, 
coTiectti la cui impoi'tanza dal pnnto di vista sperimenlale e andata via via crescendo, 
fino ad aocpiistare un doininio quasi assolulo ncl nostro modo di concepiro i fenonicni 
olottrioi 0 niagnetici 

Gli scritti sciontifici del Beltrami suporano il centinaio. In tutti, all’iniportanza od 
elovalczza della materia va congiunta la lorma elotta, insnpevaliile per luciditiled oleganza 
di dettato. Felice oonnubio deirintuizioiie geoinetrica colic rmezzo piii riposte dell’analisi, 
o vasta compronaiono di motodi gonorali con una rara ability nel piogarli alle applieazioni 
particolari assiciirano ai lavori del Nostro un posto durovolc nella storia dello inatoma- 
tiolio, pur proscindendo dalle idee miovo o dai nuovi risullati cho runiversalo consenso 
dogli studios! gli riconosco 

E qualo lo soritloro tale ora il maestro. Ooloro cho ebbero la fortuna di nssistoro alle 
STio lezioni attostano die lo dottrino piii ardiio o spinoso acquistavano dal inagistero della 
stia parola talo grado di ovidonza o di somplicitil da generare, in chi rascoltava, rillusionc 
cho avrobbe saputo porvoniro agovolmonto da si) alia scoporta delle voritH dichiarate dal 
professoro 

Tali orano ringogno o la valontia sciontifioa o didattica del Beltrami; 116 ai confuii 
pur romoti delle matomaticlio si arrostava il saporo di lui; ch6 egli possedeva coltura non 
coinuno 0 varia, parola facile, arguta, adorna, come di chi ha domestichezza oogli studi 
lottorari. Avova una rara conosconza scicntilica della luusica, della quale ora anche esc- 
cutoro abilo c ispirato f)- ora stata maostra fin dai pin toneri anni la madre; poi s’era 
oseroitato con Amiloare Fonoiiielli, suo coetaneo 0 concittadino. Quosto talento musi- 
oalc egli nascondova con ritrosa modcstia, come so tomesse d’esaero accusato d’infedeltil 
vorso la golosa doa, la matoiuatica, alia qualo si ora tutto consaeralo; nia i pochissiini 
iiitiini 0 intolligonti attostano ch’ogli sapeva osoguiro raaostrevolmento al pianoforte i 
oiLpolavori di Baoti, Beethoven, Mendelssohn, Schumann tt)- 


*) SOMIOLIANA, 1 0, 

**) CunuuTi, 1. c. 

=* **) ==***) Cerruti, 1. 0 . — Fbattini, nel Poviodico di MaUmaticn, mnrzo-aprilo 1000. 

q-) Celoria, noi llond. rloll’tstiUiti) Lombardo, 1 marzo 1900. 

'|-t) Cassani, Atti dell’Istitnto Vonoto, 25 tobbrnio 1000. 

Pa un fogliotto trovato tra lo carte del Nostro, c die sembra ossore la inuiuta di nna 
lettera aU’amioo doit. Gustav Wolff (nol 1880-87 professoro al Conscrvalorio di Lipsia), 
to^Iiamo il brano clio soguo: 

« n y a ontro la musiquo ot los raatlidmatiquos nn rapproohement quo I’on n’a peut-Otre pas 
(t onooro roniavqud. 9i I’on e.oinjoit lo doinaiuc gdndrnl dca iddes comino dtant un sysiftme eonliiiu, 
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Eigido con s6 stesso e inclulgonte verso gli altri, spiriio caJmo, sorono; afftabilo, corleso 
(U modi por innata gentilezzta doiraiiimo, osercitava, inconsciamcnte, in chi pur per pooo 
ravviciuasso, iin fascino irresisiibile; a Bologna, a Pisa, a Pavia, a Eoma, oviinquo ogli 
profosso, divenno ben presto il centro intorno al qiialo si adiinavajio gli sUidiosi dolle piii 


« lo champ dea id6ea maih^maiicpioa ii*on forme qu*uno tr^s-faiblc par tie; ou, pour mioux clh’o, 
« ellea u’y figurenfc, a inoii avis, quo commo les raics do Fuauniioper dans r^toiiduo du b po- 
rt otre Bohiiro. Ainsi il y a uue gam mo mafchdmatiquo commo il y a uiio gamine inusiciilo, Do 
« ee point do viie, uii raisounement maihdniatique eat commo uno muto d* accords tir6s do 
(t la lyre intelleofciielle formde par los raiea mafcli^matiques do la ponedo luimaiiio, ot la ddcou- 
« vcrlo crime brancho uouvello do matlidmatiquos eal/ comparable h colie d’une nouvollo modu 
ulation Jiarinoniquo. Mais tandis qu^on pout trds-bien ddplacor la gammo imiaioalosans alldrcr 
«lo3 rapports armoniqiies, on no pout pas ddplacor la gammo mathdmatiquej du moina Ton 
« n’a pas d’oxomple, dans riiistoiro do la soionco, quo lo indino tlidordmo so soli prdsontd, h 
« dillerouts dpoques, ou choz difforoiits poupios, dans dos tons dillorcnlB. Les accords ma- 
H thdmatiques ont done une oxistenco abaoluo, tandis quo los accords luusioaux n*on ont quhmo 
fl reiativo. 

« J?. S, Si ces iddes paraissent A M, Wolff trop dtrangos ou trop oompromotlaiitos, je auis 
« prot A les siipprimer; pourvu qu*il laisBO toujours subsistor ontro sou esprit do musicicu ot 
« mon esprit de matlidmaticion co soul accord voritablomont jiarfoit, qui roprdsonto Paniitii^ la 
rt plus siiicdro, E B » 

A proposito del ravvicinamouto fra la matomatioa o la musica, mi sia couoesso dioifcare aL 
cuni passi di ultra letfcora (pih antioa) del Nostro, provocata da una not a doirillustro Sylve- 
ster ehe si loggo a pag. 613 dolla Momoria On the real ami imaginary roots oj algehrical equa- 
tions (Philosophical Transactions, parto III, 1804), La nota d la segueulo: 

K Heroin I think one clearly discerns tho intornal grounds of the ooinoidonoo or parallelism, 
« which observation has long made familiar, between tho mathomalical and musical sOo;. May 
« not Music be described os the Alathematie of sense, Mathematic m Music of the reason ? the 
« soul of each Iho same! Thus the musician feels Mathematic, tho mabhomatioian Ihinlcs Music, 
« — Music the dream, Alafchomatic tho working life — each to roooivc its oousummatioii from 
« tho other when tlie human intelhgenco, olevatod lo its perfect typo, shall sJiine fortli glorUlcd 
« in some future Mozart -Dieichlet or Beethoven -G-auss — > a union already not indistinctly 
« foreshadowed in the genius and labours of a nolmholtzl », 

E. Beltrami nella sua lofctera da Pisa, 7 aprilo 1806; 

« Credo oho ci sia raolto di vero nol pensioro del Sylvester oho mi trasorivosti« lo non ho 
inai studiato profondainente la cos) delta Armonia^ oho 6 quoUa parto dolla scionza muaioalo 
olio pub in oorto qual modo riguardarsi como dottriua razionalo, avondo i suoi postulati cd i 
suoi assiomi, da oiii tutto il resto 6 dodotto. Ma per quel poco die no so, par mi infatti ohe il 
prooesso mentale acl essa applicabile sia identic o o poco mono eon quoUo delle matomafciolio* 
Mottendomi per un istante neiripolesi matcrialiatica, direi quasi oho nolPuna o nolPaltraaoionssa 
SOHO posti in aziono gli stessi orgaui, Quanto poi alia composizioue; nol sonso pih lato, parmi 
ohe subeutriuo altri elemonti, assai diderouti dai primi. Comuuque sia, 6 notovolo che uno doi 
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tlivoi'HO (UHiiipliiit', raiiitiifi di iniii amvorsuzimio ('otiialo o doUii, non iimi podmUosca *). 

Delia Kua nonl,iuil.o todolUl id c.idto della Heietiza e pniva iiidmoulilnlo il [ailo die, iiolla 
fma ciu'i'iei'a di oil re (i'en(,naeU.e mini, non oi liiHeiii mai adoseare, nil per aiiiliizione, iiii pei’ 
f^uadaii'no, ad aeeiil.l,are uilieT elie In uvajpmeni daffli hUmIi. Non voile mai far pavlo di 
Clorpi aiuminitilralivi, nil ooMero I'resiide di h'aeolU o HeM.ore di Univorsilil; ac(icU.6 sol- 
liinMi di enl.i'iu'e uel ( louHii'lio Hnperiore deirial.rnzioiie, mandal.ovi din siifl'raR'i doi ool- 
lojflii. Non eoi'efi aleiini dej^li onnri aidili a eonferirsi ai dolli, ina li elilie tuUi. D’Aecndemia 
<li Holo}!!na lino dal IH(i7, la Soeielii lUdimia (doi Xh) dal 1870, qiiesla I!. Aceadomia 
doi Lineoi dal 1878, riid,il.u(,o lomlmi'do, rAeeadeiuia di 'I’orino, la SociolA llealo di Na- 
poli, le Aeeadeniie dollo aeionze di I’avifd, tii Uerlino, di Monaeo, la SocioUY di OoUingu, 
la Soeielii inaioinaliea di Londra ed allre In aKiO'o,!i;’ai‘ono a aii eoine Soeio o eoiiio (Jovri- 
apondonte. I)ol.l.oro liomiin vaiim delle Univeraili'l di Kazan (LHOd) o di Halle (181M). Oa- 
valioro del meri(.o eivile di Havoia (1870). 

Holla I'l'aiide ri|inl>ii7,ione olio il NnaU'o a.veva aeipdalala net niondo aeionlilieo, anelio 
pruHHO idi Htiaiiieri, mi aia eoneoimo addnrre (|noal,’aUra iirova. Nel 1880 aoiideva, il quin- 
<{uoiinio di |irore.iaoi’al,o Hlraonlinario di aiialiHi tnaleinaliea per la eolelne Sokia Kowa- 
r.RW.SK-V airilnivei'HilA di >Sloeeolma. I’er deeidorno la eenl'enna a vila, eoino proi'cHsero 
oi'dinario, queirilnivoiHilil eldoae i |iai'oi'i di l.re scienziaU olio ril.onova i jiiu aiilovevoli 
ill qneil'indii'izzo di Hl.udi: Hiiumitk, H.ii;uknhh o Hmi.tkami. I parerl turono l,ul:li o 1re 
iHioi'Ovoli od in favori' di (pud itmunilt doid Ir .we 61ml iiKnai ('.m’p/ioHac/ que Ic wnilrfVe (se- 
foadii niia friiHe del NoaI.rn, da iiaa loU-era del 18 iiiai^f'io 1880 a Hhiimith). Ma non oniiie 
compinU duo mini e iiiiii morto erudale loKlieva iiiunalnrameiile rillualre donna, all’ll- 
uivernili\ ed alia aeienza elie da lei aM,endevmi(i idferiori rnil.li del ano uiiracoloao ni|'e}>'no. 

Hllime (more la nomiua a Sonalaire del Ueipio: oiiore elie a lui t'innfio aHsai niadito, 
pereliil la nua moihwUa non ^^li (.onlieva di HenUraene (lectio, e Kopratul.l.o porclie, per alto 
<U alia 0 eavallereiiea eorloHia, la eoiuunieaziono p[li veiuio dall’aiiKUsla boeeadol noatre 
junalo Sovrauo, neiradunaiiza Hiiloniio dei Imioei, il 4 Jiinuno 1800. 

I'ld ora (piollo Hjiinl.o oloilo non il piii I'ra uoi. So quiileho eosa sopravvive ollro la 
lomlia, <11 oerlo apili il aidilo ad nii nalro anjierloro, piii portotlo del iioatro pianela, eel ivi 
ni delizia luilla lMialil.ndino <lel vodoro illiiiniiiati o rlsolnli (pioi problotni cho trascoiiclono 


piii Ki’andl nvinenlttli e tinmiMmilori dei leinpi imulerni, MEYKiuinm, ivbhin oomincialo cello 
KfinUiave nialeiuulielie. indbi quali ai addoUnrft ». 

*) HiirmiUA, 1. c. 

1)1 


6V«moii«, teiiio 111 



(!Oi\iMiaHMtA/.rnNi: ni:i, niiNA’Mim vmn. rt'<;i nm) luriiiVMr* 




Puntniin <l(^llii iiiuniia, ni.i Ifi loinM'iil.UMi .ilraMiiu uitiM’iilr, l)i hnsu p|(li im- 

lildni n p/Hin ,'iIIp ainiiin «|p»nl,ili' iMiv dur inltdiri i ainp dnimi*, hi iiiadri! a 

In votinvn {\h{\ i^li jtnpVHVvivuim, nuulunh di a Imi. \Ha ran* ina'iddi'io iininnio 

i nml\i vii(,i» 

A nuMid n qunlli I'lio nnn wu^ linriuu iilfn*|ia‘^aU,i t’nla iM I5i l iiu.Mi, imn riirninn alcini 
CrOnfnrld, mo nun oin il rio.onin dolla nun t^nhi r |uo/nr a amin/ia. Mn i f'i(»vam nnn diinon 
l.iohiun iiho liiuinn iin lonorn da oiOitnduu. ro'<oiN|Uit ill nun Mta irnirmndnln. Iiilfn ,m|ios;i 
iHil otilli) dolln Moiiui/a o rudlu liiundu dol ilnviUi*, << la vjnnin a nnninnaa di un idliMniniu 
olio ha onnnUii tu paiiia i' I’uiuaiiili'^- 



NOTIO DIOI lUOVIHDItl. 


y\ 11. <|iuinlo I'wloKo m i|u«Hla Moiiu>ria m^lUi nota [’^'J dnl lonio a." cli quosle 

Oporo, 0 iiriidHiiiiuMito a 

Lit HOHlanzit dol \M\\\[ imIJapItoll h\ lrova|vli\, iiiu ainplamoiUo HvoUa, nal ^Pvdi'ininari* 
(II. 70 di qua) toiuo U.'O* A parUrn dal Oiip, d.<' la Mamorla i\ tmdoUa In totUiHCJO, in aOhar/lffditii » 
^v. utd toiuo aUuulc 11 u, U5), aolla aovrlHpcmdou/.a tnv I luunori dot parug’nill : 

mnoirii rMin, un>'*% iM-177 
after tUMwu inH-aa-1, aao , 

Anoka par (puvilo d/dmoMMiHamino IMndlca/doua (A), par cilrtra lo aonmi out od unto 

fEilio a luano diU (Jiimmona hi uii huo OKaiii)dai'a. (^!d aha, nol touto u nolla nolo a piC^ di pa- 
l^dna, voi'iA racakinHO I'm | I, t*J toUo ill lA; I’aUa hoIu acaa/loua par lauoLa iil n,' 1 IH, ir>rj, H)r»| 1U(), 
ovo la cltiv/.Umi nI irovomnno I'm | | hoii priwa ila « f)her/lt1riirn», 

[*| ]*a|^', fi. Af^^luntu, da * alter /Uiv/ie.u ^ a da (A). 

PI Pa^. (k (/I6 noil pni) ^’anavava nqulvorl, pal I'atln olio aon piuhmUohI qmulva f 1 hI dh 
Htin^'uono In ipiaHl’aiUyiloiia la iiavl iii^'^hniia lULta dai^ll iuHlori: polohi^ quaHla ai iravtin dl 
raniiia md lanlo, o quunila mnio ludla iinl.a a pla dl pai^iiiti Mono Hvliuuni a (pusHla Opam. 

PJ ikvji;. U. Ai^'kUuUo, dal ^ PrvUmiwtri » u.HH, 

p] Pii^. 11 prinolplu dl mrrlHp(Midair/a iial piano, idia qiil HMuvnoa, ft dlmoHlnito nidla 
uoUl It pift dl pa|j;'lua ualtanto pal rt\m ill nun aorvlKpoiulaa/Jt intentenUate. ooj»/;/f*/a Ul duo con- 
'tajiHl nl^’ahrlci (n, p')» (.V|V’)J inanl.ro la aorrlnpundan^a, ooiiHidanUa iial tanlo, (Va I pnlili dal 
idmio /(/lion hiiiA In {.fauonila di (pudla npaala. iMn il jiroblaiint altmiloHl Iruvan't rlaolUi |)or altra 
via al n. SIH, 

(®J ill. VoduHl nuniUo ft aaptJMlo mi qnaHlii taorUi nulla iiota (valiitiva nl * Proli- 
^iiinariit) ii p« 4^18 dal Lnmo dl niumla Upara. 

P) Paft% ilfi. V< la unta al loino 2", p. *MD. 


PI Vix[^, ilH, V. la nuUt al lomo il“, p. 441). 



Nivn; ni:i iiiivi^nuK 
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['*) ni;»iinntinMuln, rmiH' raliui tiu : ' rU»' 1 m pu’ii'd*', p luitln ilu (A), 

iivii HUNtitnlnrn una <‘(iniiidorir/,lniii' ►n’lun'Ma <li'l W^iu* M»i;*iiuilr, 

[*'*| M:!, In miu/’lnn jhI {\\ pn'mlnia daMn jiirndi’ - m-d: *, m(/i 'jUo'ifullrH 

dliiumini'/JiUiM: 

ha pi lma jinhiri lurruln In n dii iiini .(r ' m pimm \ , Imhiiumm mu hi .riii, i d tiauun i polt 
ill tnui rnllH v\m\ pas'iii par m' a j'.lara md piami pnlaiadl t*, A lan u did rmiluftn in ipiaUn 
pilnto anmnliiuhin ihd l(n *’l' ptiiifl diippi did !«» lin, dninnir la laeri did jndl v [uni^iaila alia 
Ntidiuniaim In o'. « 


r<i|V< »I< 1 < Invin'o, an iard iinn luaM', i plani ptdaii di iiipidtn alia nda ilidia piinii* 

polari did puiiLl did plann qnalinn|UM dalu, IiImmu inH'il phi nna ihdla i* f^n'lntiinui i •» 

u. Vh, non diU'tddiani hilH I plaid didln *ipa.'.tM. 

P*| I’ap;. d.'l. In (A) I fiUJ'ioNA inda: •- ( jiioahi r aiialap.a tilla d'| i Im» Ui u> » nn ddi^a n pap;. 
t\ Mi*/»’d didla (h'onti’trh' drr /<!///♦' '• [vid, W" didli* !\ ' i ih* immm, i la i i'lpuiidinin* alia pap. I HI 

a \M vnl, 11 ,“ mdia IlMfl) 

|*'^| I'app d)l. hhd anpidva nidl'Mi Ipjnah^ una ili'du>d{tin i iiata, i in i mii nu piiidu 

iidanoiptdvu. (Nntvlnnn joppi hnrrla, jaMn<,'al(iM 

hap,\ dV, ha intii ill ijniii'llidhi nmaliiinahi ind tii;dMiiaininU<i pi«M rdriih’ daiiv avii dalli' 
(jUadi'li'ho pnhul rl/ipnltu ad iina aMpiMfh'la i nldta^ mmii i ta i|idtidj iirl i mnali i«aiiM In tpii^’da 
nnnnidahi, l/ivUonainni’ idd ilanltaln rlio u\uii itKinnitui al i i‘'m » pinnalr ui h **(ii .mlla 
vav.lMun did niuiiiM'ii, hiniilnnnilo md ^iinaiMivti ii 

hap;* Ih hhnvjlu iltMln/.lmir m iiM‘Mni|drla 11 la i im dl * mui ipiadin i, nliip al l aMii i ImmI 
viM’llcn ala llaiin, pun piaMinUai'i' halhii; rim i mmiuI <!< t i <<141 »'»» .{Uiit a tiint nna irha Ii, p,i‘ 
iinratrlrn nntuinn, ill rnnlalln, pur tiiill i mid. M hidiiMi .illina Mtlla Mr aana |r diu' irltr 
UiH’, Ira linn f*o/‘r/s/;aH</ra/r, l‘pr alhn iiUi uiu liifhi iinii al pn' iuifa an Iji npikiliii^ • Mlm'!* n 
t/i fivriilv, nia aidn pin* anpinlUMn apindali. 

In (A) hiUiiMHNA lia mndUn in niagdim: « vrdi Krmhr Idinii* I iinipp.iM 

alludondn ad utia Nnln Sulfr /laprr/a'iV fitfftfn u ftt i< /n ' (hi, anU' I *, \<d, ri , u>a 

appmitii (alia pap;, dod) ii Ciani liir'va i|india lai una 

|''^| ha/h lih ln(A)ai iriarrva: « I pniiUn/ir«/ u'ttrti MniM (iHm Vinlnd di tin i<’ .M’dinmin- 
plain pidai'n (Khviii *. 

haiV« rtli, (^nl vi n Un ia|Ulvnrii, 11 mnn lapjln I Im* piaiil i.riniidn )»» udt** *,-1 ' i 
Trlia i’hmI rnn/i;htnp;nnn a dni^ a dtni. hiidiuttihniinlo d A'Mlr\adiiM in^ riaMlnlli* inhn rAiniM did 
ainin nd piani ninfdunp;<nill to f|naMui irtto laM.i dtd la .rln. 


1**^1 i'a|4', nh ha ilrdir/duiiiuinii o i-nnUiaiiirdiula, lln tih'iffiiaiihnt(<< 1 niaplinn ai tmvinA pid 
a i>a^, ^07, in un Xamifs n. ‘did ill « rnt j i^pitinhnii^i ali‘aUnalr u. llldj. 
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Pag’. 50, In (A) si ossorva: 

So a] ^-0, « -Oj //; 0, ?/- 0, (ova .v~\-i/+z-\-w+u=0) c il pantaedro, e ax^-bt/^-\-cz^+ 

0 la fiupoi’licio cnhica, ((\ioi piani haiiiio per equazioiii: 

bj/~\-rii-\~ilw-\-cu "4), <tx-\-cz-\~dw^eu-^{)^ ecc, 

Poi, alia (I no (lolla propoHi'/aouo utiualo del tea to, pev il piano che ivi 6 iiominato, fe data 
I’eqiiaKiono: 

f(x+hj/-\-cti-\-dw-\-eii^O 


[-‘^] Pa^' Tja >U)ia a cui <iul alUnlo PAutoro sia a pag;. X]i del to mo 2."^ di quoste Opere, 

Paa*, (M. lia loouzioiK^ oapffvxa projcciiffi Jion va prosa qui nel soiiso consueto, masolo 
ill quello di cornspondonza Iminivoea, 

p 2 ] Pag** 67, Nolle nlfciino duo liuno ai ft faUo uii lievissimo riiocco, seeondo (A). 

Pag’. 71 . [ja oonHidoraziouo doi ti*o ftmt di piaiii duplo-projottivi rq, come tre par- 
ti colarl afdla projoLiivo di piani, c.ln^ qui ft acconiiata o poi adoporata, non vieno abbas tanza 
cliiavita In eouKOguonza non ftHiiriioionio la doduziono cho nol seg’iiito di questo n.® TAutore 
vuol faro doUa gonorazioiK^ <li 1*^, ooii Iro stollo lu’ojotUvo gcnorali da quella con tre fasci 
rtiiplo-projoUlvi, Gift ft Hiato rilovalo ilal Hlg, 11, Stuiim a pag, 200 della sna commemorazione 
di CaiDMONA, Arciiiv dor Mathoinaiik und Physik, (*)) 8, 1904, pag’, 11 e 195, — V, anohe su 
qxiolla LraHfnrinaziono doi fasal in ufolk: C, Siocirw, Stir la f/dndmlion projecim des surfaces 
aubiquos, in quolPArchiv (8) 10, 1906, p. 209; o Ja Nota aeguento (ivi, p, 216) di R. Sturm, 
Uebev die Ifjrzmifunq der hVhdw. Ordmuuf durcfi kollinmve Bilndel und irilinmrQ Bilsckel 
(nolla qualo si trovorft audio, a p, 217, una Hcniplicismma dimosUmione diretta della possi- 
bilifcft di gonoraro una sup or 6 do cubica gonoralo con fcre sidle projottive di piani). 

[2^] Pag. 71. Quosio non ft voro, in gonoralo. In fattl, nolla dimostrazione die segue, le 
rctio ud'* non si Laglioranno in gonoralo in uno stosso punto: a meno cho i tre pimti 

dl concorHO dollo altro iorno di votto, di ciil si parla, aiano allineati, 

[2r>] Pag, 74. In « OharIliicMn » ft dotlo : 

«... von dor Ordnnng Ibi und doin Geachlochl -g (3a^— 6a-|-2) (S-)-o), voraiiagesetzt dass 

die beidon PllicJiou in S Punctou oino oinfaclio und in o Puucfcoii cine stationltro Beruhmng 
haben » , 

Pag. 76. TVuUlina assorziouo ft OHatla solo se lo due retie nou-socanti rispettivamente 
dollo duo curve sono sglioinbo fra loro. So liivoco quoUo duo retto s incontraiio, le intoisozioni 
dcllo duo curve sono hcu 

[^■^J Pag. 76. NolPoriglnalo stava: dix. La correzione ft in (A). 

Pag. 78. NolPoriglnalo ora: muf* 
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NOTE DEI REVISOBI, 


[-^1 Nol Pori gin ale stava; vingL 

(sthj Pag', HO, fti ag'g’iung'a la ciivva del sebiimo ordhie c genove tm, roBicliia inLavae/donR 
(IrIIc duo Huporlleio cubiclic, quando quosbo ai tocohino hiiigo una rofcta, »SxTa iiimgiiie uid piano 
vapprenentativo di ad esoinpio, una quinfcica P2 3 4 5 6, 

[“^‘J Mag. 80, Quando riiiiorstizioiio di Rj cou uiia suporficic del ordiiie ai sposjaa in 
duo curve del ordiue, il genore di queato (lo abesso in goiiorale por oiitrambe) non 6 no* 
eossariamento 1, ina puo anclio ossovo 2,3, ,,,i0, 

[’^“l PBg. 80. Per qiujata Cu.Oi in (A) 6 scritto: 

« Por eaonipio si ha (juesta curva segando R, con una aiiporflcio gobba di 'I," grado avonle 
|mr oiivvii doppia niia cnbica gobba situata in o della quale siano cor do lo sol rot to a. * 

P] Pag, 85. Cioe biuuivocamonto, CiV. (*‘J 

Pag\ 9U, Iiiveee il punto cho qxii si ottioiio 6 il vorticodol cono pritnilivo. Tuito quosto 
periodo si potrobbo sopprimorc. 

[3i] 90. Dal fatfco cho il piano ir fcocca, per asompio, lo duo conicJio {£S)i (t?‘)dol 

cono iJf') non Hi puo trarro, son//aUro, che ic waiA tan gen to a quesLo cono. Il risuUnfco, cl 6 
uoiidunoiif}, 6 osatto. ludlclnaino con a;(,=^0, a;| trilatoro o sia 

1* “ flCj I3?y -f- i ;t (K I Xh * 

I vci'fcicL del quabiro com staramio axilla rotta dol piano avento in 

questo piano lo fcro coovdiiiaLo onxogonco: ^h.i» ^4 analogdio. 

[Sfij 92. In * OberfUichen » vi o a quosto punto iiua nota a pi6 di pagiiia, coM: 

«H. Srinm (SijnihcUsvha Unlersuchungan fiber FUlchm driller Ordmmgy Leipzig 18G8) iiomit 
zxvci conjugiorto Syatoinc von drei Ooraden oiii Doppddroiy luid die Ilyporboloido II DoppMrei- 
hyperhoioidt. * 

Pag. 1)5. La dcduzioiio b Insuflicionto. Biaogiia hivocaro I’invorao (cho non fu dimo- 
strato prima) dol n. 121; una ciii^va piana d’ordino 3?^ pasaaiile n volbo per ogni punto foil* 
clamonlalo e imagliiG di xxna curva iixterso»loiio di R, can xina sxiporiicio d^ordino n. 

[3»] Pag, 09, In (A) 6 agg’ixmto: 

* Si otticno qiiosta siiporlieio, anclio par lomlo da duo triedn totalmonto iinaginari, formaU 
da piani vispottivamoiito conuigati: 

^0 ^26 ^2 ^4 ^24 

% ^ 16^4 ^26 
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doVR si suppoiiKiiiio roali f(i , <«a, 0 ,^., o 1’ iptu-boloulo da case doterminato dia tro altre retto 
reali (6,, t>r„ * 

paj Pa;;'. lOd, A^’K’iuii(.iv in (A), iutalo|>’a alia prccedontc; 

.Qucista Hupui'liciw si puo aucho oUenoro mudiaiUc duo U'iedri iiUoi'ameiUe imag'inan, I’uiio 
fonnato dal pLaiil coiiiugati a (pwlli doll'alti'o-, por eaompio dai triedri 

^*5 Ch6 «4 h 

‘^50 *6 ^'4 ®45 

«0 ^4 ^0 ^5 % 

nupponoudo roali lo I’olto rtr,, «o> ^lio 1’ iporboloido da osso dotonninato dia uiia sola nuova 
rotla roalft ((}{).» 

[W) Ibis'. >07. In (A)! 

« Infatli HO si cousidoi'n, par osoinpio, uu piano olio noti .sogiii C, in punti roali, Ic duo 
ooi'do roali comuui alio oonicho soKioni I'nlto da osso piano uoi coni saranuo totalmento osterno 
ullc oonicho stoHHO. » [Quollo cordo slaiino in nua qnadrica rigata del fascio.) 

[•'1 Pag'. 10!). Paro olio, a tutta priina, si possa dodurro solo I'eslslcnza di almono un cono 
Toalo (ad iulliilU pnnti reali). Ma dal soguito riHuUa poi cho souo diie, 

ps] Png'. III). CiuusPlndico iS stnlo qui complotalo con aggluuto, toHc (tranuo nua) dal- 
I'imlioo di « OherflUchen » , 0 disliulo col racchiudorlo fra | |. 

[«] I’ng'. 1 90. Voranionto cld cho qni si prova <“ soUanto cho ad uu punlo dolla (4) rlspoudown 
puuLo dolla (1). Noll’afformaro olio, vicovorsa, ad nn pnnto dolla (1) risponde un puiUo solo della 
(1), Hi suijpono iinplicUamoulo cho un piiiUo gonorico dolla (1) provonga da un sol valore di l\ il 
elm noil .si vcrillca Honipro. Comunijuo, so un punlo gcnorlco dolla curva (i) provicne da pin 
vainri di K, si puh in ogni caso, in virlu d’un nolo Icoreina di LIIbotii (Malhomatisclio Anualon, 
Bd. 1), ld7<l), prondoro coino nuovo parainolro p una fun/.ioiic razionalo eouvenloiito di X, per 
gulsa clui in rolaziono a p ta (1) si a siiHcottibllo d’una rapprosoutazlone del tipo considorato 
dall’A. o soddisraconto all’ipoloHi snltlntoHa. Avvortasl cho quost'ipotosl 6 nccossaria ancho per 
laluno dullo doduzioni succosslvo. 

("] Png. l«;i. Un OHlrallo di quosla loUora fu pubblicalo dall’IIottni, con alouno vlghe d’in- 
troduziouo nol Nouvelles Annales dc Mathdmntiques (2.» sdrio, tomo VIII (18G!)), pp. 278-283). 


I'''] Pag. 1.‘17. Quosla Momorla fu prosciitala all’Accadomia di Bologna nolla sossiono ordi- 
nai'ia doll’ H Aprilo I8fi9, collo soguoiili parolo (lloiidiconto di quoU’Accadomia, Anno 1868-69, 
pp. <i8-fi9): 

La moinoria A diviaa in li’o parti 0 capitoli. Nol prime capitolo (Richaiom degli 
integmli aheliani alio tro sj)ecio), o uol torsso (Teorema di Abel), I’Accadomico ha avuto 
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(li Diim \i^ jiuitc^no imitate noi primi duo pani^’i‘ati doirccrGllcnto Teorm delle fftHAioni 
aM/anr doi prufossoi'i Gjjiaisuii e Gordan, osponoudole poro in uiui fornui di ^mn lunga 
piu vi(*ina airiutuiziono p^oometricii; oinrn die gli riosol in alciini punti dVittonoro 
nf>ta])ili somplifica/noni. IjR soooncia parte poi (Fonnaxhne degli iiUegmli di e, di 
i^gevie) d nuova micho nolla sostanza: iniperoodio PA. forma gli intograli iiormali di 
o.‘' sp<‘eie in mode alhiito divorso da quollo toiiuto dai signori Crmscii e Gohdan o no 
ricava come caso partii‘olai'o gP integral] di 2.*^ spocio^ senza urtaro nello diffleoUa al- 
gebrudie alio qnali si alludo uella pag. 28 dolPopora moiizionata. 

II grando inierosse clio i imitcmatici odiorni annottono alio studio dc’ tniscondonti 
aboliani induce PA. u spei'aro cho qiiosto suo laroro non riusoira del tuiio iiuitilo o 
sgmdilu, 

Pag MO. Quosta detluzione non 6 logittima, perch 6, so non si vuole chc il poliiiondo N 
Rvanihca identiminonto, i suoi coenicieuti possoiio assoggeitarsi sollauto ad — { eqna- 

ydoiii iinearl (omogeiice) indli)endcnti. TuUavia vesta vera la conchusione d(dl'A., die cio6 M 
Cl defccrmniHta in inodo nnico (a mono di uu fafclore di proporzioiialiLA,) dalle (10)» (^0 e dalle 
condl/doni die la ciii'va N— i) passi pci punti singolari di o per altri p punti gcuericl 

del piano. C56 porclic le 2« eqiiazioni (10), (21). si riducono non gii\ a 271 — 1, inaa 2 77—2 U- 
uearinoiite indipeiidenti, coinci si vodc suhito ossci-vando, ad oseinpio, chc la scric Uiiearo 
cornpleta p staccata .sii /‘-=0, fitori dei punti singolari, dalle « agglunte f> del fcipo N ^ = 0, 

aniinoltc per vc^iduo, rispetto alle 277—2 intcr.scKioiii (diverse da vj) di 0 collo rette 
/jO, uiin Boric eonipleta. 

Pag, JnO, Qui e ucl scgiiito s’indica indifforentemeute col siinbolo /'(caj'‘'“i )-^ Ond 
/’( 3 j«-*c) ^0, Peqiiai^ioue della prima polaro del punto c rispetio alia /\ 0 (cA'i eolla pag. IMH). 

[^^1 Pag. 155. Qui e staia ,sop])rc8sa una formola portante la indicazioue (iM)', porcli6 ora 
semplieomcnte una ripofcjzione della (J12). 

[‘^] Fag. KiO. Nolla Meinoria origlnalo in luogo dell’ ultima osprossioiio ti’a sgimlTc sL 
il.M 
leggc;^2,«[. 

(b.«} 

P"] Fag. 171. AggiiingevQ: « o iutti i termini positivi dello tre inatrici p, 

P‘] Pag. 1H;K Como s’ora dctfco nolla uota del Tomo 2» (p. 411) o nolla [^] del prosente 
Tomo(p, 183), e como anche spiegato nolla profaziono del Tradufctoro, cho qui si rlporta, que- 
st ’opera (di cui alia pag. 181 s’ 6 riprodofcto il froutispizio, e che in quoste note usiamo ci- 
tarc hrevomento eon « Oberfldchm ») coutiouo Ic traduzioni tedegcho dollo duo Momorio cho 
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ill quoHla (Hhalono porliuio i ii.' 70 o 79. Nolla ristiunpa di quolle Meinorie ongiiiali aWiiamo 
p-iii tcnuto coiUo, vAm apposito uot«, iid iii.si-.vziom fra [ |, dollc pin piccolo aggiunto iiitrortottc 
iioll’edi/.ioiio tc.doaca. Qul rijiorloromo ora, .stacciitainoiito, Ic aggiunto pin luuo'he 

T.a profa«iono o procodula da una d.alica doll’ opera: . Ilcrrn Gchoimen-Regieriuigsrath 
uiid Prol'oaaor Dr. Johann Auoust (Iuiinhut - l,, _ Groiftwald, - sciiiem vorclirtcii Lehrer 
_ gowidinot — votn - llobor.scteer. . K al Giiunhum' cho si rivolgo il Traduttore iiella pro- 
fa Kione. 

p»] Pag. IH'l. Quosti u.‘ 198-28!) corrispondoiio a quclli dol Mimoire (79), ncl modo die 6 
git Hiaio indlcato in (^], 

["'■'I Pa«\ inf). La parto ilol Gap. VI, dm qiii si nporia q, cho si tvova a pag. 47 o 48 del 
voliumi, h coHtUxiiia <]ai nJ 45, 4(i, 47, i (juali ncl Liiulicc del volume stosso sono uulicati come 
rifevGuUsi alio siollo lal iii piiini rcciproci, o alia geuerazionc dollc quaclricho per mezzo di essi. 


[B«J Paft'i l«7* Di <iUOHl,() O/ij). I hI riprodueono i u.‘ 77, ... iiiio a 82, cho vauno clalla mctA 
di png'. 70 a inoUl pa^’. 70 di ^ Ohar/larJtnt )». Tin Uiolo cho si prciidcsso dairimlicc non ne 
fnrehbo capiro il eonioniiio. Si puo <Uro elm e.ssi Unidouo priucipalinente alia dimostrazioiio del 
risnltato ilnalo: elm i [)UiUI di eontatio di una .supoHicio Fv eollo hitaiift'onti passanti per un 
dato punio son lo inkn’HOzinni di Vv, dolla priina polarc di quel punto c di ima superficie ulte- 
rloro d'ordino (v — 2)(v^-8). 

p^*] Pa^’. lOO. (JuoHin Oapliolo, elm non slava noi « J^rrlhninnri » ^ va, nel volume di « Ober- 
/lac/icn*i da iimfcfi piif>\ HI ilno iil prinelplo di pa^\ Oh. Ksso aarobbo da insoriro dope il n. 90 
dei « Preihiiinari > (Tonio 2.'» di <pusHic Oporc, p. ddO). 

p‘^1 Pag’. 100, Pm’ i <‘.on(i*onU eollo rorniole doi « Prelhntmin >, cho qui e nel soguito si 
adoperano, si tonga prosonto eho (emn' 5 dotio imlla profaziono a quesie « Oberftacheii » y che 
ahbiam riprodotta) i earatUn’i nuniorici elm hV (n‘au rappriisontati da lottoro latino, qui sono 
indieati con lottoro gremho. Si ban no eioo i soguoiiti cambiamoiiti: 

« PreMminari » m n r g h x y 

« ObarlUlchm » |j v p t H ^ /j 

Pag. ti)7. IjU doduzionc non soinbra abbastaiiza giimtillcata, ina il risullato e osaito, 
Si pu6 in fatti dimostraro cho la enrm (^) 'oasm pd piinlo ni (doppio per la ciirva (v)) con 
dUQ rami c(}m2)ldi (o deli) di or dim uimnli (Uitramhi 2 )er iangenie la rtiia PF (o per piani 

osGiilaiori duo piani couiugati armonici rispotto a P o P'). 

Pag, 208. LbiHsorziono clio vion dopo non riauUa vora, in genoralo, 
n Pag, 204, Hi traggono da quefllo Cap. V due brani, Il prime comprondo i n.' 118, 119, 

(pag. 101 0 J02 di « OtoyMctot »), i <tuali sou diroiti a dotcrmiiiave il immero dei 

pxmti doppl apparontl dolla curva intorsozloiio di duo superllcie, cho ncl procedente n. 117 
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ai|UaxitMU <1 iiUa nit/liih ^ I iiiia miadtiki alin* Itiji 1 'huN < mi tf ' I'*’ * *’1' * nr ■ hi!* hh^adniM*' 

it rin'Mla iiiiatdUJiun <iiM‘ htlinihi , 1 <ihia i»ldr. * rlu L \ usUnlini^ 

inriiltl'U ai|n{t<^|ahii ilillmidi/liMlM, • lat ti |iitiM ,t.- 4 iiaH- i ija* li i *!* VU Utn » t h- lav ‘dan 
l'n(|imyiiiimi tliHiUMU/iulM ilidld rmw i!l 1 unlaUa Ha 1 i Mtjuaii* m 4m \ ^ ^ mho » tdii 
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i oiii voi'lioi SOHO ull’ iiiliiiilo nol tiir(M*lo iinagiiiai’io. Qucstii mi(*va eriuazionc u siibilo 
iiitograta, n I’iiitogralo b algobrico, ogiii ([ualvolta sia algobrica la suporlkic data. L’in- 
tcgnilo lictinplolu di (luoala cquu/aoiio da appunlo la sooonda dolle hiico di curvatiiia 
sopra acconiiato. 

L’A. Irova soUo I'orina oinogonoa o siminoli'ica (at rispetto alle variabih cbe ai dift'e- 
renziali) I’oiiiiHKiouc diflbrouzittlo dollo linoo di ciirvatnra, o le altve equazioni differeuziali 
ora acconiiato, supponoiido porb oho la suporfioio sia algebrica o rappresoiitabile puuto 
per piinto sojira un piano. 

Lo formolo (die sono <|iii assognato, inirano ad appUcazioni cho I’A. riserba ad altra 
occasiono. Por ora ogli si limila, nolla 2.“ parto, a considoraro I’csempio di una super- 
ficio di 2." ordino, dolata di oontro. J1 inotodo col qnalo vion dotermiimta I’equazionc 
Anita dollo linoo di curvntiira consisto in qucsto: clio, rapprescntata la superficie sopra 
un piano, o supiwsto algobriclio lo linoo di ciirvatura, qiiando si conoscano lo imagini 
di ciiiquo fra (iiiosto (lo (piali dobbono ossorc curve di nna modosima rote) si trova 
I’intogralo (joniplolo prooisainonto oomo so si trattasso di costruire per tangenti una 
conica dolla cpialo cliKiuo tangonti siano date. fS cliiaro di per so die questo procedi- 
meiito potra sorviro alia ricoroa dollo linoo di curvatura, dollo linoo assiiitoticbe, in 
gonoralo di linoo fornianti una tal sorio oho no passino duo per un punto dolla super- 
fioio: bon intoso, nol case cho la snporficio sia algobriea o rapprosoiitabile sopra un 
piano, 0 oho iiiollro lo ourvo (loroato siano algobriclio. 


(6.1] Png. 221). Quosta Notn vIon dopo alia Momoria di R. Stuiim iiititolata: i'«r la surface 
enoelopiute par les phins qui coupent mie courbe gauche dii 4" ordre et de la 3" esp&ce en quatre 

points d’un carcle (volumo indicati), pp. 7IbH<J). 

Z, 6 la suporllcio, di d.® olasso, cni si rifei'i.sce (inol titolo. La eurva C del d.® ordinc sega 
11 piano nll’lnllnlU). 10 in iiiiatlro punli r, o I’ii.erboloido II contcnciitc C uieontra I’assolnto 
in quattro puuti i. I duo quadmngoli comploti, cho cosl si otlcngono in E, hanno comclatif. 
rottoR 0 G rollo I giacoiiti in Z,. InoUro E, piano triple di questa suporfleie, la tocca liingo 
unaenrva di dasso Z, (langoiito ullo roUe R od I).Sono rotte triple (come hioghi) di 
led goiioratricl di 11, trisocanti di C, olio passaiio pei puntl i; o le 4 gencratrici di H, unise- 
canli cU C, ciic passano pci punti r, 


(«*] 2:iG. hfi NoUi Ui Bjaosoiii, a cui (lui si allude, e die precede immcdiatamente que- 

sta di CuisMONA, eousidova la qiiarlica piaua oon un punto doppio (x—y—o) lappicsentata u 
coordinate omop;’ouoo as, //, dairoquazione — w— o, ove sono foime inane y 
d«l 4.. « .1..I 3.‘ ordino. Di q»«.>0 d«« r"™0 blo.Ho Bo.ooon. ' 

Gune forme invaviantlvo HimuUaiiec, fra cui un covariante quadiatico v) o a cimi in 
indicati con Ic^ I, A, B, A. I^ono pol 


D-ici+VA), E=|(I~VA)! 
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cd 111 ti’ 0 ( luce uiia forinji quatli'catica 0 (doteriniaata Holo a mono <lel segno) iale che 
(;i) 4 a - 0 * ~ E v- -\-Afcv w 

Pill oltre nuinsnirij indicando con p uiiii raiUco doU’eqiuv/ioiio 
(i) ovo » 

(il sog’no (lol I'fadlcale essendo iudividxiato dal valoro aasuiifco per 0), ]>oue 
(IS) — 

0 not a che Ic (f3), (4), fo) fonuscono umi Hecoiidii soluzione per Ic funzumi ^ Reainbiando 1 ) 
con K, cio6 inutando il segno di VA» 

Si pu6 ancora avverLire che le fcro tonne biqiiadvaticho considonito da Buiosoni, alio quali 
SI rifcrlace la fine della Nota di Cremona, sono la il pvhno mombro del la (4) oil priino inoin* 
In'o doiraltra cquazioiie elie si deduce da cssa per lo scambio di I) con K. 

Pag 24ib Si sotiiutoiida « proiottivamonle* . 

Pag. 2 b). Si in ten da nel senso spiegato alt rove (Q lies to Opero, to mo 2.*', pag. 32H e nnta 

ivi, e questo tomo note [^*1, |‘”]), 

Pag. 243. Qnesta affermazione devo ossoro modificata o eomplolata. Ciob V interseziouo 
di (pj eolla Jacobi an a dellc supeidicie <p i*, co.stituita da quollo linoe (lo /, roLte, I, eonudie.,. 
cubiclic (rational i) , di eni parla poco dopo PA,), lo qnali hanno per imagini nel piano U 
rappresentativo di tan to le curve Jc costitnonti la Jacobi an a dolla role K cho non sono I’oiida- 
in on tali per quel la rap prosen tazio no, quanto i punti fond am on tali dolla rappresontaziono s toss a 
dm non .sono punti base della role K, A quest! punti Cremona allude alcune riglie a j>]) rosso 
colla frase fra parenfcosi tf teniito conbo di quollo linoo di tpj cho corrispondono a punti di 11 » . 
Cfr, il 11 . 96, ovo, al n. 20, trovasi Penunciato procedento, tranno le rostrizioni qui e.sp rosso, 

Pag. 213. Si tonga presonto noi vavt punti a cui si riferisce qiiosto rich i am o la p re co- 
don te nota p'']. Alla ossorvaziono conteiuita in questa nota si possono collogaro alcuno modiii- 
cazioni eho verranno suggerito nolle note soguenti. 

[‘^^j Pag, 244. Invcco di «La Jacobiana dollo K rappvesonta» devo dire «T punti Ibiida- 
men tali 1,2 della rappresoutazione cho non sono punti base dolla rote K raiqu’csontano » . La 
corrozione 6 siata poi fatta dal Cremona nol ii. 96 (n. 21). 

[■^0] Pag. 244. Aggiimgasi; «Gd il pxmto 2» . Cos! 6 nel n* 96 (n. 25). 

Pag. 244. II collocaro i punti o, Oj, in linoa rotta non clA- una trasfonnazione spaziale 
partieolaro, il cho devo poi ossere stato ossorvato anche dal Cremona, il qualo nel n. 98 (ii. 25) 
tace di questo caso partieolaro. 

PI Pag. 244, Aggiungasi: «od i pimtl 1, 2 » . Goal 6 nol n. 96 (u. 33). 
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p3| Pa"'. 2‘ir), 'i-KJ, 2t7. As’giunfi-asi : n) (luolli dai puuti 1 
(•ufvo K» . 


, <! che lion sono su tiitte le 


p‘] 24t5. AKn''”"!?"-”* : «« <iuonto Inogo iiimmmi al punto 1 iiogli nltimi tie easi», 

p5] Pag'. ‘2'!7 . Ag-g-iuiiKaKi ; « « quiislo luogo insicsino al punto t eoiUato uiia o due volte . , 
1M«'. 2r)ii. NoH’ori^'inalo siava: 

P’J Pag. 2G0. lai Nolii dtdln NaeliriclitiMi 6 a pp. del voluuio iiidicato e porta lo 

atcHHO liloln della iiruHoiile. AggiuiiUs dl rilUivn .soiio iinello di cul si dice nolle note si‘<.iu*tui 

[■>“], n 

[■’*^1 N<*4ron«inala stava! « n(iuniar'> . 

[^'■^1 ll paHHo dallMcft/as* noittpiol nianoa nella Nacliriiilit(ai. 

[8^1 ^2T2, 4ui IlniHco la Nota (lollo NachriclUon ! tiUtocio che seg'ue e state ag’g'iiiiito. 

[81 [ Ihig. ^27^2. OlV. note [‘'''I, |8«| per le modilkmioni occorrcnli alle considoi azioni goaoiaU 
qul esposLOj che sono la rlprtulu/done di {luelkulel n. 91, alle qiiali si viferiHcouo Ic tlGtic note. 


[8*2| Pagi 277, (iiu^Mta Memnna hi preHentatu, nella Ressioiie del 1 Magglo 1871, all’Acca- 
deeila di llologiia, eon altro iitolo, Keco la parte della rela'^ioiic dl detta scasione che si vifiM-isce 
alia Meinorla HteHsa (llendieonio della eilata Aeeadeuiia, Anno 1870-71, pp. 70-7(1) : 

|ja Heinoriii |)oi dnlPAtumthnnino Prof. 1j. Urkmona o intitolata liappre'^entaxiouo 
pmua (PiUHi vvrla /// V.'" mliup doUda di qvallrn punli doppj, — La supor- 

iu'io (M)nsi(leraia dulPA. IVa ((uollo do! ordino^ la pritua cho abbia potulo osscro mp- 

prosoiUuta Hu])ra un jiiuno^ mw/Ai olu> win dolaia no di umi linoa iniiUipla, no di un punto 
triiilo, hlssa non hit idn^ quiiUi’o punti doppj, iro doi (piali sono coniei, inentrc d i[uarto 
0 uniplunui’o od il r(diitivu piano langonlo soga la suporlicio scconclo qiialiro rotto nai- 
oorronti not piinio sh^sso. |ja Huporlhdo non possiodo altro r(3ito, o su di ossa osi.sle 
un numoro liinitiito di i^onudio. I/A. ha olhmulo quosta supGilioio, non anoora studiata 
dai gooinolri, appliiatiido ad una supinduno di2.^ grado una corta traslbrina^iiono rationale 
rli 2.0 grade, la oiii invorsa ft d(d grade. Kolia rapprosentazioiic piana d’ordino mininiu, 
lo imagini dollo sozioni piano dolla superiudo in disoorse soiie eiir\’’0 del (L’Mirdino. 

Pag. 2HI, Ooii clft h’ inieude di dive die. la rotia indlcata fa parte tU una conica clege- 
nero di citiHcuno del due ruHcl. 


Pag. 205. Va rilevato che IVa la Cleomolria proiottiva ddle coniclie di uu piano e 
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cjUGllfi cloi complesdi liiiGari di I'ottG dello spazio ordiiiario esistoiio pin’G CRHOiiziali diifGrfiuzo 
(Gfr. ad es. Shgiik, Consiihm^ioni intorno alia GeompJria della coniahe di lui piano e alia Him 
vappresenta^Mone sitlla Gconietrin dei coniples^si liHCffvi di refle^ AtLi dollu li* Accadomia di 
Torino, vol. XX (1885)). 

PI Pa»'. 296, Questa relazione non 6 esatta: dove scrivorsi coyl 

dnlla qiiulo nasco la al’\'h7n-\-Gn^0 por lo sofitiUizioui (ad esottiplo) 

Z=c+2/*, 

In conscg’ucnza, al poato dolla (1) dol tesfco, «i ha la scguonto 

ax(x-’Z)’\-hy{y--x)’{'ez{^—y)'^lypi-]rmzX’\'nxy^Q, 

Pag’. 296. Per I’odHervazioiio fattn nolla iiota preccdonte i coodiclonti osattl flono 

P + l^t 

pi Pag’, 301. Qni aono atate soppressc lo formolo 4p(ii+’^) ^ (nolla 

quale non ai tien con to di ci6 cho dices i presciUomonto 1 acorn plofcozza o sovmbljondanza di un 
sistema lmearo)e Palfcra cho no seg^uo 3 ijl+v=« -(-6, caucollafco dalCuwMONA in varl esoin- 

i- 

plan* dati in dono a acolari o collog’hi nol 1880 o dopo. 

PJ Pag. 302. Nella dimosfcraziono preccdenfco aono a La to introdotto alcuno somplici modi- 
dcazioni, consiatonti aostanzialmeiito nol sup por ro il piinio 1 sonz’allro variabilo (non dapprima 
(laso), lo quail si trovano fafcto per mano di Ckidmona nog’ll osomplari ricordiiti nolla nota pj. 
Da quosli csemplari soiio pure stale fcolfcc lo aggiunto fra | ‘j cho m trovnno nol ii.^ 7, 9, 18 

P] Pag. 303. Pill goiiem linen to si puo diro cho al pun to cornu no cor vis ponder anno duo 
curve avonti comuno una curva d’ordino cho oventnalinonto potrA coincidoro 

colla prima (o con entrambo se i—j), II caso clio la curva comuno sia d'ordino < i si prcsonta, 
ad os., nel n. 33, por il pniito comuno alio tro rotto doppio dolla superficio dl HTiijuvroR ivl con- 
sidcrato, rig’iiardaudolo como comuno a duo di lali rclto. 

[oo] Pag. 306. E bone rilevarc cho nol toato si sotlintondo l*olToUiva eslstonza dogli onti 
ivl consldorati (alfcre superficio luogo L, rolo K). 

P^J Pag. 306, Si dica piii csafctamontc ; «o quosta passa por un pun to fondamontalo dolln 
rappvesontaziono II cho non appartieno a tufcto lo curve K» ; giaccIiA so il pun to di cui parla 
il testo appartenesso a tut to le curve K, il croscorne la moltipUcilA farobbo spozzaro la curva ; 
e questo 6 il caso precedonto. 
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['■»] Pttff. Qui (IttvoiHt fav«i lo vusti-izioul ilotto iiellii iintn p] iil ii, 91, 

[Kil Pag. 309. Qui « in sciguilo, in cnsi aliuili, si ripeta una nsscrvazioiui anatoga a quella 
fatta nolla nolii [*“1 al u. 94. 

[<"] Pag. 311. Alltt parole: «lii rotla D', eosl» .si .sostiluiHcaiio questo. altro: «la direttriec 
Jell’ iportioloide sles.so passante per uuo A' ilei imiUi di aezionc della generatrice D' colla F 
{quello la cui iiroiezioiie pinna ii stala assunta come uuo dci tro puuti foudamcutali della tra- 
sformazloue quadraliea delta sopra), eosl, se quella direttrico seg'a ultenonnonte la F nel 
puuto B', 0 . 

Paft\ .‘)U, AUo pavoloi <6 pol duo pimti doppi » si sostituiscano cpiestealtre: « pel 
pmito doppio inm^'iuc di A' o pol i)unto Boinplico imagiuo di B'». 

Pag. dp). Por lo cori’ispoi>don/.o sludiaie in quosto capitolo 6 soltanto 4, f). 

Pag. d20. InvQco di: « olio paasa poi* 0^ o incoutra D e (t^ » si legga: « tUversa da D 
sezlono dolPiporboloido DCt^GoOiOo col piano 0,D». 

[»8] Pag. d21. Invoco di : ^ oho passa por Or o si appoggia aD, Q > si legga: diversa daD 
sezlono doll’ipoi'boloido DROjOgOgO^ ool piano DO,. i>, 

I^ag, 32r). Da ooubiuua/dono, cho pcosuinibllnioulo si doveva rlforlro agli altri tipi di 
bmsrorinnzioui {\i 4, ... j b) non ooiisidomti nol capilolo e acceimati uel (Uolo di csso, non 

6 inai vouiUa. 

Pug, d2d, Qiiosta Monuu'ia fu prosontala alPAccademia di Bologna nella sessione 
ovdinaria dol 18 Apvih‘, 1872 (V. il Jlondiconto di dotta Accademia, Anno 1871-72, p. 83) eolle 
stoHHO parole mesHo qul i>cr introdui^ioiio, 

i^lg. 831. Dalle (Id), nolP origin ale, nuincavano i coeflicienii mimevici, die qui si son 
moss! anineU^i lo lb r in ole di mp])resoulazione dl P assuinauo veramente la forma (17), o suh- 
slsta seuza mutanienU clu die vion dopo* 

jioi] Abbiam sostiiuiio « intoraoziono > alia parola «contatto> die era uelPongi- 

nale. (10 iuvoce conica di conlatto ira P'., o lo quadviche qudla di cui si dice nel rigo seguente 
del loslo). 

3130 . j)| tpiesta Momoria sono state fatle tre tulizioni italiane edite dalB IIohpli. 

La prima edizionie usd a Milano il 1.^^ giugno 1872, pnr Ip iiozze di CAMiiiiiA Buioscm con 
CosTANZO Gauoano, iusioine alia Memovia di Casouati; Le proprietd cardiuali depli slrunienti 
oiticl anoliQ non coMrnli. La let tor a scrltta dai due an tori alia Sposa in qudla occasionc ter- 
mlua coal: ' 

non Lo dispiaGorUj no siamo sicuri, cho due suoi vecdii amici abbiano voluto 
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in quosto ^’iortio soloiino attostaro puhblicumoiito ancho i sonsi di /JTatitudinc e di am- 
miraziono per qiieirniustm <li cui Ella ha la Ibrtuna di ossoi’o dog'iia od umatissiniii 
Eiglia, 0 dol <Hii ^llto inftog’iio o dolla cui iiidolbsHa attivitii lamio splcndida iostimo- 
niaiisca non solo gli stiuli posti nolle piu ardue qiioslioiii dollu soionza astrattaj nia 
questo modosiino Istituto die abbiamo vislo sorgoro in MilunOj moj'cb Topora sua; cho 
lia gin dati tanii giovani cooporatoi'i alio nostro crosoenti iiidusirio, od accoso in pa- 
recclii ramoro por quollo applioazioni dolla sdoiiza di oiii riiigognoro sonic ogni di 
pill il dosidorio o il bisogao. Tra questi ultimi oi moltiamo anelio noi; o per idO ap- 
punto abbiamo voluto oho a siffaito appliemioni si riforissoro i prosonli nostri lavori. 

La seconda eiliziono com par vc poco tempo (lo])o, prececliilii <lalla Hoguouto preluziono (avoiUe 
la (laftar Milaiio, 12 iigobto 1872 ): 

Quosto brovo lavoro oj-a gia vonuto alia liico una prima volia, aoooinpagnalo da 
uiia lloinoria dol mio ainico Fjolick OASoiuTr, in corta oocaiaiono solonno, cho I’u vora 
festa di fainiglia por gli amici dol Dirottore doll’istitnto politoonioo niilanoso (1.° giugno 
p. p,). Ora lo ristampu soJiz/agginnto, airiiiFiiori di qualclio liovo oinonda, in odiziono 
piu inoilosta, a coniodita rlo’ giovnni alHovi doirislituto die dt'hbono soguiro 31 corso 
di statica gnilica. 

L’argomonto di quosto pooho pagino, oiob Tiiso do’ niotodi goomolrici per deloi*- 
nunaro lo tonsioni o lo jirossioni nolle tra\mUiro rolicolari sotioposlo a dali sistoini di 
forzo oslornc, avrobbf^ moritato uno svolginionto piu ampi(»; o<l infatU, ora miu iiiion- 
ziono di far sucoedoro una seoonda pario a quollhinioa dio^ a cagiono dol giorno lisso, 
potA allora ossoro stampata. Ma audio adosso I’ultiiaziono dol propfisiio A impedila da 
alti'i osiacoli, siiTliu in’u forza rimiindarla ud ultra ooeaHiono. 

In quoftta Hocomhi odizionc trovasi alia line una iiota rolaUva al nC’ che (pil Hi i’i])ni‘t.a! 

Noi italiani troppo spusso dimontidiiamo i moriti do’ nostri connazionali. II inii) 
dottissinio ainico prof. OiinuNq poidib obbo voduta la 1,'» odiziono di quosl’opusoolo, 
mi foco ricorduro cho la looria dollo Hguro rooipi‘ooho, oftbrta clalhi siatioa nolbi ridn- 
ziono clollo Ibrze, prima cho da Aldoius^ fu data dal sig. (jIaetano OfOimiNi (ora sonaloro 
del Rogno) in mm Afoinoiia cho ha por titolo Sopra alcune projjrield dei piavi de* 
vmnenti ])rineip(di e delle coppie di forxe equivalently da lui prosontata alia Sociola 
Italiaiia dollo scionzo nol 1827 o stampata nol t, 20 (Modona 1828) dollo Moniorio dolla 
Sodot^. Id, a p. 247, si loggo il toorema sulla corrispondonza fra puuti o piani; a p* 249 
quello sullo rotto rooiproclio, od assunto I’asse coutralo per asso dollo I’Anloro ul- 
iiono formolo, che in sostanza non dilForiscono da quollo dol a.® 5. 

Il modesimo prof. OnEUNi obbe la boni^ d’inlbrmarmi che « il Qioroini 0 autoro 
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<( fli iiu^oponi T^lcmoUi (U stabcn (i^ironzo 1835), clove sono cUmostrate parccohio pvo- 
« poHizioiu (*oj)ioiuito noli a Momona dnl 1828 ; o olio « nclla Oorre^wndance muDtv- 
^ matUiHC cl yhijHiqHc (U A. Qui^ma-JT, t. [T (Bruxollos 1830), p, 112, il sig. Ciurlks^, 
« parlando del (Iiguoini gin stiito ruo c^ompagiio distudi alia souola politeenioa di Pj'aiuaa, 
« fa allusiono alia RumiDininala Moniorui, e dice cho anche in talc rio.orca 1 due autiehi 
« condisccpoli si sono ineonirati insicimo nolle medosimo vcdiite », 

L’illusii’o OiURLKS oRpoRo la tooria delle flguro reciproche, di cui ciiii 5 disciorKO, 
audio nolla sua Momoria Snr deii:^ pincipe^i genmmx do la science: la dualife cl 
niomographioy jirosonlala uol 1830 all’Accadomia dollo sclonzo ncl Bolgio c iuRcritii 
no! t. II doi Mdmoircs aouronnds (Bruxollos 1837): vcggusi p, 679. 

Nolle bi’ovi righo oho Bodlloro IIowpu promise alia tcrza edizlone (colla data: i^Iilaiio, 
giugno 1379), o doLlo dm Chwmona avrebbo doBiderato di rifondore il .suo lavovo per appvo- 
ntfcaro dollo posioviori piii)i)licazioni suUbirgomouto, in a dio, non avendonc trovato il tempo, 
aveva infiiio consoiiiito a (juolla torza ediziono eonlbrmo alia secoiida, astrazion fatta da al- 
ouni ritocchi nolle indicazioni bildiogralicho. IiioUro qnosia tcr/a ediziono fii faita precede re 
da una breve InlrodufilonCi ap posit am on to seritta dal Prof. G. Jung, dietro accordo col Ciikmona, 
flullo propvlotil del Histoma nullo dodoito dalia eomposiziono dollo forze nello spazio. 

Nol 1385 I’ll pnbblioata una tiraduzieno franec^so di Louis Bos.sut, Capitaino dn Geme 
(Paris, GAirniiEU-VinuAim), alia (|ualo Ciuomona pose la soguonto profaziono (colla data: Home, 
mars 1H84) : 

L^OpuRCiulo fjc fif/are rceiproclic ncMa x^tatica gmfica, livr6 an public, pour la 
promi5rc Ibis, on 1872, out Phonneur ot lo bonhour ePobtouir un tieouoil tros amical, 
proscpio onthoimuiHUi, cBun Jugo 6m in out, rillListro UujiAiANN, lo erbatour do la Statique 
graphiciuo Depuis lors, un grand iiombro dYnudvains oxorcoront leur sagaedtb sur 
loH applications dos llguros r6cdpro(jiios a la soionco dos coustructiuns 

M. lo capitaino Hossu'r (par Ponlromiso do mou olior ami lo lieu ten ant- colonel Guwulf) 
oi M. (lAti'i’iincu-V tr JiAUs mYiyant oxpi‘im6 lo dbsir do lairo unc bdition franvaiso de cet 
Ouvrago, j’accmpiai loiii’ honorablo proposition, on lour suggdrant do lo faire siiivvc d un 
Appondico c.oinproiiiinl los prngros los plus importants epic la lh6orie des Hgures lA 
oiproquos ot son application aux travuros r6lioalairos out fails depuis 1872. IL Saviotti 
aidant par sos OKCollonls M6inoiros ot par (Pautres contributions nouvoUes, M. Bossui 
a ])u rbiinir ot (‘oordonnor los maUmiaux qui coiistituoiit Ics cinq Lhapitios do 1 Ap- 
poudico. [jO lotdour iniolligont sora hoiiroux d’y roncontrer un travail presque ontio- 
rcmonl original. Do plus, IViditiou fran<;-aiso a consorvd 1 ’Introduction quo M. Juno a\ait 
plac6o on ioto do la troisibino 6ditiou lialioiine (Kilan, 1879). 


0 Voir la Prftfaco do la douxl6mo Edition tilleinaiulo (Zurich, 1876). 
‘”0 Li^wy, Ibvvwuo, Saviotti ot plusioiirs autres. 

Cnvwnaf tomo III 
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Je aerai satisfait si, on oncourageant (^oito publication, j’ai contribu6 a oonfirnior 
cette v6nt6 proclamoo bieii haul par CJulmann, quo la (t6oin6trio inodonie (U^omutno 
de position, G6oin6triG projcctivo) ost nn 616niGnt osscnitiol oi iJiilssant pour lo d6ve* 
loppomont (le Part de riugenieur. 

Du resto, rapplication dos figures rdciproquos aux travuros rbticulairos n’ost quo 
Pun des (Jhapitres de la ytaliquo grapliiiiue, tio eotte SoienoG doni lo TraiiO lo plus 
complet ost encore celui do Culmann. Quol maUiour quo lo professour do gOiiio tlo 
Zurich ait 6t6 enlovo a son 6coIo ot h la Scionco, on ploiuo activitd ot avaui qii’il ail 
pu achever la seconde edition, si vivemoni d6sir6o, do son Onvrago classiquo! 

Je termine en remerciant, pour AL ISayio™ oi pour inoi, MM, Dossut ot GAnTiiiiai- 
ViLLARS pour les soius intolligents quo, clmcun de son cot6, ils out mis a vaincro lus 
diflRcult6s cjui s’opposaieut a uno bonno oxdciition do lour plan, 

L’appeudico, di cui Ciiemona discorro in qucsta prefa/Jouo, ha por iitolo : « Noimllcs m(^- 
ihodes pour le calcul des fravures r^hculab^es ct I'dtude des Iravurcs ckarg&.s d^tinc fagon quH- 
C 07 iqiie;imv M, Cii, Saviotti, Professeuv a PEcolo dos Iiig^niours, a Romo 

Nel 1890 apparve turn traduzione ingicso, pubblicata ins i erne alia tmcliiziono ingles o degli 
Elemetiii di Calcolo graficoj di Thomas Hudson Bidaue (Graphical statics^ Two Treatises hij 
L. Chemona, Oxford, Afc the Clarendon Press), colla soguonto profnzione di Cremona (avontc 
la data: Rome, October, 1888): 

At a time when it was the general opinion that problems in ongineoring could bo 
solved by mathematical analysis only, Culmann's genius suddonly <Teatod Oraphical 
Statics, and revealed how many applications graphical methods and the tlieories of 
modern (projective) geometry possessed. 

No section of Graphical Statics is moro brilliant or sliows more offoctually the ser* 
vices that geometry is able to render to inochanics, than tho one doaling with roiU" 
procal figures and framed structures with constant load. 

It is to this circumstance that I owe the favourable rocoption my little work { Le 
figure reeiproche nella statica grafieay Milano, 1872) met with every whore; and not the 
least from Oulmann himself. It has already had tho honour of hoing translated into 
German and French. Having been requested to allow an English version of it, to bu 
published by tho Delegates of the Olaroudon Press, I consented with pleasure to Pro- 
fessor Beare undertaking the translation. 

I have profited by this occasion to introduce some iniprovemonts, which I hope will 
commend themselves to students of tho subject. 

Questa traduzioue inglese contlene aoltanto i due lavori di Cremona, il quale agglunse 
una breve trattazioae geometrica del sistema nullo che sx riporta nel la nota 

Per il resto, tauto uella traduzlone francese quanto nella inglese, sono state iufcrodotto, 
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proscindflndn da H(wi dilTurcinzo tli forma dm non occorre rilcvarc, aleiuie piccole vaviazioin^ 
in parto con ton u to rnnnoHcritto noil a copia ddla Lorza edition o, appartenente al Cremona, cho 
ha sorvitn proBonto p n b b li c azi on o. Noll a (pialo, con forme alio con von don i Btabilito, si f^ono 
niOBBO iVa B^j^’radb in a| 4 'g'iuuto o varianti dosunte dalla de.Ua copia o dalle ricordatc trnduzionj, 
come pure. In iiuovt‘, iudicazioni bll)li()ijraUc-he, in so rite specialmcutc uella traduzione franc e«e 
stata iniro fatta, nol ni\a trmlnzlone tedesca col Dio reeiprokon Mgureutn 

ilov i/vaphiHchfin Sfaiih\ von IjUKu Cuwmona prof, um Polplechnikmi zu MnUcmdf tn freier 
Voho.ruei'yMiii uuh dom Uationii^ohon nnd mii VovaiiHHohiclcnng einor kurmi AhloHung dor Theodo 
dar rooiprokon Poigodor von h, MittorPi tnft’ontour. li'ii i user ita iiella Zdtscli rift (les Oosterrm- 
cluHchen rng'oniotir-uml Arcblloclcimi-Vorolns, XXV Jahrgang, Wieu 18711, pp. 2;i0'^^40, 

[)i talc tradu/iionn, la tjualo non presonta nkuma parti colaritft die meriti di essere osser- 
vata, Caw MON A dit nollzia alia lino di <iuoBta terza odiziono (pag. 3B8 del preaento tomo). 

Pag\ dlid. Ai n. U 2, 3 Oummoka sosUluiseo nclla tvadudono inglosc In ‘^egiienle tml- 

lazionc: 


K That dual aiul rtanprocuil oovimpondouco boUveon figiiros in space, discovored by 
ildmns, iu whudi^ Ui any piano wluilsopvcn\ corresponds a polo situated in tlic sanio 
plmio, and all pliiiios passinp; lliroiigh any ono potnl Imve llioir poles on tlio polar jilnne 
of that point, in (iiillod a iViill-Niistem by (loninui niathoinalicians. 

Such a corroHpondoinH) is olUainod in tlio following mauiior. Let thorc be a plane 
S, and I'onr points in it A, H, (J, I), no tliroo of wliich aro in ono straight line; and let 
tlloro 1.0 tln-oo ..thor pianos «,p,T passing through AD, BD, OD, rospeetivcly. These 
will 1)0 tl.o lixod olonionts in tho onnslrucstion. 

Draw any piano wlmtovor t c.utling tho straight lines pv,'fa,a[} in P,Q,Tt re- 
spccUvoly, thou tho pianos P13C, QUA, IIAB will all iiiteraoet in the same point S of 

tho piano o. . s 

DamouMion. Lot X, Y, X, X,, Y.,7„, bo tbo points in wliicli the straight line o8 

intorsoots tho sidos DO, UA, AD, AD, DI), CD of the completo qiuulrilatoral A^CD; those 
points form tliroo pairs of conjngato jwints of an involution, by Drsarouv-S s 
Since the pianos moot in X„ tho straight lino QE common to ‘He ^nes a « 

passes tlirougli that point; similarly HI’ passes thvoiigli Y, , and ) iiroug i n- m 
siK points in involution, takon now in tho piano a, three, X„ Y-, /o, be^ng to he s. e 
QE, El’, I’Q of a triangle L’QH; llicrolbro the straiglit linos XP, Q, ^ niee m n 
point S, AvliicU with I’QE forms a comploto quadrilateral, 

Thoroforo tho pianos DOI’X, CAQY, ABRX meet in a ponu S ot tho piano IQ ■. 

This tiuiorom may ho oxprossod ns follows. 
t( «,c fa™, of a low, 0.1, -on MfOS paa vcapolh-.l, 
lot,,.!, 0,1,,. a I'URD. »„.l it ll.,'«, faooa of tl,« l«Ko.' lh™<e" 
fomoi, the,. 11,0 fooi'U, to of U.« oocood loW,o<lro,. ,v.ll paa, tl„-o„l?l> tl>« tolk 

Yeribx nf llio lirst (Thoorom of IVT^uius), 
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2. Starting from the fixed elements A,B, C, a, p, y, let any plane o whatever bo 
given, and lot it be required to determine by means of tins theorem the point S 
lying ill it. 

Tlio plane o moots the straight linos pY, y«, “P >» three points I’, (J, R, and the three 
planes I’BC, QOA, RAB intersect in the required point S. 

Convorsoly, given any point S •vvlmtevor, to (letoi'inino Iho oorrosponiling piano a, 
which passes through S. 

The planes SBC, SOA, SAB intersect pY,Ya,ap three points P, Qi R; the piano 
of theso points is the required piano. 

The point S is called the pole of the piano o, and tlio latter is termed the poktr 
plane of S. 

3. If tlio plane o oliango its position, tho points Q, R in it remaining fixed, the 
pianos QOA, RAB will remain fixed, and thoroforo the point S will move on tho straight 
lino (which passes through A) common to lliose two pianos. Wiion Iho point falls 
on D, tliat is, whon a coincides with QET) (i. o. a), the piano PB(J (mincidos ivitli ABCI), 
and S falls on A. Then A is the polo of tho piano a, and similarly B and 0 iiro tlio 
poles of p, Y- 

If the arbitrary plane o passes through B(J, tlio iracos of tho planes (JCA, RAB im 
it, will bo the straight lines QO, RB which arc tho traces of llio pianos Yj p; thoroforo 
tho pole falls in tlio straight lino Py, i. o. on P. Tlio points P, Q, fi aro oonseiiuenlly 
tlio poles of the planes PBO, QOA, RAB. 

If tho arbitrary plane coincides witli ABC, Iho point P falls on 1), i. o. 1) is Iho polo 
of tho piano ABO. 

4. Tlio polo S of the arbitrary piano o (or convorsoly Iho polar piano o of llie 
arbitrary point S) has lioon determined starting from tho system, .suppesod gii'cn, of 
three pianos a, p, Y (having no straight line in common) and Ihoir polos A, 13,0. But 
in tho totrahodi’on ABCS tho relations belwoon tho vorticos (or llio faces) aro porfcclly 
reciprocal, that is, aro interchangeablo ; so that just as S has boon dodncod from ABC'apY, 
so A may bo detorminod from SBCoPy; and so on. Prom this it follows that if K,, Sj, 
S 3 aro the poles of any throe arbitrary pianos o„ Oj, 03 (not passing llirougli ttio sumo 
straight line), deduced in the manner above doscribod from the systom j\BOapY, Iho 
polo S of the piano 0 , detormined from this same sysloni, coincidos witli tiuit Avliich 
would be detorminod by a similar conslruclion starting from B, Bj Bj o, 03 O;, us llio given 
systom. 

5^ Prom UiB theorem of Mdenis it follows that if Iho piano o bo drawn tliroiigli 
the polo P of a piano ic=PB0, the polo B of the piano a falls in it; llieroforo: — 

If a plane passes through tho pole of another piano, conversely Iho latter contains 
tho polo of tho former, that is to say: — 
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If ji point lies in tho polar piano of a second point, the latter lies in tlio polar plane 
of tlio formor. 

From tliis it follows that tho polos of all tho planes passing through a point S lie 
in a single plane o, tho polar piano of S; and tho polars of all the points of a plane o 
pass through ono and tho saino point S, tho pole of o. 

6. Lot a, p bo two pianos, and A, B theirs poles. Any plane whatever through AB 
will havo its polo in a and in p, that is, in the straight line ap; conversely, the polar 
plane of any point whatovoi- of «p will pass through A and B, i. o. through the straight 
lino AB. And any piano whatever tlirough the straight line ap, which contains the 
polos of tho pianos through /\.B, will havo its i)olo on tho straight line AB; and con- 
versoly, any point whatovor of All, being on tho polar plane of tho points of ap, will 
bo tho polo of a piano through ap. 

Two straight linos, such as ap and A B, each of which is tho locus of the poles of 
pianos passing through tho othor, ai-o called reciprocal straight lines. 

Tionco it follows that if a straight lino r passes through a point A, its reciprocal 
r' lies in a, tho polar piano of A; and convorsoly. 

7. A straight lino r, which lies in a plane a and passes through A, tho pole of a, 
coincides with its reciprocal, that is to say, it is reciprocal to itself. In fact, if M is any 
othor point whatovor of »■, sinco M lies in a, tho polar plane of A, then g, the polar 
piano of M, pasaos through A. And sinco p. must also pass through M, tho polar plane 
of it or of any point whatovor of tho given straight lino r, passes throxrgh tho straight 
lino r. 

From this it follows, that two reciprocal straight linos r and r\ which are non-coin- 
cident, cannot lio in ono piano. If a piano a passes through both r and r', the pole A 
of tho plane will bo on both r and and r would lio in a plane and contain its polo, 
thoreforo r would bo reciprocal to itself. 

All straight linos rotnprooal to thomsolvos and passing through a given point A 
lio in a, tho polar-plane of A. All straight linos reciprocal to themselves and lying in 
a given piano a pass through A, tho polo of a, 

A systoin of sti'aiglil linos rociprocal to thomsolves is called a linear complex, and 
tho straight linos are callod rags of tho complex. 

Kacli ray of ilio cojnplox which moots a givon straight lino r (not itself a ray) 
meets also its )' 0 (’i]irooal straight lino r\ In fact, if A is tho point common to the ray 
and to r , tho piano a , tho polar of A, must pass through the ray and the straight line r'. 

Oonvoi'Soly, if a straight lino I moots two reciprocals r and y, the straight line i is 
necessarily a ray. For, tho point Ir is tho polo of a plane which passes through this 
point, and through r'; thoroforo tho piano also passes through I . Hence t lies in a plane 
polar to ono of its own points, or I is a ray. 
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Kruni lliis it follows tluit all tlio straight linos (noccssarily rays) cutiiiig two rooi- 
pro<'al stniighl linos r and r\ and another line .v, also moot the straight lino .s' reci- 
procal to ,s‘. Two paii*s n\ s.s of rociprooal straight lines are therefore situated on the 
same liypoi'boloid, tli«^ gononitors of which of unolhcM’ system arc all rays of the complex. 

8. All planes purallol to tho same piano may be considered as having in (‘oniinon a 
lino r' situated at iuhnity, thorofore tlieii* polos all lie on a straight line tho reci- 
procal of r\ Changing the bundle of parallel phuies, tho straight lino r romaius parallel 
to itsolfj bociuiso it pass(‘s through a iixed point I lying at infinity, that is, through 
tho polo of tho plane i at infinity, in which the straight lino r is always situated. 

Such lines r, Avhose reciprocals lie at iiilinity, are called diameters of tho complex. 

Pianos porpondicnlar to tho cunimun direction of tho diameters are purallol to each 
other, theroforo Ihoir polos are on adianietor. This diameter r/, which is distingiiishod 
(Vom the other iliamotor.s by being porpondicnlar to tho pianos whoso |)olos it (!cmtains, 
is called tlio (nmlral axAs of tho cuinplox, 

ytraiglii lines pa-rallel to the central axis are reciprocals to straight lines in tho 
plane at intiiuty i; and in pariioulai’ tho central axis is reciprocal to tlio line at in- 
linity common to all planes porpondicnlar to the central axis itself. Tlie jioini I, at in- 
finity on tho coniral axis, is the polo of tho plane at infinity. 

9. If r and r* uro any two reciprocal straight lines wliatevor, tho straight lino which 
pusses tlirough thoir points at inKniiy will ho a ray of tho complex, and will thoroforo 
puss through tho polo 1 of tho piano at infinity; that is, tho points at infinity of iwo 
reeij}ro(uil straight linos and of tho central axis uro all Ihroo in one straight lino, Hoiu’c 
it appears that two reciprocal straight linos and the central axis are iiurullel to tho 
same piano. 

1'horeforo, phuios parallel to tho central axis and |)assing through two reciprocal 
straight linos are parallel to each other, 

From this it follows that: 

If two rociprooal straight linos are projeadod, parallel to the (u^nij’al axis, on u piano, 
not coulaining tho direction of tho central axis, their projections will bo two pai'allel 
fiiraigiit linos. 

Wo shall suppose that the projection is mado on a piano perpondicular lo the 
central axis. 

Moroovor, it follows that tho straight lino mooting two reciprocal straiglii linos 
and porpondicnlar to thorn cuts tho central axis orthogonally. 

Dope di che la fcraduzione inglesc confcinua como noi nd 4, 5, G . , . , solo variando rordhio 
doi nd 4, 5 (eho sono rispettivamenlo i n,^ 11, JO di quella traduzionc). 

Pag. 40G, La Memoria di Vkuonksm (pp. G4l)-708 del citato volume), oho hadato ori- 
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glne a ((iiesta Momoria di Ciwcmona, fii proaentata airAccadcmia dci Lin.^i «oi, a 
C lasae di Scionzc finidu, matcnatlchc a natumli doll- 8 annri877 ^ 

quale no loBse uii minlo, a iiomo doirAiitovc, como(, dotto nel rendilLo d'dl 
(Atti citati Tvansuuti aorio III, volume I (1876-77). pp. US-US). Uipo.tiar;" : p^LT 
manoute dl quol roudiconto oho si nforisce alia Momoria di Crbmoua- ^ a parte u- 
.11 Sooio CUBMOUA promlo allom la parola c, promesao alouno rifleasloni per monere in 
ovtdonza , pvogi del lavoro tosti, dal collega Battauuni, aggiung-e quanto 


Avoiulomi il 8ig. YEUONitsE proguto di loggero la sua Memoria, io feci pensiero di 
vei-ificare i visiiltati in ossa cojitouuti por una via diversa da quella die I'A aveva 
seguita. Montr’ogli si d attomito sompro alia goomotna piana, io ebbi ricorso alio spazio 
a ti '0 dimonsioni o pi-opriamonte ad ima mperficie di terxo ordme dotafa di un punto 
doppio, od ottonni coal dollo figuro cho proietiato dal punto doppio sommiuistrano im- 
mediatamonto quollo dol sig, Vkuonksb. 

Per brovitfl di discm-so, applioborb ai punti od alle rotte dollo spazio lo denomi- 
nazioni die conipetono alio loro in-oiozioni. Ollre alle 6 rotte situate sul cono tangente 
cho ba il vortioe no) jnmlo dnpjilo, la suporlioio cubica ha 15 rotte situate a tre a fre 
ill 15 ])inni Iritangonti. Duo piaiii tritaugonti non avouti in comune una retta della 
supoi'ficio ai sogano lungo una reltn di Prtfical; Ic coppie aualoghe di piani tritaugeiiti 
sono 60 (olio in proioziono dilniu) i 60 oaugoni forinabili con 6 punti di una conioa), 
epporb si hanno 60 rotte di I’ascal. Esso costituiscono a Ire a tre gli apigoli di 10 
eoppio di Iriedrt mijutpUi (Cuhmona, iWmoifc de gdoindtrie pure siir les svrfam du 
3.‘ ordra (Berlin 1868) IQiiosle Oporo, n. 79], n.® U8.); dove i triedri di una coppia 
si intorsecauo fi'a loro lungo 0 rotte della superficio. I vortici di quest! triedri, conju- 
gnti a duo a duo, sono i 20 punti di FUdnar. 

0 b nn altra specie di triedri; so prondiaitio una retta di Pascal, i due piani tri- 
tangonti oho [umaiui por ossa oonlongoiio soi rotte della suporfioie; lo altre novo rette 
formano allora tro triiingoli dm sono lo facco di un triodro della secoiida specie. I triedri 
analogbi sono 60; i loro vortici sono i rf/ 7(*?7i'»?an, coordinati per tnl mode alle 
rotte di Pascal. I duo piani tritaugonti la cui inlorsoziono 6 nna retta di Pascal e i 
tro piani tritaugonti cho conc.orrono nol corrispondoiito punto di Kiricmnu formano un 
pcntaedro, i cui dioci vortici sono tutti punti di Kirkman o i cui dieci spigoli sono le 
corrispondonli rotto di I’nsoal. I jionlaodi’i analoghi sono sei, e dilnno in proiezione le 
801 figure ic dol sig. ViiiitoNRSM. Duo pontaodri hanno sompro un piano comune, raa i 
vertioi o gli spigoli sono tulti difforonti. 

Ogni I’olta di Pascal oontiono un punto di Steiner; le otto rette di Pascal cbe sono 
ni uno stosao piano tritangonto concorrono a due a duo in quattro punti di Steiner che 
sono in una rotta [retta di Stciner-Plilcker). Il numero dollo rette analoghe 5 15, una 
in ciascun piano trilangento, Pol dotti quattro punti di Steiner passano altre quattro 
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j-otlc di Pfiseal c quosto ^iac^ciono in niio stossu piano, cho clii‘6 piano di Plilcker. Como 
lo rotto (li Steinor-Pliickor cosl ancho i piani cli Pliickor sono coordinati ai piani tri- 
tangoiiii, cpporu in numeru di 15. 

I 20 piinti di Stebier c }e 15 retie di Slenier-PUlcker sono i vertiei c (jli apigoU 
di rm esaedro compleio^ die puo riguardursi come il nocciolo di tutta la flgiira. 

Goiisiderando due pentaodri e tralasciaiido il piano ad essi comune, Ic altre facce 
formauo duo tetraedri prospettivi. Il centre di prospottiva h iin pimio di Salmon; il 
nnmero dei puuti coiiRimili e 16. Le facce omologhe si sogano in quattro rotto di Pascal 
situate in un piano di Pllicker; o le rotte congiuiigenti i vortici omologhi sono retie 
di Cayley. Le rotto di Cayley sono 20 in juimero, coordinate ai piuiti di Stoiiior; cia- 
senna di osso contiono tro pimti di Kirknian, tro punti di Salmon o un punto di Steiner, 
0 giaoo ill tre piani di Pltickor. Ogni pimto di Salinou 6 vortico d\m angolo qimdn- 
spigolo complete, i cui 4 spigoli sono retie di Cayley e le cui 6 facce sono piani di 
Pliickor. Oosi pure, ogni piano di Pluckor coiiticne un quadrilatero complelo i cui 4 
lati sone rotte di Cayloy ed i cui 6 vertiei sono punti di Salmon. Ecc. occ, 

Del reslo, qiioste propriota non sono osclusive alio 15 retto di luia siiperftcio di 8.<> 
ordino dotata di punto doppio; esse uppnrtengono ad ogni sistoma di 16 rotto rlistri* 
biiilo a tro a tro in 15 piani, come accade per le 15 rotte che si hanno dalle 27 di 
una siiporficio eubica goncralo tralasciaiido le 12 di un Bojypelsechs, 

Si puo ancho partire da iiii osaedro date ad arbitrio. Allora rimano ancora arbitrario 
uno doi 1 5 piani tritangenti, da condursi pero por uiio degli spigoli doirosaodro. Eis- 
sato questo piano, i restanti 14 o tutti gli altri eleinenti della figura riescouo indivi- 
duati. Uii piano tritangento o iiii piano di Pluckor passanii per uno stossu spigolu 
cloirosaedro sono soparali armonioamonto modiauto lo due facce dolPesaodro. Vnriaiido 
insiomo, i piani tritangenti e i piani di Pllicker prodiieoiio altrettanti fa^ei proieitivi; 
lo 15 rotto dolla suporlicie gonorano degli iperboloidi avonti por diroltrici tro spigoli 
flell’esaodro: i punti di Salmon doscrivono dollc cubioho gobbo; occ, La siiporfloiq ciihioa 
varia in uiia serie talo, ehe por un punto qiuiluuquo dello spajsio passano tro superficio. 

Parioiido dalFesaodro o dai soi pontaedri si puo ottonero una catena incloflnita di 
niiovi sistomi ciascuuo di soi pentaodri, corrispondeiili ai sistemi di punti Z o di retto x 
dol sig. Veuonkse. Nel socondo sistoma o nol terzo, nel quarto o nol riuinto, o cosi cli 
segiiito, i poiitaodri sono forniati eogli stossi piani, ma prosi in ordino cjillbronto. (iuosti 
sistomi corrispoudono somplicomeuto ai termini di una serio numerica i cui primi ior- 

mini sono 1, 3,i nella qualo ogni termine in posto piun da col precodoiitc la somma 
oostaute 4, e da col auasegaente il prodotto costaiite 1. » 

[inaj Pag-, 43G, Della sottoacrissiouo si focoro promotori Ckbmona. o Beltrami cou un brovc 
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articolo pilbblicaLo uoA Oiornala dt MalemcUiche (Volume XVI (1878), p. 315), del quale arti- 
colo la parte rolativa ai incriti del GhwijTni 6 qui insonta quasi iiiteg-ralmciite. 

Pag. ‘13(i, Segue la lisLa delle pubblicazioui scieutifichc del Ciielini. 

410. Ncirorigiiialo il 2.® o U term in o avevauo il coefliciciitc 3. 

^iooj Pag. dlO. In luogo di + si logga 

Pag. 4d(). In liiogo di + si logga 27 ij 4 - 7 ^ 2 * 

[1^4 Pag. 412, La (piostlono 656 ora staia proposia dallo .stesso CttEMONA (a pag, 2-10 del 
tomo citato), eoirouunciaio clu^ egli qiil, nel daruc la soUx/dono^ ha riprodotto. — 

Puro nel tomo (che fu Pnltimo) della NoiivdlG correspondance (di E. Catalan), sMn- 
contrano a pag. 228 e 263 duo ostratti di lotterc del Crbmona, diretti prima a chiedero bcliia- 
rimonti, poi a complotare qiu^sti, a proposifco dolla quosfcioiic 538 (quol tomo, pag. 142), rolativa 
ad una particolaro Huporlicio unilatera: superficie clio risulta essere dovuta a R. Hoppe (Gru- 
neut’h Arehiv 57, p, 328). 

Pag. 458. Nel Proceedings of the Uoyal Society of Edinburgh, vol. XII (November 
1882 to Juli 1884), fra 1 lavori lolLi dai Soci noiradunanza del 21 Aprile 1884, si trova a 
pp, r39i)-60I un Hunio in italiano di quosla Memoria. Porta il titolo; « Esempio del metodo di 
dodurro una siiperfieio da una (igiira piana, By Professoro Cremona. » E comiiicia colie sc- 
guonli parole J 

Soopo dolUi proHonto iiicoola (‘omiinioazioiio u cU mostraro con uu osempio notevole, 
od in connessinno oollii toovia oonoHciuta dolla rapprosontaziono piana di una eertaclasse 
di suporllcio, 0 (H)n quolla dollo trasformazioni razionali clello spazio, como da un si- 
stoina piano di puiiii, rotto 0 cui’vo si possaiio dodurro la costruziono o lo propiiota 
di suporlicio sitiialo comunquo nollo spazio (<li quolle cho souo rapprosontabili piinio 
por piiulo Sill piano). 

Pag. 463. fcsottintOHO cho la nuova supoidicie cubica abbia aiicIPessa un pimto dop- 

plo in 0 . 

Pag. 482. Segue Poloneo, in ordiiio di tempo, dolle Opero scionUflche del Beltrami 
(1862-1808), olouco completato uolla riproduzloiio fattane uol citato volume del Gioriiale di 
Mato mall die. 
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UISTRJIUIZIONK IN OliDlNK ALKABETICO 
DEI BKlNdlPAM AIKiOMENTI TItATTATl NKl TRIC VOLUMl 

1)1 QUICSTK OPERIO. 


Avvini'i’i'iN'/iK. '• Si ri«hi(unn.no HoRanlo i iiumori d’ordino dl quoi lavori, noi quiili si 
troviimi IraLliizioiii itomplolo t» jmrzinli, o ancho aingolo propriolil rclativo aU’argo- 
monU) indiaaliO. Si in>li elm 1 lavori dal n. ( al ii. 31 sono nol lomo I, quelli dal n. 33 
al II. W iiel Uimo tl o (juolli dal ». 75) ill n. JM nol ioino III. — Pov i quattro lavori 
n. 21), 70, 71), HB, eoiiLnnuU i! prlnin i» il aocondo rispotli vain onto noi lomi T, II. o il 
lorzo 1 ) quarto nol toino III, ai noiio oalOHi i rioliianii ai vari capiloli in ciii sonn di- 
viai, (iitaiuli), fi'u imrontoHl, dopo il n. dol limiro, la pngina in cui coniinoia il capitolo 
rioliiaiuato. 

Hi 


Awiolo trimlro tiirottaugolo: tnoroma: 51). 

Area (Il mi HOgnuinlo di soziono ttonioa: 'M. 

dolla Hiiporlkiio roninna di Stkinhii: 2H, 7(; -■ dollo supovRcio gobbo di 3.“ 
gi'iulo: 71; - dullii Huporlioio golilio riizioniili con duo dirotlrioi rottilinoo: 77. 

Awt armonlci: 21) (p. 328). 

liiemluplr di mia aupordoin ouliieu: 71) (p. Ill), 103, lOl. 

(kilivld di nil pni’tieoluro d(il.(ii'iniiiant«: 15. 

Cayli'.ifiina di una ouliioa piana ii di una veto di eoiiiclio: 31) (p. 431), 445), B8. 

(Jenlri ariminioi: 21) (p. 328). 

(Hlmlri, eongiunti riiipotto ad nniv (jundricn: 30. 

Olaeee dl una wirva pinna; alilniBBainonto: 21) (p, 371)). 

(llimifiemiono dollo onliiolio gobbo: 13, 13, SI; — dollo cubiclio piano: 49; dollo 
(inai'tiidio gobbo di !.« flpooio: 71) (p. DO); - dollo BUporlleio enbiclio gonorali: 79 
(p. 1)11); - dollo Hupovllolo gobbo di ‘1." grtwio: 78. 

(Jornmemorminni di A. Ui.unnoii, 1). Oiinr.iNi, 11. *1. S. Smith, V, Siwtiswootih, E. 
Bioi;i,'iiA.Hi: 1)1), 105, 101), UO, IM. 
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Gomplissi suninetrici; 'i'O fp, 372), 79 (p. 24), 

UondizioHi olio dotenniiicaiio iiiiii curva piaiia; 39 (p. 348); o ima Hupoificic: 70 (p. 2!)0); 

0 la ciuTB crintoi-sozionc didiio suporficio (di dati ordiiii): 70 (p. 21)0);-- daLo da 
punti conuini a duo curve piano; 29 (p. 358); o da puuti eomuiii a due, o a tre 
supoi’lioie: 70 (p. 349). 

Gotigrueiise di retto, di 2P gradu: 101. 

GotU; 70 (p. 283); — circosci'itti alio supcrlicio; 70 (p. 334), 79 (p. 0); — eongiunl.i i‘i- 
.spetti) ad una quadrica: 20. 

Goiiioa dei 14 punti: 04. 

Ooniahe; 6, 17, 33, 39 (p. 350, 372, 412), 33, 41. 68, 64, 66, 66; — oongiiinto: 30, 68; 

— focali di una quadrica: 19, 33; — iscritto in una sviluppabilo di 3.“ classo: 13, 

37; — polari rispeUo ad un trilatoro: 43; — qiiostioni numerativc: 47, 48, 61, 63, 
61; — afonche: 16. 

Goniatti doppl di curve di una rote con una linoa data: 39 (p. 406); — V. anolie: 

« Punli di conlalto . , . ». 

Gorde eomuni a due curve gobbo; 38; — (passanti per un punlo) della linen d’intot'ae- 
zione di due superfieio: 70 (p. 349), 86 (p. 204). 

Correlazione. V. « Reciprooitd». 

Gornspotideme. V. uTmsformamm.,, v, ecc. 

GoMruziont. V, « Oenerasione ...... 

Gubiclie gobbe: 9, 10, 12, 13, 17, 84, 37, 38, 41, 46, 60, 64, 67, 03, 106; — oiroolari: 67. 

Oubiche piane: 17, 39 (p. 360, 368, 376, 436, 445, 466), 43, 49. 63, 66, 67, 68;-- cir- 

colai’i: 56, 67; — come Hosaiano di altro cubioho: 29 (p. 445, 466). 

Gurva parabolica di una suporficie; 70 (p. 334), 79 (p. 29, 83). 

Curve (jobbe. V. « Sviluppabilin', — generate per mezzo di duo stollo in corriapondonzn 
birazionalo: 68; — intorsezioni di duo superlioio (loro caratteri): 70 (p. 349); — sidle 
quadriohe: 38, 30; — sullo suporficie cubiolic: 79 (p, 72). 

Giirve: piane 89 (genoralild a p. 344, 347, 348), 63; — detorininato da iiiia rolaziono 
algobrica fra duo .segraeiiti di una retta (con estonsioue alio spazio): 16, 18; — ^gc- 
nerato dalle polari quando il polo si muova con data leggo: 2d (p, 406); — iperoi- 
litlioho: 80; — polari rispetto ad una ourva: 39 (p. 379, 388, 396, 406, 426, 429), 
43, 48, 63. 

Elemenli di diramaziono di una corrispoudonza (2, 2); 72. 

Enneaedri di una auporficic cubica: 84. 

Esaedri polari rispetto ad una suporficio cubica: 104. 

Esagono gobbo: 4. 

Esagrammo di Pasoal: 103. 
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li'ttsn ili ourvo iiimio: 31> (i). 360, 363); -di quadrieho: 79 (p. 96); — di supeifioio : 70 
0). 3a0, 334); -- projotUvi di curve piano: 39 (p. 363); — projottivi di roLto projet- 
(,aul,i duo dati Kinippi di notto punii: 34; — projoUivi di auperficio: 70 (p. 349), 79 
(p. 12); - sizigoUci di cubiehe piano; 89 (p. 445, 456), 63. 

h'iijiire rocipmcho nolla Slalioa gnilicn: 98. 

Ii'lmi ili una cid)iea plana: 89 (p. 360, 446, 466), 19. 

Ii'omit, algolirica (2, 2); uguagiianza dogrinvurianli <l()i suoi discriminanti: 78. 

Fomdr, di C^aymcy: 70 (p. 286), 86 (p. iOO); ~ di l’i,t)CKKu: 39 (p. 403). 

Fuoi'M di un tascio o di nna scluera di curve piano: 66. 

Umomzionr. curve piano medianto fasci projetUvi; 89 (p. .363), 63;— dello ciuadriolie, 
con k(,p11c e piani rociproci: 86 (p. L86); — doUo auporricio eubiolie: 79 (p. 61, 96). 

(knert! dello curve, rigato, occ.: 70 (p. 326). 

(komdria dello onnlclio di un piano, in rolaziono a quella dollo reWe dello spazio:9r); 
- dollo afore: 95, 101, 108. 

UoMianit di una curva pinna: 89 (p, 388, 419, 426, 429); — idem, del 3.“ ordino:29 
(p. 436, 446, 466); -- di una auporlicio: 79 (p. 29); — idom, dol 3.® ordino: 27, 
79 ()). 42, 46), 86 ([). 207). 

bvlirttlmi di un punU) riaiiotlo ad nna curva piaua: 30 (p. 388, 419). 

hwttjmmdnlo della lleoinetrla olomeularo; 38, 88. 

hUrgmli a dilToreuziale algol)rioo: 83. 

hilmuziimi di curve piano: 89 (p. 347, 368); --di supoiTicio: 70 (p. 349), 86 (p. 204). 

Inmnanli di una culiica piaua: 49; - - di una forma lunaria di 4,0 grade: 89 (p.319, 336); 
idem, (2, 2): 78. 

Juviluppi; del piani die tagliane nna snporlicie ouhica in curve arinoniclio od oquianar- 
innnidie: 79 (p. 46); • di auperlloio: 70 (p, 323); - gonorati modiaiito inin coniea 
0(1 una eurva del huo piano (od oatonBieno alio spazio); 67; — polari rispolto ad 
una curva plana di data clasHo; 89 (p. 379); -- - idom, ad nna auporficio: 70 (p. 347), 
79 (p. 6). 

tnvoUizioni: 7, 88, 39 (p. 336); -prejottivo: 89 (p. ,336). 

Ipockloith a Iro rngroMBi: 63. 

Jiwolmna di 3 curve piano: 89 (p, 396); - di3, 3, 4, 6, 6 aupoificio: 70 (p. 361), 70 
(p. 12), 86 (p, 206); -- di una rote di curve piano (I-IeaBiana); 89 (p. 396), 63, 61; — 
di una roi,o o aiatoma liuoaro di auporlicio: 70 (p, 361), 79 (p. 12). 

Unec di ourvaUira dollo suporlldo, in parlioolarc dollo quadrioho: 81, 86. 

Ijiwfjhi: gonorati inodianto nna conica od una curva dol suo piano (od oslonsione alio 
apazio); 57; — di un punto il cui piano polaro rispotfo alia llosaiann di unaauper- 
llcio proaonla talunn partioolarilft, in volaziono ool piano o qundrlca polare dol punto 
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stosso rispetto alia auperflcie fondamontalo: 70 (p. 29); — di un punto la cui quadrica 
p(ilai'0 rispotto ad una auporficio u ciroosciitta od iscrilta a tolraod}'! coiiiugati di luia 
quadrica lissata, oppure della quadrica polaro del punto rispotto airiTossiana: 70 
(p. 29). — V. ancho : « Punti « Reite 

Massimo nuraero di punti di conlatto di duo siiporficio: 70 (p. 349); — di punti doppi 
di una ourva iiTidueibile: 39 (p. 348). 

Metodo ouclideo: 83; — di Grassmann: 17. 

Moduli dollo curve algebriolie; 81. 

Normali ad una couiea: 66. 

Omgrafia piana: 3. — V. anohe: s ProjetHvM ». 

Parabola gobba: 13, 13, 17, 84, 37, 60, 64. 

Penlaedro di Syi-vbster: 79 (p. 46), 103, 104. 

Piani tritangonti di una superflcie cubica. V. « Relle ... ». 

PoUsdri forniati da piani osoulatori di una cubica gobba: 106, 

Poligono gobbo di un numoro pe-sri di lati : 4, 

Porismi di CiiasiiEs; 89 (p. 360). 

Projeilmtd delle forme di l.“, 2.", 3.“ specie: 3, 83, 36, 39 (p. 326), 70 (p. 311). 

Projezione ipei’boloidica di una cubica gobba: 46. 

Prolusione ad un corso di Geometria suporioro: 36. 

Pmpeltiva linoare seeoiido Tayi-or‘ 69. 

Pmli eomuni a curve e superflcie. V. « Intersezioni ». 

PtinH di conialto delle bitangonti da un punto ad una siiporficio: 86 (p. 187);-— dello curve 
di duo 0 tro fasei di curve piano: 39 (p. 388); — dello superflcie di un fascio con una 
superflcie data o colla curva d’intorsoziono di duo superficio: 70 (p. 361), 79 (p. 12); 
~ delle siiporficio di una reto con una data suporflcio, o collo suporlicio di un date 
fascio : 70 (p, 366), 79 (p. 12). 

Punli doppi dello curve di un fascio: 39 (p. 388), 63; — dollo suporflcio di un fascio: 70 
(p. 349), 79 (p. 12); — idem, di una relo, o di un sisloma linoaro di suporlicio 70 
(p. 366), 79 (p. 12); —• dollo superflcie generate da sislonii liuoari projottivi; 70 
(p. 372), 79 (p. 24). — V. anehe: « Jaeoiiana ». 

Punli tinili in una oorrispondenza fra duo piani sovrapposli: 79 (p. 12). 

QimlrieJie: 19, 38, 33, 64, 70 (p, 304, 311), 86 (p. 186), 86; — congiunto: 30; — di ro- 
taziono passanti per uiia onbioa: 64; — iseritte in una sviluppabilo di 4.® classo: 11; 
— oinofocali: 19; — soganti ima suporflcio cubica sooondo tro ooniclio, o socondo 
soi rotto: 79 (p. 83). 

Quarliehe gobbo di 1,“ specie: 79 (p. 72, 96); — di 2.“ speeio: 37, 38, 79 (p, 72); — con due 
taugenti stazionario: 76; — -con punto stazionario: 36. 
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Qiiarliehe piano oon punto doppio; 5)0. 

Qmtarna armonica (eoiuUziono algcliritin) : 30 (p, 3 15)); — otpiiaiiarmonica (idem): 20 
(p. 33(i). 

Queslioni propogto: 43, 

Rap 2 )oHo anarinbnico: 35) (p. 319), 

Rwfprmntazione piana dollo atipoificio: 5)3; — doilo siiporficio ciibiche: 75) (p, Gl, 72, 92); 
dollo supoi'ficio di Steineu o dello superllcio gobbo di 3.“ gvado. 71;~delle sii- 
porficio gobbo razionali con duo dii'ottrioi roltiliiieo : 77; — dollo suporlicie di d.® 
classo, gonorali: 111 ; — di snporlicic dolalo di curve cuspidali: 5)7. 

lledprocild: 85 (p. J86), 5)8. •— V. audio: n Projellmkl v. 

Relaeione intoruo ad uiia Memoria « Sulla roaislonza d’altrilo »: 100, 

Reli di coiiicho: 89 (p. 4L2, 450), 63, 68; — di curve piano: 85) (p, 396), 53, 58, 61 ; — di 
(juartioho sopra una quadrica (geiioralc o no): 79 (p, '15); — projottive disupcrficic: 
70 (p, 356), 79 (p. 12); ~ onialoidiclio: v. a Trasfomazmi birazioiiali fra duo piani «. 

Relle coiigiunlo rispotto ad una coiiica: 30; — di iiiia suporlicie cubioa: 79 (p, 61, 83, 92, 
96), 84, 103; — osculalrici ad luiu suporlicio noi piiuli coinuni coii un’altra siiper- 
licio; 75) (p. 29). 

Riinste bibliografieho hu Opcro di Stauiit, Amiot, CIeva, Pouuba, ITesse, Desaiigues, 
(JiiASBES, I’OUIIIIA, (lASOJtATi: 8, 88, 23, 86, 31, 46, 68, 68, 76. 

Rem (co ’) di oouicho: 47, 48, 51, 58, 61; — di curve piano: 89 (p. 348, 388, 429), 17, 48, 
73; — idoin, d’iiidico duo: 89 (p. 425)); — di siiporficio, in parlicolaro d indico due; 
70 (p. 323); ~ projottivo di curve piano, lunge goueralo: 29 (p. :488). 

Rfera cirooscrilta ad un tolraodro: 14. 

Sislemi di rotto o sialoini di sforo, in corrispondoiiza fra loro: 101, 108. 

Shlemi Unean di suporlicie: 70 (p. 320);- projoUivi: 70 (j>. 320, 368); — projottivi, 
di dinionsiono Ire: 70(p. 361), 79 (p. 12);— Iriplainonto inlinili, parlicolari, di so- 
stioho piano; 107 ; — eitialoidioi, di auporficie: \\ v Trasfonnazioni hinvaomli fra 
duo spazi ». 

Slalica gialica: 98. 

Sleinenana di luia curva piana: 80 (p. 388, 419, 425, 429) ; — di uua roto di ourvo piano: 
39 (p, 396), 53 ; — di una suporfioio: 79 (p. 29); — di una suporlieie cubioa: 79 (p, 42). 

Rioria clolla Goomolria: 83; — dolla ProspotUva: 68. 

Super fide; 70 (gonoralitil a p. 296, 31 L); — oubiolio, gonorali: 88, 79, 103; — cubiche, con 
punto doppio: 103; — d’ogual pondonza cirooscritlo ad una conica: 67 ; — del 4.® 
ordino: v. dopo; ~dol 5.® ordino o 3.« classo: 97;— dol 10.® ordlno, passanii per i 
136 punti d’lntorsoziouo dollo 27 rotto di una suporfieio ciibica: 70 (p, 92); — gobbo: 
V. dopo; — invilnppi: 70 (p. 323); — inviliippi doi piani soganti una quarticara- 


Oromoiutf tomo 111 


33 
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zionale in quattro punti d’lin circolo: 87; — passanti pei vertici d’infiiuii poliedri 
circoaoritti ad uua culnoa gobba: 106;— pohiri rispctlo fid iina aupeificio data: 70 
(p. 334, 347, 349, SbC, 361), 79 (p, 6, 12, 29, 83, 92), 86 (p. J87, 206); ~ polavi 
dspetto ad uua superficio svihippabilc: 70 (p. 347), 86 (p. 190); — vario: v. vTmsfor- 
maeioni birazioiiali fra due spazi », cd in parlicolare 93. 

Super fieie del 4.® ordine a conica doppia: 88; — a conica cuspidalo: 97; — con taoiiodo: 
94, 108, 113; — con taouodo o conica doppia: 89; — di Steiner; 28, 66, 71, 79 
(p, 42, 45); — idem, con duo o tro retie doppio coinoidonti: 71; — particolaro, con 
puiito triple: 87. 

Superficie golbe: 37, 39, 70 (p. 325); — con duo dirottrici rottilinoo (distinto o coinci- 
donti): 70 (p. 325), 74, 77, 78;- del 3." grade: 24,37, 28, 39, 71; — idem, oollo di- 
rottrioi coineidenti: 39, 71; — del 4.® grade: 78. 

Smluppahili (o curve gobbo): 70 (p. 286, 311), 86 (p. 190);— circoscritto ad una aii- 
perficio lungo una sua soziono piaua: 79 (p. 29); — di 3,® classo: v. ttCubidhe 
gobbo — di 4.“ classo: 11, 36, 67; — di 5.“ ordine: 36; — luogo dollo taugonti 
alia ourva d’intorsoziono di duo suporficio: 70 (p. 349), 79 (p. 12), 86 (p. 204), 

Tangenti coniugato e sfero-coiiiugato di una suporficio: 1, 21; — doppio di una quartica 
con pun to doppio: 90. 

Teoremi: d’AcEi,: 2, 83; — di Caiinot: 29 (p. 350); — di Gaycey, Jaooiii, PlDokbh (ru 
intorsozioni di curve piano): 29 (p. 358); — di Oicva: 23; — di Coriou.r: 23; — di 
Moutard: 70 (p. 326); — di Riemann; 70 (p. 326); — motrico, rolalivo ad uii 
angolo piano o ad un punto del suo piano, od oslonsiono alio spazio: 6, 

Trasformazione birazionalo nulla, particolaro, fra duo spazi: 36; — dollo ourvo iporollit- 
ticho: 80. 

Trasformaeioni birazionali fraduopiani: 36, 40, 60, 62; — fra duo spazi: 91, 92, 93, 96; 
— idem, di 2.° ordine: 88, 91,94,90, 97, 108; — idem, di 3,0 ordino: 79 (p. 61), 91, 
93, 93, 96, 97 ; — idem, di 6.« ordino (oollo invorso dol 4“ o fio ordino); 113, 113, 

Triedri coniugati di una suporfioio cubica: 79 (p. 83, 92), 84. 

Trilaleri: polarity rispotto ad ossi: 43; — sizigotiei di una cubica piana: 29 (p. 445), 49. 


ERRATA-aORRIdE. 


Tomo I. Pag. 463» linoa H dal basso. Inveco di 344, loggasi 347. 

» » » » 11 dal basso. Invoco di 347, loggasi 348. 

» » 404, » 16. Invoco di 376, loggasi 379. 

» » » » 13 dal basso. Inveoe di 404, loggasi 403. 

Tomo II. » 12, » 16. Invoco clio « do quatro plau» loggasi « do qiiatro plans d. 

» » 16, » 0. Invoco di «qii'a« loggasi (f qui a». 

,) » 138, » ultima, in duo. Si aggiimga il ricMamo di mia nota del revisoro 

da collooarai a priiioipio dolla pag. 438 o oosl concepitai 

a Nolla Mnleitung 6 mosso qui un rioliiamo *), oolla 
Hogiionl.o iioln a pi<\ di pagiiia (p. 262): — In Bezug auf den 
oiiifachslion Pall dicaos und dcs folgondon Loliraatzes selie man 
(/AYLiflY: Nouvdlos rcolierolm sior Vdimination ei Ja tMorie dea 
oourhea (Ohelle’s Journal, T. 63. Berlin, Beimor, 1803, S. 34) ». 
» » 240, » 6 dal basso, Dopo la parola « passing » si dovo loggers « through 

0 and A, il will ». 

» ») 306, » 11. luvooo di n, loggasi n^. 

» » )) B 19. Invoco di <( Jaoobianaj) loggasi « JnoobianaB. 

» » 391, B 7 dal basso. Invoco di «undo» loggasi «und)>. 

n B B B 6 dal basso. Inveco di « bdruliron b loggasi « borlihren b. 

B B 308, » ultima. Invoco oho «ayantBB loggasi <(ayaut». 

n B 436, » 2 dal basso. Invoco di « precodut » loggasi aprecodutiB. 

B » 437, » 12. Alla fine va sopproflsa la virgola. 

Tomo III. » 237, » 12 dal ])asso. Inveco di « lo » loggasi « lea ». 

B M 301, B 11. La JJinK si oorregga cosi: . 

I t 
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Della vita o dollo oporo di Luigi Cremona pag. v 

79. Mfimoire do g6om6trie pure sur los Buviacos dii troi8i6jU0 ordro . . » 1 


Journal fill’ dio romo und augowandfco Mathomiitik, Hand 08 (1808), pp. 

80. Sulla trasformaziono dollo curve iporollittiohe » 123 

UontlicoiiLl dol IX. Istltuto Tjoiiibardo, aorio II, vohiino II (1809), pp, 006*571. 

81. Intoruo al nuraoro doi moduli dollo oquazioni o dollo curve algobriclie di uii 

date gouoro. — Ossorvazioni doi profossori F. Casouati o L. Cremona . » 128 

Roudiooiiti (lol li. Ifltifciito Lombardo, tjorio II, voluuio II (1809), pp. 620*02, 

82. Lottora al Dirottoro dol Giornalo di Matomaticlio » 133 

Giornalo di Matoinafciolio, volume VII (1869), pp. 51-51, 

83. Sugll iutograli a differonzialo algebrico » 137 

Momoi'lc UolI’Auoivdoniia dollo Soiuuzo dell' iBtitulo di liologun, Boris II, touio X 
(1870), pp. 3-83. 

84. Sullo vontisofcte retto di una suporfieio dol torzo ordino . . , . » 168 

Uoiidioonti dol U, Isiituiu Lombardo, 8ono II, volume 111 (1870), pp, 209-2i9. 

86. Grundzilge oioer allgomeinen Thoorio dor Oborflilohon in syathotiaolior 

Bebandlung 181 

Berlin, 1870, Gulvaiy & Co nip. 

86. Sullo linoo di ourvatura dollo suporfioio di seoondo grado. . . . » 209 

Moinorio delBAooadeinm dollo yoionsso dolViBtitiito di Bologna, boiuo 111, tome 1 
(1870), pp. 49*67. 

87. Note ft un m6iuoiro do R. Sturm *226 

Aiinall di Maloinatica piira od applioata, fjorio H, tomo IV (1870-71), p, 86, 

88. Sulla suporfioio di quart’ordine dotata di una conioa doppia. — Prima nota. » 227 

llondioouti del B, latltulo Lombardo, aorio II, volume IV (1871), pp. WO-144. 
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INDIOB DEL TOMO III. 


89. Sulla auporficio di (luart’ordino <lotata di uim eonioa doppia. — Socoiida nota. pag. 232 

lionrtiaoiiti <lol R, Jatitiito fjoinhardo, «orio IX, voliimo IV pp. 159-102. 

90. Observations g6om6triquo3 Apropos do la note do Mr. Bitiosoiii «Sui' los tan- 

gontos doubles d’uno courbo dii 4.“ ordro avee un point double ». . . » 236 

Math«iiiuti8olio Anunloii, Bund IV (1871), pp. 99-102. 

91. Sullo trasforinazioui razioiiali iiollo spazio. — Nota , . . . » 241 

dol 11. Irttiluto Limibiivdo, Horio II, volunio IV (1871), pp, 289-279, 

92. Stillo trasfomazioni razioiiali nolle spazio. — Nota 261 

Rondiuoiiti del U, IsLiliRo LoJiibai'do, sonc 11, vnlumo IV (1871), pp, 810 - 821 . 

93. Uobor dio Alibildung algobraischor Flilclion. . . ...» 260 

MutlionuitisHio Aiuiulon, Band IV (1871), pp, 2J8-2:M) 

94. Sulla ti'asforinaziono razionalo di 2.“ grado nollo spazio, la oui iiiversa 6 di 

4.0 grado 

Moiiiono doll’Acoadomia dollo 8moii/o doll’ laUiulo di Bologna, Horjo HI, tonio \ 

(1871), pp. 866-886. 

96. Lotlora al prof. Eugenio Beltrami » 296 

fTiormilo rli Miitomutiolio, volnino X (1872), pp, 17-18, 

'96. Sullo U'asforinazioui razionali nollo spazio 

Aiiuiili di iMulonuitioa piira od uppUoula, Horio JI, toiiio V (1871), pp. lBl-182, 

97. Rapprosontaziono piana di aleuno suporficio algobricho dotato di curvo cu- 

spidali » 326 

Memofjo iloll'Acoftflomm iloUo .Hoion'.!o doll’ Intiluto di Uologmi, Soldo III, loinu II 
(1873), pp. 117-127. 

98. Lo figure rooiproclio nolla statica grafica » 336 

Toi'za adisilono, Milano, tJ. lloopli, (18711), 

99. Coinmomorazione di Alfredo Clebsou » 867 

Rondiconti dol R. latitiilo Lombardo, sorio II, volume V (1872) pp. 101M012, 

100. Relazione intonio ad una niomoria del sig. colonnollo Pietro Conti, avonto 

per titolo « Sulla resiatonza d’altrito », della Commiasiono composta dogli 
acoadomici lincei Betooohi, Blasebna, Beltrami, Cremona (rolatoro), 
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lolta iiella soduta del 6 dicembro 1874 png. 36t) 

Atli (loUiv U. Aeciulomiii <loi Lincoi, Moiuorio, norm vulunuj II (1871 7r)>, 

101. Sulla oorrispondenza fra la tooria del sistemi di relte c la looria dellc 

auporficio 384 

Atti tlollti It, Acoadoinia dei Lnitioi, Rloiiiono, Hono 11, viilumo III (I87n*78), |iti. 

102. Siir los systemes do spheres el ios systtoos do droitos . ...» 405 

Ilapoil of tluj Rrcotiug of tho Hiifmh AHsunuhoii for t.ijo Ailviiiioouioiit 

of Scioiico (CHa^gow, 1H70) — Notun'rt and AlMlnu*tH (d* iMiKronjuK'OU*^ 
nioiitions to tho Soetionn, ]jp. lid-hh 

103. Teoroini slorcoinotrici dai quail si dcdiicono le propriola doirosagnimine 

di Pasoat, )i 400 

Alti dolla U. Ai'oiitl<Mina <loi Lhk’oi, Rrpinuj'io ilolhi 01aN-.i' di liMidio, nm1r- 

inaticho 0 imturali, aario II 1> voluiuo I (187()-7?), pp. Hol-S71. 

104. Qober die Polar-Hoxaodor bei don Plachon driller Ordiuiiig ...» 430 

Maniomiitiaolio Aiiimlmi, Hand XIII (1878), pp. 801-801. (Am III. SopliMuliar IH77 lUo 
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